Zasada Szufladkowa Dirichleta

T ukasz Préochniak

1 Zadania

1.1 ZSD w kombinatoryce

Zadanie 1. W pokoju jest n osob. Pokazaé, ze istnieja takie dwie, ktére maja tyle samo znajomych. Uwaga: Jesli A jest
znajomym B, to B jest znajomym A.

Zadanie 2. Udowodnij, ze w$réd dowolnych 6 oséb pewne 3 sie znaja albo pewne 3 sie nie znaja.

Zadanie 3. W kazde pole kwadratu 5 x 5 wpisana jest jaka$ liczba ze zbioru {0, 41, —1}. Nastepnie sumujemy i zapisujemy
na kartce liczby w kazdym wierszu, kolumnie i dwoch najdtuzszych przekatnych. Czy mozliwe jest, ze otrzymamy na kartce
parami rozne liczby?

Zadanie 4. W kwadrat 9 x 9 wpisano liczby od 1 do 81. Udowodnij, ze istnieja pewne dwa sasiadujace ze soba pola, na
ktorych wpisane liczby roznia si¢ o co najmniej 6.

Zadanie 5. Na szachownicy 8 x 8 stoja 33 wieze. Udowodnij, ze istnieje wérdd nich 5 takich wiez, ze zadne dwie si¢ nie
atakuja.

Zadanie 6. Szachista Mitosz ma 77 dni na przygotowanie sie do turnieju. Chce zagra¢ kazdego dnia co najmniej jedna gre,
ale lacznie nie wiecej niz 132. Pokaz, ze istnieje ciag kolejnych dni, podczas ktorych zagrat doktadnie 21 gry.

Zadanie 7. W kazde pole kwadratu 8 x 8 wpisano liczbe catkowita dodatnia. Mozna wybra¢ dowolny kwadrat 3 x 3 lub
4 x 4 wpisany w ten kwadrat i doda¢ do wszystkich liczb w nim zawartych 1. Czy dla kazdej pozycji startowej po pewnej
liczbie takich operacji mozna osiagnaé 64 wielokrotnosci 10?7

Zadanie 8. Danych jest 100 liczb calkowitych dodatnich nie wiekszych niz 100, ktérych suma wynosi 200. Udowodnij, ze
da sie wybraé¢ tak pewne sposréd nich, ze ich suma bedzie réwna 100.

Zadanie 9. Na miedzynarodowym spotkaniu spotyka sie 2024 postéw z 6 roéznych partii. Kazdemu przypisano pewien inny
numer od 1 do 2024. Udowodnij, zZe istnieje taki posel, ktorego numer jest sumg dwoch innych postow (niekoniecznie réznych)
7 jego partii.

Zadanie 10 (Twierdzenie Erddsa-Szekeresa). Dany jest ciag n? + 1 liczb calkowitych. Udowodnij, ze zawiera on niemalejacy

podciag n + 1 liczb lub nierosnacy podciag n + 1 liczb.

1.2 ZSD w teorii liczb i algebrze

Zadanie 11. Danych jest 70 réznych dodatnich liczb catkowitych < 200. Udowodnij, ze istnieja takie dwie liczby z tego
zbioru, ktoérych réznica wynosi 4,5 lub 9.

Zadanie 12. Dane sa permutacje aq,as,...,a100 oraz by, ba, ..., bigo liczb od 1 do 100. Udowodnij, ze sposréd iloczynow
a1by,asba, ..., a100b100 pewne dwa sa sobie réwne.
Zadanie 13. Podzbior A zbioru {1,2,...,2n} ma n + 1 elementéw. Udowodnij, ze istnieja rézne a,b € A, takie ze a | b.

Zadanie 14. Dane sa liczby a i b, ktére nie maja wspolnych dzielnikéw. Udowodnij, ze istnieja =, y catkowite dodatnie, takie
ze ax — by = 1.

Zadanie 15. Dana jest liczba rzeczywista x i liczba catkowita dodatnia n. Udowodnij, ze istnieja takie liczby catkowite p, g,
ze 1 < g < n oraz

T—Sl < —
al qn

p’1

Zadanie 16. Dany jest zbior A, skladajacy sie z 2024 liczb dodatnich catkowitych, z ktérych zadna nie ma dzielnika
pierwszego wiekszego niz 23. Udowodnij, ze istnieja 4 rozne elementy w A, takie ze ich iloczyn jest czwarta potega liczby
catkowite;j.



1.3 ZSD w planimetrii/stereometrii

Zadanie 17. Dany jest pieciokat, ktorego wierzchotki maja obie wspotrzedne catkowite. Udowodnij, ze $rodek pewnego boku
lub przekatnej ma wspotrzedne catkowite

Zadanie 18. 51 uczestnikow Olimpiady Matematycznej zostato rozsadzonych na zawody w kwadracie o boku 7 metrow.
Udowodnij, ze istnieja 3 tacy uczestnicy, ze znajduja sie w kole o promieniu 1 metra.

Zadanie 19. Dane jest 6 punktéw w prostokacie 3 x 4. Udowodnij, ze istnieja dwa, ktérych odleglo$é jest nie wieksza niz

V5.

Zadanie 20. Udowodni¢, ze jezeli kazdy punkt plaszczyzny jest pokolorowany na jeden z n koloréw, to w tej ptaszczyznie
istnieje prostokat, ktorego wszystkie cztery wierzchotki sa jednokolorowe.

Zadanie 21. Kazdy punkt okregu pokolorowano na jeden z dwoch koloréw. Udowodnié, ze istnieje wpisany w ten okrag
trojkat réwnoramienny, ktorego wszystkie trzy wierzchotki sa tego samego koloru.

Zadanie 22. W kwadracie o boku 1 lezy n okregéw o sumie obwodéw 10. Udowodnij, Ze istnieje prosta przechodzaca przed
co najmniej 4 z nich.

Zadanie 23. Danych jest 25 punktéw na plaszczyznie, takich ze w kazdym 3-elementowym zbiorze sg co najmniej dwa
punkty, ktérych odlegto$é wynosi co najwyzej 1. Udowodnij, ze wéréd nich istnieje 13 punktow, takich ze wszystkie leza w
pewnym kole o promieniu 1.

Zadanie 24. Dany jest czworokat wypukly ABC D, ktérego wszystkie boki sg mniejsze od 24. Dany jest punkt P wewnatrz
ABCD. Udowodnij, ze istnieje wierzchotek, od ktoérego odlegtosé¢ punktu P jest mniejsza od 17.

Zadanie 25. Na ptaszczyznie wybrano 2024 punkty w ten sposob, ze dla dowolnych trzech punktéw A, B,C sposrod
wybranych zachodzi nieréwnos¢ AB # AC. Nastepnie polaczono odcinkiem kazdy punkt z punktem mu najblizszym. Jaka
jest mozliwie najwieksza liczba odcinkéw wychodzacych z jednego punktu?

1.4 ZSD i teoria miary

Zadanie 26. Udowodnié, ze w dowolnej figurze o polu réwnym 6, zawartej w kole o promieniu 2, istnieja takie dwa punkty,
ktorych odleglosé wynosi dokladnie 1/3.

Zadanie 27 (Twierdzenie Birkhoffa). Jesli Z jest dowolnym ograniczonym podzbiorem plaszczyzny majacym pole S(Z) > 1,
to istnieje taki wektor v, ze w zbiorze przesunietym o wektor v leza(co najmniej) dwa punkty kratowe.

Zadanie 28. 12% sfery jest pokolorowane na czarno. Reszta na bialo. Udowodnij, ze istnieje prostopadioscian, ktoérego
wierzchotki nalezg do sfery i wszystkie sa pokolorowane na biato.

1.5 Nieskonczone ZSD

Zadanie 29. Niech a1, a9, ... bedzie nieskoniczonym ciggiem rosnacym liczb catkowitych. Udowodnij, ze nieskoniczenie wiele
wyrazoéw tego ciagu moze byé wyrazone jako:
Ap = Tap + Yayq

gdzie z,y sa liczbami catkowitymi dodatnimi, a p # q.

Zadanie 30. Niech k bedzie dowolng liczbg calkowita dodatnia. Udowodnié, ze istnieje liczba pierwsza p oraz rosnacy ciag
liczb catkowitych dodatnich aj,as,..., ze p+ a1k, p + azk, ... sa liczbami pierwszymi.

Zadanie 31. Zbior P (N) wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru liczb naturalnych pomalowano dwoma kolorami:
bialym i czerwonym. Udowodnié, ze istnieje taki nieskoriczony podzbior X C N, ze wszystkie elementy P2(X) sa jednego
koloru.

2 Rozwigzania

Rozwigzanie 1. Kazdej osobie przypiszmy liczbe jej znajomych. Ta liczba nalezy do zbioru 0,1,2,...,n — 1. Jednak 0 i
n — 1 nie moga pojawié sie naraz. Zatem mamy n — 1 liczb i n os6b.

Rozwigzanie 2. Zamierimy zadanie na kolorowanie grafu. Czerwona krawedz bedzie oznaczata, ze osoby sie znaja, natomiast
niebieska, ze sie nie znaja. Wierzchotek A z ZSD bedzie mial co najmniej 3 krawedzie jednego koloru. Zatézmy, b.s.o. ze
sg czerwone. Niech beda to krawedzie do wierzchotkow B, C, D. Jezeli jakakolwiek krawedZ miedzy tymi wierzchotkami jest
czerwona, to mamy teze. Zatem wszystkie musza by¢é niebieskie i takze mamy monochromatyczny tréjkat.
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Rozwiazanie 3. Nie jest mozliwe otrzymanie na kartce wszystkich réznych liczb. Zauwazmy, ze zapisaliSmy na kartce
545+ 2 = 12 liczb. Najmniejsza mozliwa do uzyskania suma to 5- (—1) = —5, a najwieksza to 5- 1 = 5. Zatem wszystkich
mozliwych do uzyskania sum jest 11. Oznacza to, ze z ZSD pewne dwie sumy beda rowne.

Rozwigzanie 4. Zal6zmy teze nie wprost. Wtedy miedzy dowolnymi sasiadujacymi liczbami réznica wynosi co najwyzej
5. Zatem na Sciezce o dlugosci £ suma réznic wynosi co najwyzej bk. Przez odleglo$é miedzy polami bede nazywal sume
roznicy wierszy i kolumn. Odlegto$¢ miedzy 1 i 81 wynosi co najwyzej 16. Rzeczywiscie 16 - 5 = 80, wiec gdyby istniala
Sciezka miedzy nimi krétsza niz 16, to z ZSD ktoras roznica bylaby wicksza niz 5. Zatem 1 i 81 musza by¢ umiejscowione
w rogach. Teraz mozemy popatrzeé na Sciezke miedzy 1 i 80. Wiemy, ze jej dlugosé to co najwyzej 15, ale 15 -5 = 75, wiec
doszliémy do sprzeczno$ci, bo nie ma innego pola oddalonego o co najmniej 16.

Rozwiazanie 5. Pokolorujmy nastepujaco szachownice tak jak na rys 1.1. Z ZSD na pewnym kolorze bedzie stalo co
najmniej 5 wiez. Latwo zauwazy¢, ze takie kolorowanie spelnia warunki zadania.

Rozwigzanie 6. Niech a; oznacza liczbe gier rozegranych do k-tego dnia wlacznie. Popatrzmy na ciag aq,as, ..., a77,a1 +
21,a9 4+ 21,...,a77 + 21. Wszystkie liczby musza by¢ rézne. Kazda liczba z tego ciagu jest nie mniejsza niz 1 i nie wieksza
niz 132 + 21 = 153. Jednak tych liczb jest 154. Zatem ZSD jakie$ dwie liczby w ciggu sa sobie rowne.

Rozwiazanie 7. Oczywiscie wystarczy patrze¢ na reszty (mod 10). Odwr6¢émy rozumowanie zaczynajac od tablicy wypel-
nionej zerami. Z jednej strony liczba wszystkich mozliwych uzyskania reszt w tablicy wynosi 10%4. Wszystkich kwadratow
4 x 3 oraz 4 x 4 jest (8 —3+1)2+ (8 —4+1)2 = 61. Z drugiej strony poprzez operacje na mniejszych kwadratach jeste$my
w stanie dosta¢ co najwyzej 10°1 ustawien na tablicy poprzez zsumowanie wartosci do pél po operacjach na kwadratach.
Zatem z ZSD nie jesteSmy w stanie pokry¢ kazdej poczatkowej pozycji startowej.

Rozwigzanie 8. Najpierw pokaze, ze da sie podzielié¢ te liczby na dwa zbiory po 50 liczb, ktérych sumy sa wieksze niz 50.
Zalézmy, ze wystepuje co najwyzej jedna liczba > 1. Wtedy mamy co najmniej 99 jedynek i dostajemy, ze ta liczba jest
> 101, wiec doszliSmy do sprzecznosci. Zatem istnieja co najmniej dwie liczby > 1 w tym zbiorze. Dajmy jedna do jednego
zbioru i druga do drugiego. Wtedy Dobierzmy pozostate 49 po kolei. Widaé¢, ze sumy w tych zbiorach sa wieksze od 50.
Oznaczmy przez ap,as, ..., asq liczby z pierwszego zbioru. Rozpatrzmy sumy prefiksowe s = a1 + - - - + ax. Zauwazmy, ze
z ZSD albo istnieje si podzielne przez 50 albo istnieja si oraz s;, ktore daja takie same reszty (mod 50). Wtedy bierzemy
S; — Sk, ktore jest podzielne przez 50. Analogicznie robimy dla drugiego zbioru. Mamy zatem dwie sumy A i B obie podzielne
przez 50. Zadna z tych liczb nie moze by¢ 150 ani 200 z poprzednich zatozeri. Zatem albo ktéras z nich jest réwna 100 albo
dwie rozne 50. Bierzemy wtedy odpowiednio jedng z nich lub ich sume.

Rozwigzanie 9. Zal6zmy nie wprost, ze teza nie zachodzi. Oznaczmy partie kolejno przez A, B,C, D, E, F. Z 7ZSD musi
istnie¢ partia(bez straty ogolnosci niech bedzie to A), ze bedzie w niej co najmniej (%] = 338 postow a1 < ag < -+ < aszy.
Jesli chcemy, zeby teza nie zachodzila, to zadna z liczb agsy — a1, ass7 — ag, ..., a337 — azsg nie moze wystepowaé w A, czyli
musza one pojawié sie w B, C, D, E, F. Ponownie korzystajac z ZSD w pewnej partii(b.s.o. w B) bedzie co najmniej [%] =68
postow. Oznaczmy ich przez by < by < --- < bgg. Analogicznie jak poprzednio zadna z liczb bgg — b1, bgs — b, . .., bgs — ag7
nie moze naleze¢ do B. Co wiecej nie moze takze naleze¢ do A, poniewaz réznica liczb z B jest roznica liczb z A, wiec
otrzymaliby$my sprzecznosé. Powtarzajac ten sam argument jeszcze 3 razy dochodzimy do sytuacji, w ktorej w partii F' jest

co najmniej 2 cztonkéw fi < fo, ktérych roznica fo — fi nie moze nalezeé do zadnego ze zbiorow A, B, C, D, E, F, sprzeczno$c.

Rozwiazanie 10. Oznaczmy liczy wystepujace w ciagu przez $si,Ss2,...,Sp24+1. Niech a; oznacza dlugo$¢ najdluzszego
ciggu nierosnacego zaczynajacego sie od lewej i koriczacego sie s;. Natomiast b; dlugosé najdtuzszego ciaggu niemalejacego
zaczynajacego sie od lewej i koriczacego sie s;. Rozpatrzmy pary (a;, b;), zakladajac teze nie wprost przyjmuja wartosci (i, 7)
dla 1 < 4,j < n. Zauwazmy, ze (a;,n;) # (a;,b;). Pokaze, teze dla dwoch kolejnych par. Jesli s; < sijt1, to a;41 = a; + 1.
Natomiast w przeciwnym wypadku b; 1 = b; + 1. Takich par jest n? + 1, natomiast moga przyjmowaé¢ n? wartosci, wiec z
ZSD jakies dwie maja takie same wartosci, sprzecznosc.
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Rozwigzanie 11. Oznaczmy te liczby kolejno przez ai,as,...,agg. Rozpatrzmy zbiér liczb aq,as,...,a99,a1 + 4,a2 +
4,...;a99+4,a1+9,a2+9,...,a99 +9. Tych liczb jest 210 oraz zadna z nich nie przekracza 209. Zatem z ZSD istnieja takie
rozne a;,a;, ze a; + ¢ = a; +y, gdzie z,y € {4,9} oraz « # y. ZnalezliSmy wiec liczby, ktérych roznica wynosi 4,5 lub 9.

Rozwigzanie 12. Zalézmy nie wprost, ze wszystkie iloczyny sa rézne. Zatem jest doktadnie 50 iloczynéw parzystych i
50 nieparzystych. Nieparzyste sktadaja sie z nieparzystych liczb a; oraz b;. Wtedy parzyste iloczyny skladaja sie z dwoch
parzystych liczb, wiec sa to liczby postaci 4k. Nie ma wtedy liczb postaci 4k + 2.

Rozwigzanie 13. Kazda liczbe calkowita dodatnia da sie przedstawi¢ jako a = 2Fb, gdzie b jest liczba nieparzysta. Za-
uwazmy, ze liczb w zbiorze {1,3,...,2n — 1} jest n, wiec z ZSD mamy jakie§ dwie liczby w naszym zbiorze, ktore sa postaci
2%b oraz 2'b. Wtedy ktoras z nich jest dzielnikiem drugiej.

Rozwigzanie 14. Rozwazmy reszty z dzielenia przez b ciagu a, 2a, . .., (b— 1)a. Zauwazmy, ze nie moze tam wystepowac 0,
poniewaz a i b nie maja zadnego wspolnego dzielnika(sa wzglednie pierwsze), wiec ak dla k < b nie bedzie podzielne przez b.
Zalozmy, ze nie wystepuje reszta 1. Wtedy z ZSD jakas reszta pojawia sie dwukrotnie. Zalozmy, ze ak = al (mod b). Wtedy
b| a(k —1). Korzystajac z analogicznego argumentu, co poprzednio dochodzimy do sprzecznosci, poniewaz k — [ < b. Zatem
musi wystepowaé reszta 1, z czego wynika, ze by = ax — 1 dla pewnych z,y catkowitych.

Rozwigzanie 15. Przeksztalcajac teze [vq — p| < L. Popatrzmy na ciag n+1 czesci utamkowych {0z}, {1z}, {2z}, ..., {na}.

Te liczby beda leze¢ w przedziatach [O, %) , [%, %) ey [”771, 1). 7 7SD ktores dwie z nich znajda sie w jednym przedziale,

wige [{k1x} — {kox}| < 1. Wezmy a = kyz — {k1z} oraz b = kex — {kox}. Wtedy |(a —b) + (k2 — k1)x| < L. Biorac p=a—b
oraz q = ko — k1 otrzymalismy teze.

Rozwigzanie 16. Pokazemy ogodlniejsza teze, ktora mowi ze wsréd 3 - 2 + 1 liczb, ktérych dzielniki pierwsze naleza do
zbioru {pi,...,p,} istnieja 4 liczby, ktérych iloczyn jest 4 potega liczby catkowitej. Poniewaz 3 - 27 + 1 < 2024, to teza
bedzie zachodzi¢. Jeszcze wezesniej pokazemy lemat, mowiacy ze wsrod 2™ + 1 liczb, ktérych zbior dzielnikéw pierwszych to
{p1,...,pn}, istnieja takie dwie ze ich iloczyn jest kwadratem liczby calkowitej. Zauwazmy, ze to czy liczba jest kwadratem
determinuje parzystos¢ wykladnika. Jesli n = p{* - p5? - p&n, to aq,. .., a, musza by¢ parzyste. Jesli n = ab, to oznacza, ze
suma wyktadnikow a, b dla kazdej liczby pierwszej p; musi mieé¢ taka samag parzystosé. Skoro tych liczb jest 2" 41, a mozliwych
parzystosci wyktadnikow jest 2™, to z ZSD jakies dwie liczby maja taka sama parzystosé we wszystkich wyktadnikach, to

(32" +1)— (2" +1)
2

znaczy ich iloczyn jest kwadratem. Stosujac udowodniony lemat = 2" 41 razy otrzymujemy, ze mamy 2" + 1

par, ktore sa kwadratami. Mozna lemat zastosowaé ponownie do vab, gdzie ab to iloczyny tych par i otrzymac teze.

Rozwiazanie 17. Wspétrzedne rodka odcinka AB w punktach A(a,b) oraz B(c,d) to S(%Fe, 254). Mamy pie¢ punktéw o
wspolrzednych catkowitych. Popatrzmy na pary wspotrzednych tych punktéw (mod 2). Sa 4 mozliwe wartosci takich par, a
mamy pieé¢ takich par, wiec pewne dwie maja takie same parzystosci. Zatem wspoétrzedne srodka odcinka z nich zbudowanych
beda catkowite.

Rozwiazanie 18. Podzielmy kwadrat o boku 7 metréw na 25 jednakowych kwadratéw. Wtedy z ZSD pewnych 3 uczestnikow

znajdzie sie w jednym takim kwadracie. Zauwazmy, ze przekatna tego kwadratu to 4/2 - (%)2 < 2. Zatem beda leze¢ w okregu
o srodku w srodku przekatnej oraz promieniu 1.

Rozwiazanie 19. Wystarczy podzieli¢ prostokat tak jak na rys 1.2. Z ZSD jakie$ dwa punkty leza w jednej z wydzielonych
figur. Odleglos¢ pomiedzy punktami w tej figurze wynosi < /5.

Rozwiazanie 20. Rozpatrzmy n"*! + 1 kolejnych kolumn zawierajacych n + 1 liczb kazda. Z ZSD pewne dwie kolumny sa
takie same, poniewaz réznych kolumn dtugoéci n+ 1 jest n" 1. Majac dwie takie same kolumny ponownie korzystajac z ZSD
istnieje jaki§ kolor, ktory wystepuje co najmniej dwa razy i to wtasnie jego wybieramy.

Rozwigzanie 21. Wystarczy wziaé pieciokat foremny. Zauwazmy, ze z ZSD istnieje kolor, ze co najmniej 3 wierzchotki sa
jednego koloru. Dowolnie wybrany z nich tréjkat bedzie réwnoramienny.

Rozwigzanie 22. Wezmy dowolny bok kwadratu i zaznaczmy wszystkie $rednice tych okregéw, ktoére sa réwnolegle do tego
boku. Zrzutujmy te srednice na wybrany bok. Catkowita dtugosé wybranych odcinkéw wynosi 1770 > 3. Zatem z ZSD istnieje
punkt pokryty przez co najmniej przez 4 z nich. Wystarczy wziaé¢ prosta prostopadla przechodza przez ten punkt do boku
kwadratu.



Rozwiazanie 23. Niech A i B beda najbardziej odleglymi punktami. Jesli |AB| < 1, to wystarczy wzia¢ kolo o promieniu
1i érodku w A. Zalézmy zatem, ze |AB| > 1. Wezmy dowolny inny punkt P;. Wtedy co najmniej jeden z odcinkéow |P;A|
oraz |P;B| wynosi co najwyzej 1. Z ZSD bedzie co najmniej 13 punktow P;, takich ze odlegtosé do jednego z wierzchotkow
A, B wynosi co najwyzej 1. Wystarczy wzia¢ koto o srodku w tym wierzchotku i promieniu 1.

Rozwigzanie 24. Zalézmy, ze odleglosci wszystkich wierzchotkow od P sa > 17. Z ZSD co najmniej jeden z katow
wierzchotek- P-wierzcholek jest nie mniejszy niz 90°. Zalézmy b.s.o. ze jest to LAPB. Wtedy 242 = 576 > |AB|? >
|PA|> + |PB|? > 2-17? = 578, wiec sprzecznosé.

Rozwiagzanie 25. Pokaze, ze z jednego wierzchotka moze wychodzié co najwyzej 5 innych odcinkéw. Przypusémy przeciwnie,
ze pewien punkt punkt A jest polaczony z przynajmniej szeScioma innymi punktami As,..., A,, gdzie n > 6. Wowczas z
ZSD przynajmniej jeden z katow £ A; AA; 11 nie przekracza 60°. Wowczas w trojkacie A; AA; 1 najwieksza miare ma ktorys
z porzostalych katow. Zalozmy b.s.o. ze LAA; A; 11 ma najwieksza miare. Wtedy |AA; 1] > |AA;| oraz |AA; 11| > |A; A1
Pierwsza z nich oznacza, ze A;11 nie jest najblizszym punktem dla A, a druga ze A nie jest najblizszym punktem dla A;;.
Ale odcinek AA;y; zostal narysowany, sprzecznosé. Konstrukcje dla 5 odcinkéw pozostawiam dla czytelnika.

Rozwiazanie 26. Oznaczmy figure przez A. Niech B bedzie przesunieciem A o wektor ¥ o dtugosci % Analogicznie C bedzie
przesunieciem o W, jednak tak ze kat pomiedzy wektorami ¥, wynosi 60°. Wtedy wszystkie figury beda sie zawiera¢ w kole
o promieniu %. Zalézmy, ze figury A, B,C sa rozlaczne. Wtedy S(AUBUC) = S(A) + S(B) + S(C) = 18 > 7 - %2, wiec
doszlismy do sprzecznosci. Zatem pewne dwie z tych figur maja przeciecie. Jesli A przecina sie z B lub z C, to oznacza, ze
istnieja punkty w figurze A oddalone doktadnie o % Zalozmy zatem, ze to B oraz C maja wspoélne przeciecie. Oznaczmy ten
punkt przez X. Ten punkt jest obrazem przesuniecia pewnych Y, Z o wektory o tej samej dtugosci i pod katem 60°, wiec

AXY Z jest réwnoboczny i [YZ| = 1.

Rozwigzanie 27. Oznaczmy

S, b) ={(z,y) : [z] = a, [y] = b}
Zauwazmy, ze po przesunigciu zbioréw Sa,b) o wektor [a,b] dostaniemy figure zawarta w kwadracie o boku 1, ktorej pole
jest wieksze niz 1, wiec istnieja pewne dwa punkty, ktére po przesunieciu o wektor [a, b] — [¢, d] sa tym samym punktem, wiec
mozna przesungé figure tak, zeby oba lezaly w punktach kratowych.

Rozwiazanie 28. Rozdzielmy kule wzgledem 3 osi symetrii. Dostajemy 8 czesci. Wybierzmy dowolna z nich. Odbijmy jej
czarne pokolorowanie wzgledem pewnej osi i wezmy sume tych czarnych pokolorowan. Zajma one co najwyzej 24% sfery.
Robimy tak jeszcze 2 razy i otrzymamy, ze po tych odbiciach co najwyzej 96% sfery bedzie zajete przez czarny kolor. Zatem
mozemy wybra¢ dowolny punkt bialy i pozostale odpowiadajace mu przez odbijanie wzgledem osi. Latwo mozna zauwazy¢,
ze tamte punkty réowniez byly biale. Z definicji pola, musi istnie¢ punkt bialy poza okregiem wielkim, poniewaz okrag ma
pole 0.

Rozwiazanie 29. Niech m bedzie liczba catkowita, ze 0 < m < ay oraz A,, bedzie zbiorem liczb ay, ktore dajg reszte m
przy dzieleniu przez a;. Wtedy z ZSD ktorys zbior Ay jest nieskoriczony. Niech A,, = {ak,, ak,,.-. } gdzie k1 < ka < ...
oraz ap, = p;a; +m. Wtedy ax, — ag, = (p; — p1)a1, wiec mamy ay, = xzag, + yai, gdzie x =1 oraz y = p; — p1 > 0.

Rozwigzanie 30. Niech P bedzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych. Niech Py, Py,..., P; ..., Pr_1 beda kolejno zbiorami
liczb pierwszych, ktore daja reszte i przy dzieleniu przez k. Wtedy z ZSD pewien z nich jest nieskoriczony. Zatoézmy, ze P; jest
nieskoniczony i p jest jego najmniejszym elementem. Niech x1, 22, ... beda kolejno elementami zbioru P;. Wtedy dla kazdego

z; zdefiniujmy a; = -2, Wystarczy zauwazy¢, ze a; sa calkowite.

k

Rozwiagzanie 31. Niech P2(N) = A U B bedzie przedstawieniem naszego zbioru w postaci sumy(roztacznej) podzbiorow
bialtego i czerwonego. Konstrukcje zbioru X przeprowadzimy indukcyjnie. Wystartujemy od dowolnej liczby naturalnej k;.
Rozwazmy nieskoniczony zbior X} = {{k1,n} : n > k1} wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru N, ktorych jednym
elementem jest k1, a drugi jest liczba wieksza niz k; i popatrzmy na rozbicie

X = (X NnA)U (X NB).

Co najmniej jeden ze skladnikéw tego rozbicia jest, na mocy ZSD, zbiorem nieskoriczonym. Wobec tego istnieje taki nie-
skoniczony podzbior Ny C N, ze wszystkie podzbiory {k;,n}, dla n € N; sa jednego koloru. Oznaczmy ten kolor symbolem
B1. Wybieramy teraz dowolna liczbe ko € N 1 rozwazamy nieskonczony zbior Xo = {{ka,n} : n > ka}. Rozbijamy go na dwa
podzbiory:

Xo = (XonNA)U (XN B).

Znowu, jeden z tych podzbioréw jest nieskoriczony. Wiec istnieje taki podzbior No C Ny, ze wszystkie podzbiory {ko,n} dla
n € Na, sa jednego koloru, ktory oznaczamy przez Ss.
Postepujac tak dalej, znajdziemy takie trzy ciagi nieskoriczone (k;), (IV;) i (8;), ze:

(1) k1 < ko < k3 < ... jest $cisle rosnacym ciagiem,

(2) N=NgDN; DNy DN3D...,



(3) Bj € {a,b}, gdzie a oznacza bialy, a b oznacza czerwony,
(4) k; € Nj_o dla kazdego j =1,2,...,
(5) dla danego j wszystkie podzbiory {k;,n} sa koloru g; dla kazdego n € N3

Jeszcze ras stosujac ZSD wybieramy taki nieskonczony ciag (ji,Jj2, ..., ), ze wszystkie kolory f;,, 8;,, B, itd. sa takie same.
Wystarczy sprawdzi¢, ze zbior X = {k;,, kj,,kj,, ...} jest dobry.
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