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1 Zadania

1.1 ZSD w kombinatoryce

Zadanie 1. W pokoju jest n oséb. Pokazaé, ze istnieja takie dwie, ktére maja tyle samo znajomych. Uwaga: Jesli A jest
znajomym B, to B jest znajomym A.

Zadanie 2. Udowodnij, ze wsroéd dowolnych 6 osob pewne 3 si¢ znaja albo pewne 3 sie nie znaja.

Zadanie 3. W kazde pole kwadratu 5 x 5 wpisana jest jaka$ liczba ze zbioru {0, 41, —1}. Nastepnie sumujemy i zapisujemy
na kartce liczby w kazdym wierszu, kolumnie i dwoch najdtuzszych przekatnych. Czy mozliwe jest, ze otrzymamy na kartce
parami rozne liczby?

Zadanie 4. W kwadrat 9 x 9 wpisano liczby od 1 do 81. Udowodnij, ze istnieja pewne dwa sasiadujace ze soba pola, na
ktorych wpisane liczby réznia sie o co najmniej 6.

Zadanie 5. Na szachownicy 8 x 8 stoja 33 wieze. Udowodnij, ze istnieje wérdd nich 5 takich wiez, ze zadne dwie si¢ nie
atakuja.

Zadanie 6. Szachista Mitosz ma 77 dni na przygotowanie sie do turnieju. Chce zagra¢ kazdego dnia co najmniej jedna gre,
ale tacznie nie wiecej niz 132. Pokaz, ze istnieje ciag kolejnych dni, podczas ktérych zagral doktadnie 21 gry.

Zadanie 7. W kazde pole kwadratu 8 x 8 wpisano liczbe catkowita dodatnia. Mozna wybra¢ dowolny kwadrat 3 x 3 lub
4 x 4 wpisany w ten kwadrat i dodaé¢ do wszystkich liczb w nim zawartych 1. Czy dla kazdej pozycji startowej po pewnej
liczbie takich operacji mozna osiggnaé 64 wielokrotnosci 107

Zadanie 8. Danych jest 100 liczb calkowitych dodatnich nie wiekszych niz 100, ktorych suma wynosi 200. Udowodnij, ze
da sie wybraé¢ tak pewne sposrod nich, ze ich suma bedzie réwna 100.

Zadanie 9. Na miedzynarodowym spotkaniu spotyka sie 2024 postéw z 6 roéznych partii. Kazdemu przypisano pewien inny
numer od 1 do 2024. Udowodnij, zZe istnieje taki posel, ktorego numer jest suma dwoch innych postow (niekoniecznie réznych)
z jego partii.

Zadanie 10 (Twierdzenie Erdésa-Szekeresa). Dany jest ciag n? + 1 liczb catkowitych. Udowodnij, ze zawiera on niemalejacy
podciag n + 1 liczb lub nierosnacy podciag n + 1 liczb.

1.2 ZSD w teorii liczb i algebrze

Zadanie 11. Danych jest 70 r6znych dodatnich liczb calkowitych < 200. Udowodnij, ze istnieja takie dwie liczby z tego
zbioru, ktorych roznica wynosi 4,5 lub 9.

Zadanie 12. Dane sa permutacje a1, asg,...,a100 oraz by, b, ..., bigp liczb od 1 do 100. Udowodnij, ze sposrod iloczynow
a1by,asba, ..., a100b100 pewne dwa sg sobie réwne.
Zadanie 13. Podzbior A zbioru {1,2,...,2n} ma n + 1 elementéw. Udowodnij, ze istnieja rézne a,b € A, takie ze a | b.

Zadanie 14. Dane sa liczby a i b, ktére nie maja wspolnych dzielnikéw. Udowodnij, ze istnieja =, y catkowite dodatnie, takie
ze ax — by = 1.

Zadanie 15. Dana jest liczba rzeczywista x 1 liczba catkowita dodatnia n. Udowodnij, ze istnieja takie liczby catkowite p, g,
ze 1 < g < n oraz
T— =< —

q qn
Zadanie 16. Dany jest zbior A, skladajacy sie z 2024 liczb dodatnich calkowitych, z ktorych zadna nie ma dzielnika
pierwszego wiekszego niz 23. Udowodnij, ze istnieja 4 rozne elementy w A, takie ze ich iloczyn jest czwartg potega liczby
catkowite;j.
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1.3 ZSD w planimetrii/stereometrii

Zadanie 17. Dany jest pieciokat, ktorego wierzchotki maja obie wspotrzedne catkowite. Udowodnij, ze $rodek pewnego boku
lub przekatnej ma wspotrzedne catkowite

Zadanie 18. 51 uczestnikow Olimpiady Matematycznej zostato rozsadzonych na zawody w kwadracie o boku 7 metrow.
Udowodnij, ze istnieja 3 tacy uczestnicy, ze znajduja sie w kole o promieniu 1 metra.

Zadanie 19. Dane jest 6 punktéw w prostokacie 3 x 4. Udowodnij, ze istnieja dwa, ktérych odleglo$é jest nie wieksza niz

V5.

Zadanie 20. Udowodni¢, ze jezeli kazdy punkt plaszczyzny jest pokolorowany na jeden z n koloréw, to w tej ptaszczyznie
istnieje prostokat, ktorego wszystkie cztery wierzchotki sa jednokolorowe.

Zadanie 21. Kazdy punkt okregu pokolorowano na jeden z dwoch koloréw. Udowodnié, ze istnieje wpisany w ten okrag
trojkat réwnoramienny, ktorego wszystkie trzy wierzchotki sa tego samego koloru.

Zadanie 22. W kwadracie o boku 1 lezy n okregéw o sumie obwodéw 10. Udowodnij, Ze istnieje prosta przechodzaca przed
co najmniej 4 z nich.

Zadanie 23. Danych jest 25 punktéw na plaszczyznie, takich ze w kazdym 3-elementowym zbiorze sg co najmniej dwa

punkty, ktérych odlegto$é wynosi co najwyzej 1. Udowodnij, ze wéréd nich istnieje 13 punktow, takich ze wszystkie leza w
pewnym kole o promieniu 1.

Zadanie 24. Dany jest czworokat wypukly ABC D, ktérego wszystkie boki sg mniejsze od 24. Dany jest punkt P wewnatrz
ABCD. Udowodnij, ze istnieje wierzchotek, od ktoérego odlegtosé¢ punktu P jest mniejsza od 17.

Zadanie 25. Na ptaszczyznie wybrano 2024 punkty w ten sposob, ze dla dowolnych trzech punktéw A, B,C sposrod
wybranych zachodzi nieréwnos¢ AB # AC. Nastepnie polaczono odcinkiem kazdy punkt z punktem mu najblizszym. Jaka
jest mozliwie najwieksza liczba odcinkéw wychodzacych z jednego punktu?

1.4 ZSD i teoria miary

Zadanie 26. Udowodnié, ze w dowolnej figurze o polu réwnym 6, zawartej w kole o promieniu 2, istnieja takie dwa punkty,
ktorych odleglosé wynosi dokladnie 1/3.

Zadanie 27 (Twierdzenie Birkhoffa). Jesli Z jest dowolnym ograniczonym podzbiorem plaszczyzny majacym pole S(Z) > 1,
to istnieje taki wektor v, ze w zbiorze przesunietym o wektor v leza(co najmniej) dwa punkty kratowe.

Zadanie 28. 12% sfery jest pokolorowane na czarno. Reszta na bialo. Udowodnij, ze istnieje prostopadioscian, ktoérego
wierzchotki nalezg do sfery i wszystkie sa pokolorowane na biato.

1.5 Nieskonczone ZSD

Zadanie 29. Niech a1, a9, ... bedzie nieskoniczonym ciggiem rosnacym liczb catkowitych. Udowodnij, ze nieskoniczenie wiele
wyrazoéw tego ciagu moze byé wyrazone jako:
Ap = Tap + Yayq

gdzie z,y sa liczbami catkowitymi dodatnimi, a p # q.

Zadanie 30. Niech k bedzie dowolng liczbg calkowita dodatnia. Udowodnié, ze istnieje liczba pierwsza p oraz rosnacy ciag
liczb catkowitych dodatnich aj,as,..., ze p+ a1k, p + azk, ... sa liczbami pierwszymi.

Zadanie 31. Zbior P (N) wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru liczb naturalnych pomalowano dwoma kolorami:
bialym i czerwonym. Udowodnié, ze istnieje taki nieskoriczony podzbior X C N, ze wszystkie elementy P2(X) sa jednego
koloru.
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