Zespo w kombi

Tukasz Préochniak

1 Teoria

Twierdzenie 1 (Wzér Eulera). €™ =1
Definicja 1 (w). Przez w* bedziemy oznaczaé k-ty pierwiastek z jednosci row-
nania X" = 1.

’ . . , k k 271 -k
Skrétowo bedziemy zapisywaé w, jako w, = e

Lemat 1.
1+wp—|—w§+-~-+w£_1 =0
Dowdd. Wzory Vieta dla wielomianu X? = 1. O
Lemat 2. Jedli p jest liczbg pierwsza i ag, a1, ...,a,—1 € Q spetniaja
aop + ajwp + agwfj +-F ap_lwg_l =0
wtedy

aO:CLl:...:ap_l

Dowdd. Wielomian 1 + x + 22 + -+ + 2P~! ma wspdlny pierwiastek z wielo-
mianem ag + a1 + a2 + -+ + ap,lazpf1 oraz jest nieredukowalny nad Q z
kryterium Eisenteina, wiec skoro te wielomiany maja ten sam stopien, to sa to
musi zachodzi¢ ap =a; =+ = ap_1. O

1.0.1 Zadania

Zadanie 1. Ile liczb n cyfrowych moze by¢ utworzonych przez uzycie jedynie
cyfr 1,3,4,6,7,9, ktérych suma cyfr jest podzielna przez 77

Zadanie 2. Na Scianach kostki do gry w chinczyka sa liczby 1,2,3,4,5,6. Rzu-
camy kostka n razy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma wyrzuconych oczek
jest podzielna przez 57

Zadanie 3. Dany jest prostokat a x b, ktéry mozna wypelni¢ prostokatami 1 xm
oraz m X 1(nie mozna obracac). Czy mozliwe jest, aby wypelnié¢ ten prostokat
uzywajac jedynie jednego rodzaju prostokatow?



Zadanie 4. Niech ay,as, ..., a, beda liczbami naturalnymii f(k) oznacza licz-
be m-ciagéw (c1,¢2,...,Cm) takich, ze 1 < ¢; < ag, oraz ¢ +ca+ -+ e =k
(mod n), gdzie n > 1 jest liczbg naturalna. Udowodnié, ze f(0) = f(1)=--- =
f(n—1) wtedy i tylko wtedy gdy dla jakiego$ i zachodzi n | a;.

Zadanie 5. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Ile podzbioréw zbioru
{1,2,...,p — 1} ma sume elementéw podzielna przez p?

Zadanie 6. Niech n > 2. W punkcie (¢,7) wpisujemy liczbe ¢ + j (mod n).
Znalez¢ wszystkie takie pary (a,b), ze wszystkie reszty (mod n) wystepuja tyle
samo razy w §rodku prostokata o wspélrzednych (0,0) (0,b) (a,b) (a,0), oraz
tyle samo razy na jego bokach(bez wierzchotkéw tego prostokata).

Zadanie 7. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza i A = {1,2,...,2p}. Ile jest
podzbioréw A takich, ze kazdy zawiera p elementéw i suma jego elementéw jest
podzielna przez p?

Zadanie 8. Adam, Belzebub i Czarek graja w nastepujaca gre. Wybierany jest
losowo podzbiér k-elementowy zbioru {1,2,...,2022} z takim samym prawdo-
podobienstwem. Zwyciezca jest odpowiednio Adam, Belzebub lub Czarek, gdy
suma liczb z wybranego podzbioru daje reszte 0,1 lub 2 (mod 3). Znalez¢ takie
k, dla ktorego, kazdy ma jednakowe szanse wygrania.

Zadanie 9. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Znalez¢ liczbe rozwiazan

ilig...il%l:()

Zadanie 10. Udowodnié, ze liczba podzbioréw n-elementowych zbioru {1, 2, ..., 2n},
ktorych suma jest podzielna przez n wynosi

e (q) (3)
dln

Zadanie 11. Niech p bedzie liczbg pierwsza oraz niech a, b, ¢, d beda liczbami
caltkowitymi, niepodzielnymi przez p oraz spelniajacymi:

ra rb re rd

— s =ty — =2

p p b p
dla kazdej liczby r wzglednie pierwszej z p. Udowodnij, ze co najmniej dwie z
suma+b,a+c,a+d,b+c, b+ d, c+ d sa podzielne przez p.
2 Rozwigzania

Czytelnika Dociekliwego zachecam do zapoznania sie z funkcjami tworzacymi.
Utlatwiaja one my$lenie o takich zadaniach.



Rozwigzanie 1. Rozpatrzmy wielomian
(Wi +wd+wd+uf+wl +wd)"

W ten sposéb wygenerujemy wszystkie liczby n-cyfrowe (c1, ..., ¢,) ztozone wy-
tacznie z cyfr 1,3,4,6,7,9. Ten wielomian mozna takze wyrazi¢ takze jako

E C1+ ten _ E a2w7

c1,...,cn,€{1,3,4,6,7,9}

gdzie wspolczynnik a; oznacza ile powstalo liczb o sumie cyfr dajacych reszte
i (mod 7). Z lematu 1. wiadomo, ze

witwitwrFwltwltwd =i Fwdtwitwd F14 0w =Wl

Zatem nasza funkcja tworzaca wszystkie takie liczby wyglada nastepujaco

3wt = (~ud)" = (<1)" - ()™

Zalézmy, ze n jest podzielne przez 7, pozostale przypadki rozwiazuje sie analo-
gicznie. Wtedy

27: wh = (—wd)" = (=1)" - (w7)™ = (=1)" - (WI*)" = (=1)"

Korzystajac z lematu 2. oraz faktu, ze a; + - - - 4+ a7y = 6", wiemy ze

ay =---=ag = ay — (—1)". Zatem, po przeliczeniu
6" +6(—1)"
M RLC)

Rozwiazanie 2. Analogicznie jak w 1. rozpatrzmy funkcje tworzaca wszystkie
mozliwosci oczek na kostkach, czyli krotki (1, . .., x,), gdzie z; € {1,2,3,4,5,6}

n
g wrt e — g awh = (wi +wi + Wi +wi +wp +wh)" =wl
1y n€{1,2,3,4,5,6}

Wiadomo takze, ze a; + --- + a, = 6". Pozostaje rozpatrzy¢ dwa przypadki,
pierwszy kiedy 5 | n. Wtedy zachodzi a1 = -+ = a4 = a5 — 1 z lematu 1. Czyli

as = 67%4. W drugim przypadku, gdy 5 t n dla ktérego$ a; # as zachodzi

Jednak skoro wszystkie rzuty sa tak
= Gn 4 ody5|n
ser gdy 5in

ai—1:a1:-~-:a5,wi(§ca5:6

samo prawdopodobne, to wynikiem jest {



Rozwiazanie 3. Polu (i,j) przypisze warto$é w! - wi . Mozna zauwazyé, ze
suma dowolnych n wartosci w polach (2, ), ..., (i+n—1,J) wynosi (korzystamy

z lematu 1.)
Sk wh = wh Wl (L Wi =0

Analogicznie suma dowolonych m wartosci w polach (4,7),...,(¢,7 + m — 1)
Wynosi

Dok -wh =l wh(1 4wl =0

Czyli kazdy prostokat 1 x m oraz n x 1, ktérym uzupelniamy prostokat dodaje 0
do sumy wszystkich pdl, jednak skoro da sie uzupelni¢ nasz prosotkat, to suma
wartosci wynosi 0. Liczac sume pol w prosotkacie na drugi sposéb otrzymujemy

— E yd — § i E J
0= W " Wy = Wn Win
1<i<a 1<i<a 1<5<b
1<5<b
Zatem ktory$ z wyrazow po prawej stronie réwnosci musi wynosi¢ 0. Bez straty
z s’ . 7 . a 7 . s’ .
ogodlnosci zaldzmy, ze ;| wi, = 0. Jednak z lematu 1. tatwo zauwazy¢, ze n | a.
Oczywiscie prostokat, ktorego szerokosé jest wielokrotnoscig n da sie wypelnié
prostokatami n x 1.

Rozwiazanie 4. Wystarczy rozpatrze¢ wielomian tworzacy wszystkie m-ciagi
(Cl, ce 'acm)'

Jednoczesnie z tresci zadania wiadomo, ze

n

n—1
Yo wptrten =3 fwn = [Jlwn + o+
i=0

ISeisa; i=1

1. f(0)=---=f(n—1)=n|a; dla pewnego 1 < i< n.
Z lematu 1. po podzieleniu przez f(0) otrzymujemy, ze iloczyn wyrazéw
wh 4+ 4wl jest réwny 0, wiec ktorys z wyrazéw jest réwny 0, czyli tak
jak w poprzednim zadaniu dochodzimy do podzielnosci n | a; dla pewnego
i.

2. f(0)=---=f(n—1)<n|a; dla pewnego 1 < i< n.
Zauwazmy, ze kiedy a; jest podzielne przez n, wtedy dla kazdej reszty
(mod n) dodajemy taka sama ilo$é¢ ciagéw.

Rozwiazanie 5. Rozpatrzmy wielomian
1+ w;)(l + wf)) 1+ wg_l)

Wymnozenie takiego wyrazenia odpowiada wybranie elementu z kazdego nawia-
su; wybor elementu wy, z nawiasu (1+w;,) oznacza, ze i znajdzie si¢ w wybranym



zbiorze, natomiast 1 bedzie oznaczalo, ze nie wybraliSmy tego elementu. Jed-
nakze latwo zauwazyé, ze —w!, ..., —wh beda pierwiastkami wielomianu X7 +1,

s+
czyli
_ XP+1
1P+ 1
1 2 -1y _ —
(1+w,)(IT+wy)...(1+wh ") = 1 =1

Niech sum(S) oznacza sume elementéw zbioru S, wtedy

Z w;“m(s) = Xp:aiw; =1
i=1

Sc{1,....p—1}

Wiadomo, ze a1 + - +ap, = 2°" oraz a1 = --+ = ap_1 = ap — 1, z czego
otrzymuje
271 —(p—1)

p

Rozwigzanie 6. Przypadek n = 2 pozostawiam dla czytelnika. Od teraz za-
l6zmy, ze n > 2. Przypiszmy polu (i,j) warto$¢ w’t/. Popatrzmy na sume
wszystkich pdél w srodku prostokata.

ap:

n

_ i i+ _ i j
O—E a;w,, = E wy, = E wy, E wl,

i=1 1<i<a—1 1<i<a—1 1<j<b—1
1<5<b—1

Z lematu 1. otrzymujemy pierwszg réwnosé. Bez straty ogdlnosci, zatézmy ze
Yicica1Wn =0. Wtedy n | a — 1 = wj, = wy. Z drugiego warunku otrzymuje

0= > wht+ > Wi+ D wi+ Y wit=

1<i<a—1 1<i<a—1 1<5<b—1 1<5<b—1

W+ DY wh || DY Wi =wa )| Y W

1<i<a—1 1<5<b—1 1<5<b—1

Skoron > 2, tow, +1# 0= 30y wl =0, czylin | b — 1. Zatem jedyne
(a,b), ktére spelniaja warunki zadania to a =b =1 (mod n).

Rozwiazanie 7. Zadanie jest podobne do zadania 5., z dodanym zalozeniem o
liczbie wybranych elementéw. Rozpatrzmy wielomian dwéch zmiennych, gdzie
wspotezynnik af oznacza liczbe zbioréw ¢ elementowych, ktérych suma daje
reszte k (mod p).

(1+pr).(1+w§X)...(1+w§pX) :Zp: (ia?“’;> x*

k=0 \i=1



Wyrazenie po lewej mozna przeksztaltci¢ nastepujaco

I+ wpX)(14+w2X) ... (14+wPX) = (1+wX)(1+wX)...(1 +w§X))2
= (WP, 4 X) (W2 A+ X)L (14 X)) = (XP +1)% = X 4 2XP 41
Zatem af = - - = ap_o = ay_y = ab—2. Wiadomo takze, ze af +---+ab = (2;’),

z czego otrzymujemy

2p o

() +2(p - 1)
p

Rozwigzanie 8. Tak jak w poprzednim zadaniu rozpatrzymy wielomian dwéch
zmiennych

yZ—
ap—

674 674
) )

(1w X)(14w3 X) ... (14w X) = (ws + X) (Wi + X)(1+ X)) = (X*+1
Chcieliby$my, aby wspétczynnik przy X* byl réwny 0, poniewaz wtedy z lematu
1. kazdy ma takie same szanse na uzyskanie swojej reszty (mod 3). Przez af

oznaczam liczbe takich zbioréw o mocy k, ze suma elementéw tego zbioru daje

reszte ¢ (mod 3). s 3
Z (Z afwé) Xk = (X3 + 1)674

k=1 \i=1

Jednak dla zadnego 3 | k wspolczynnik przy X* nie wynosi 0, a dla 3 1 k jest
réwny 0, wiec jedyne k dla ktoérych kazdy ma jednakowe szanse, to kK = 1,2
(mod 3).

Rozwiazanie 9. Rozpatrzmy wielomian

bS]

b1+2b2+“'+p771bp71 i 1 1 5 9 p—1 p—1
—_ — — - - 2 2
g w T = E aiwy, = (wptw, ) (wptw, ) ... (wp? +wp * )
bie{l,—1} i=1

p—1 p—1 p—1 L
[T@iter =5 [T ey =5 I (@™ = S [y +ep™) = 52
=1 j=pt1 j=pt1 =1

7 drugiej strony jednak

-1

[[w;+w,") = <H %) (H(l +w§i)> =[]+
i=1 i L

i=1



Jednakze, skoro p jest liczba pierwsza wieksza od 2, to istnieje bijekcja wgi —
wi, czyli [[22) (1+w?) = [[72) (1 +w)) = 14 = 1. Zatem S? = 1= S = +1.
Analogicznie jak w poprzednich zadaniach a1 = -+ = ap_2 = ap—1 = a, — 5.

Wiadomo takze, ze a; + -+ ap = 2" . Zatem otrzymujemy

(0= 1)(ap = 5) +ap =27
S =2 (mod p)

Korzystajac z symbolu Legendre‘a (]%) =(-1) _ , wartos¢ ktorej szukamy ma

postaé

Rozwiazanie 10. Rozpatrzmy jak poprzednio wielomian
fFX,Y)=(1+XY)1+X%)...(1+X?"Y)

Niech sum(S) bedzie suma elementéw podzbioru S zbioru {1,2,...,2n}.

2n
f(X, Y) _ Z Z Xsum(S) Yk
k=0 \|S|=k

Przez ay oznaczmy liczbe takich podzbioréow S, ze suma ich elementéw jest
podzielna przez n oraz |\S| = k. Mozna zauwazyé, ze zachodzi

2n
%(f(wi,Y) HfWRY) 4t flw,Y) = kg_:oakyk

Dowdd tego przeksztalcenia pozostawiam czytelnikowi, jest on podobny do przed-
stawianego nizej rozumowania. Przyjrzyjmy sie wspélczynnikowi przy Y™ w wie-
lomianie %(f(w,ll, Y)+f(w2,Y)+- -+ f(w?,Y)). Ustalmy pewne j i przyjrzyjmy

si¢ f(w},,Y).
FlY) = (14wl Y) 1+ @))?Y) ... (1+ (w))*Y)

Niech d = nwd(j,n). Oznaczmy j = du,n = dv. Mamy wtedy

. i rin miu(n—1 2
f(wﬂNY):((1+Y)(1+eQTY)(1+eQQTY)...(1+672 ; )Y)) -

27

iu o2miu 2miu(v—1) 2d
YY1+ e2BY) L (1 e Y))

((1 FY)(1 e
- ((1 FY)(A 4wV (1 +w2Y) . (1 w}j(”’l)Y))Qd -

2d
= (M)A +WY)1+ ). (L +el ) = (1= (—Y))™



Zatem wspotczynnik przy Y™ wynosi (—1)7+9 (2;). Jednak mozna zauwazy¢, ze
ten wspolczynnik nie zalezy od j, ale od nwd(j,n). Zatem do wspdlczynnika
przy Y" dodamy dla d | n dokladnie ¢ (%) (—1)ntd (%f). Czyli tgcznie szukany

wynik to .
SE e () ()
d|n




