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Wielomiany cyklotomiczne i ich podstawowe wtasnosci

Definicja 1 (Pierwiastek n-tego stopnia z jedynki)

In — % pierwiastek n-tego stopnia z jedynki o

Oznaczmy przez w = w, = COS 27” + 4 sin
najmniejszym dodatnim argumencie.

Zauwazmy, ze w,w?, ..., w" sa pierwiastkami réwnania X" —1 = 0, wiec korzystajac z Zasadniczego
Twierdzenia Algebry sa to wszystkie pierwiastki tego wielomianu.

Pierwotnym pierwiastkiem n-tego stopnia z jedynki nazwiemy w¥, ze NWD(n,k) = 1. Dla skré-
cenia zapisu oznaczamy k L n.

Definicja 2

Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Wielomian

&, (X) = [T (X —wh)

kln

gdzie iloczyn rozciaga sie po wszystkich takich k, ze 1 < k < n oraz NWD(k,n) = 1,
nazywamy n-tym wielomianem cyklotomicznym.

Definicja ta moze wydawaé sie na pierwszy rzut oka ”bezuzyteczna”. Jednak okazuje sie, ze wielo-
miany cyklotomiczne sa mocno powiazane z wielomianami X" — 1. Zachodzi nastepujaca réwnosc.

X" —1=[]euX)
d|n

gdzie iloczyn rozciaga sie po dzielnikach d liczby n.

Dowdd. Mozemy tutaj szukaé analogii do znanej tozsamosei Y din ©(d) = n i stusznie. Jak juz weze-

$éniej wspomnielismy X" —1 = (X —w)(X —w?) ... (X —w"). Pogrupujmy pierwiastki tego wielomianu.
k

Zauwazmy, ze wﬁ = w% Jest réwniez pierwiastkiem wielomianu @z, gdzie d = NWD(n, k). W ten

sposéb tworzac bijekcje, otrzymujemy X" — 1 = Hd|n Pn(X) = Hd‘n Dy(X) O

Aby oswoic sie z notacja podamy kilka pierwszych wielomianéw cyklotymicznych. Dla n = 1 otrzy-
mujemy ®; = X — 1. Dla n = 2 otrzymujemy ®3 = X + 1. W szczegdlnoéci dla liczb pierwszych p
otrzymujemy

_XP -1

= =X X X ]



https://discord.gg/zHFsUqC4vV

Dla n =4,6,8,9,10 dostaniemy kolejno

x4 X4 -1

@ = = :X2+1
T 00, (X +1)(X—1)
X6 -1 X6 -1
P = = =X?-X+1
07 30,8, (X2 X +D)(X+1)(X 1)
X8 -1 X8 -1
bg = = =X*+1
P00, (X2 1D)(X+1)(X—1)
X101 X101
D19 = = XX+ X2 X +1

T 5Py®;, (XA XP A X2 X + )X+ D)(X —1)

Whniosek 1. Poréwnujac najwyzsze stopnie w wielomianach w Lemacie 1. otrzymujemy réwnosé

Ddjn #(d) = .

Wprowadzimy pojecie funkcji Mébiusa, ktora pozwoli wprowadzi¢ nam nowsa definicje ®,,.

Definicja 3 (Funkcja Mobiusa)

Funkcja Mobiusa p: Z, — {—1,0,1} jest zdefiniowana nastepujaco

1 jeslin=1
pu(n) =< (=1)* jesli n jest liczba bezkwadratowa oraz k jest liczba dzielnikéw pierwszych n
0 w pozostalych przypadkach

Cwiczenie 1. Pokazaé, ze  jest funkcja arytmetyczna, to znaczy jesli a L b, to p(ab) = u(a) - u(b).

Twierdzenie 2 (Inwersja Mobiusa)

Zatézmy, ze f : Z — Z, jest funkcja arytmetyczna oraz F, H beda takimi funkcjami, ze

F(n)=3_ f(d), Hn) =[] f(a)

d|n d|n
wtedy
n n\ w(d)
f(n) = ?‘@F (3) = HH (3)
Dowdd. Po dowdd twierdzenia odsylamy do zalacznika [6]. O

Mozna zauwazy¢, ze podobna sytuacja zachodzi dla wielomianéw cyklotomicznych.

Ba(X) = [J (X% — 1)@
d|n

Dowdd. Dowdd wynika natychmiastowo z inwersji Mébiusa. O

Rozpatrujac kolejne wielomiany cyklotomiczne mozna doj$é¢ do wniosku, ze byé moze wspotczynniki
®,, sa calkowite. Rzeczywiscie tak jest. Aby tego dowies¢ wprowadzmy najpierw calkiem przydatny
lemat.

Lemat 1 (Lemat Gaussa)

Niech f(X) = X"+ a1 X™ 1+ -+a1 X +ag oraz g(X) = X" +b,_ 1 X" 14+ X +b
beda wielomianami o wspoétczynnikach wymiernych. Niech i = f - g bedzie wielomianem o
wspolczynnikach catkowitych. Wtedy f oraz g réwniez sa wielomianami o wspoétczynnikach
catkowitych.




Dowéd. Niech M i N beda najmniejszymi takimi liczbami, ze M f(X) oraz Ng(X) maja wszystkie
wspélczynniki catkowite. Niech A; = Ma; dla ¢ = 0,1,...,m — 1 oraz A,, = M. Zauwazmy, ze
skoro h ma wspélczynniki catkowite, to (M N)h ma wszystkie wsp6lezynniki podzielne przez M N.
Wystarczy pokazac, ze MN = 1. Zalézmy, ze M N > 1. Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby
MN. Wtedy istnieje liczba A;, ze pt A;. Jedlipt M, to pt Ay, Zaldézmy, ze p | M. Wtedy dla kazdego
i zachodzi p | A;, wiec A;/p = (M/p)a; € Z. Oznacza to, ze mozna byloby zmniejszy¢ M do M /p,
co jest sprzeczne z minimalno$cia M. Analogicznie istnieje Bj, ze p t Bj. Wezmy najwieksze takie
A; oraz Bj spelniajace powyzsze wiasnosci. Rozpatrzmy wspétczynnik przy X i*J w wielomianie h

[Xi-i-j] :"'+Ai+1Bj71+AiBj+Ailej+1+"':pk+AiBj

Zauwazmy, ze kazdy skladnik oprécz A; B; jest podzielny przez p, wiec wsp6lczynnik przy X+ nie
jest podzielny przez M N, sprzecznosc. O

Wspoétcezynniki wielomianu ®,, sa liczbami catkowitymi.

Dowdd. Wykazemy teze indukcyjnie. Teza zachodzi dla n = 1, otéz ®; = X — 1. Zalézmy, ze teza
zachodzi dla wszystkich k& < n. Wtedy z Lematu 1. mamy

X" -1
P, (X) =
Hd\n,d;én Pq(X)
Zatem wspolczynniki ®,, sa wymierne, a z Lematu Gaussa caltkowite. O

W tym rozdziale przedstawimy jeszcze bardzo przydatne nieréwnosci dotyczace wielomianow cyklo-
tomicznych i przejdziemy do paru zadanek.

Twierdzenie 4

Dla z > 1 zachodza nieréwnosci:
(2= )70 < [, (0)] < (& + 1))

przy czym ostra nieréwno$¢ po lewej stronie zachodzi dla n > 2, a dla prawej strony dla
n > 3. W szczegdlnosci dla n > 2 1 x > 2 zachodzi @, (z) > 1.

Dowdd. Dlan = 1,2 mamy ®; = X —1 oraz ®3 = X +1. Zatézmy, ze n > 2. Niech w* # 1, —1 bedzie
pierwiastkiem pierwotnym ®,,. Z nieréwnosci tréjkata zachodzi X — 1 = X — [wF| < | X — k| <
X + |wk| = X + 1. Mnozac te nieréwnosci dla wszystkich pierwiastkéw pierwotnych otrzymujemy
teze. [

Zadanka cz. 1
1. Wyznaczyé wszystkie liczby n, ze n'® + n® 4+ 1 jest liczba pierwsza.

2. Niech a > 1 bedzie liczby catkowita. Dowiedé, ze jesli a* D" ... 4 42" 4+ a™ + 1 jest liczbg
pierwsza, to k jest liczba pierwsza, a n jest jej potega.

3. Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby 2™ — 1. Udowodnié, ze pf» < 3™, przy czym
_ 1 1
H,=1+31+...4+1

n

4. Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb naturalnych a, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby
a? + a + 1 jest mniejszy od +/a.



Wiecej wlasnosci wielomianéw cyklotomicznych

Niech p bedzie liczba pierwsza. Wtedy

D, (XP) jeslip|n
Dpn (X) = {cbn(xp) jesli ptn
3, (X) J pin.

Dowdéd. Zalézmy najpierw, ze p | n. Wtedy, korzystajac z Lematu 3, otrzymujemy

Gpn(X) = [T (X — 1)@

d|pn
= (H(X”d" — 1)) H(X% — 1))
d|n d|pn
din
= (I)n(Xp) H (X% - 1)M(d)
d|pn
din

Jednak skoro d | pn oraz d { n, to p? | d, poniewaz p | n, wiec u(d) = 0 i drugi iloczyn bedzie réwny
1, wiec @, (X) = @, (XP). Zalbézmy teraz, ze pf n. Wtedy

Opn(X) = [T (X — 1)

d|pn
- H(X% — 1) H(X% — 1)kpd)
d|n d|n
- H(X% — 1) H(X%Z — 1)~
d|n d|n
D, (XP)

Whiosek 2. Korzystajac z Lematu 4. wielokrotnie otrzymujemy

®,(XP")  jeslip|n
@ k = Pk . 71
prn % jesli p t n.
Cwiczenie 2. Udowodnié¢, ze jedli kazdy dzielnik pierwszy ¢ jest dzielnikiem pierwszym m, to
D, (X) = D, (X1).

Cwiczenie 3. Udowodni¢, ze jedli n = 2 (mod 4), to D, (X) = &, /0(—X).

Dla dowolnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych a,n zachodzi

@, (2%) = [[ ®ral@)

d|n

Dowdéd. Latwo mozna sprawdzié, ze stopnie wielomiandéw po obu stronach sie zgadzaja. Wystarczy
pokazaé, ze kazdy pierwiastek wielomianu po prawej stronie jest réwniez pierwiastkiem po lewej
stronie. Kazdy pierwiastek z prawej strony jest postaci x = wF,, gdzie d | a, NWD(k,nd) = 1.
Wtedy ¢ = wk? = wed gdzie NWD(ka/d,n) = NWD(k,n) = NWD(a/d,n) = 1 jest pierwiastkiem
D, (z). O



Wsp6élcezynniki wielomianu ®,, naleza do zbioru {1,0, -1}, gdzie p,q sa réznymi liczbami
pierwszymi.

Dowdd. Zachodzi nastepujaca tozsamosc.
(qu - 1)(I)pq(X) = (I)q(Xp>q)p(Xq)<X - 1)

ktoéra otrzymuje sie natychmiastowo z Lematu 3. oraz Twierdzenia 1.
Pokazemy najpierw nastepujacy lemat. Jesli p, ¢ sa réznymi liczbami pierwszymi, to wspotczynniki
wielomianu ®,(X?)®,(X?) naleza do zbioru {0, 1}.

D, (XD, (XP) = (X(p—l)q 4o+ X4 1)(X(q—1)p +o+ XP 1) = Z X mptng

o<m<gq
o<n<p

Zalézmy, ze dla pewnych m,n,m’, n’ zachodzi mp+ng = m’p+n'q, wtedy p(m—m’) = g(n’ —n), co
prowadzi do sprzecznosci. Wracajac do poczatkowej tozsamosci. Zauwazmy, ze stopien wielomianu
®,,,(X), ktéry jest réwny ¢(pg) = (p — 1)(¢ — 1) < pg, wigc jesli wspdlezynniki (XP7 — 1)®,,,(X)
nalezg do zbioru {1, 0, —1}, to ®,,(X) takze. Zauwazmy, ze wspélczynniki X ®,(X?)®,(X?) nalezg
do zbioru {0,1}, natomiast wspélczynniki —®,(X?)®,(X9) do zbioru {—1,0}, wiec rzeczywiscie
otrzymalismy teze. O

Whiosek 3. Jedli n ma co najwyzej dwa dzielniki pierwsze, to wspélezynniki wielomianu &@,,(X)
naleza do zbioru {—1,0,1}.

Rozklad @, (X) na dzielniki pierwsze

Definicja 4 (Wyktadnik p-adyczny)

Niech p bedzie liczba pierwsza. Wykladnikiem p-adycznym liczby n nazwiemy najwieksza
taka liczbe calkowita v,(n) = s, ze p® | n.

Twierdzenie 7 (LTE)

Niech p bedzie liczba pierwsza, n > 1 liczbg naturalna, a, b liczbami catkowitymi niepodziel-
nymi przez p, takimi ze p | a — b.

(1) Jesli p # 2, to
vp(a” — ") = vp(a — b) + vp(n)

(2) Jedlip=2oraz4|a—0b, to
va(a™ — b") = va(a — b) + va(n)
(3) Jedli p=2oraz 44a—0b, to

va(a™ —b") = wva(a —b) + va(n) + va(a+b) — 1

Dowdd. Po dowdd twierdzenia odsylamy do [3]. O

Definicja 5 (Rzad a modulo p)

Rzedem r = ord,(a) nazwiemy najmniejsza liczbe calkowita taka, ze a” =1 (mod p).

Cwiczenie 4. Jedli p | ™ — 1, to ord,(a) | m.



Zalézmy, ze p | ®,(a) | a® — 1. Wtedy r = ord,(a) | n. Oznaczmy n = rmp*, przy czym p { m. Dla
p > 2 otrzymamy

k
vpla" = 1)+ k=vp(a" —1) = va(q)p(a)) = Z va(q)rdpj (a))

Din djm j=0

Przy czym trzecia réwnos$é wynika z faktu, ze v,(®p(a)) jest niezerowe, gdy p | ®p(a) | a® —1, czyli
r | D. Z powyzszej réwnosci wynikaja kolejno:

(i) jesin =r, to vp(Pp(a)) = vp(a” — 1)
(ii) jesli n = rp*, gdzie k > 0, to vy (P, (a)) =1
(iii) jesli n = rmp®, gdzie k > 0,m > 1, to v,(®,(a)) = 0.

Dowdéd przebiega analogicznie dla p = 2 1 n > 3. Pierwsza implikacja jest oczywista. Druga impli-
kacja wynika z indukcji po k. Natomiast trzecia wynika z drugiej. Dzielnikami trywialnymi ®,,(a)
nazwiemy takie p | ®,(a), ze n = rp*. Natomiast dzielnikami nietrywialnymi ®,,(a) nazwiemy takie,
ze n = ordy(a). Zauwazmy, ze ®,(a) ma co najwyzej jeden dzielnik trywialny. Jest tak poniewaz
p|a” —1oraz p|aP~! — 1z Malego Twierdzenia Fermata, zatem r | p — 1, czyli r < p.

Pokazemy teraz, ze prawie zawsze znajdziemy dzielnik nietrywialny. Niech p bedzie najwiekszym
dzielnikiem pierwszym liczby n. Wystarczy pokazaé, ze ®,(a) > p. Wtedy nawet gdy p bylby dziel-
nikiem trywialnym, to z faktu, ze v,(®,(a)) = 1 istnialby inny dzielnik pierwszy - nietrywialny.
Oznaczmy n = pm. Skorzystamy z udowodnionej wczesniej tozsamoéci w Lemacie 3 oraz nieréwno-
$ci Twierdzenia 2.

O (a?) _ (aP - HPm g —1 -1

¢n > = = =
(@) max{1l,®,,(a)} =~ (a+1)°m a+1 3

Jest oczywiste, ze QPT_l > p dla p > 3. Natomiast jesli p = 2, to n = 2% = 2t, wiec ®,,(a) = ®2(a?) =
a® +1 > 2. Dla p = 3 mamy dwie mozliwoéci. Jedna to n = 3% = 3t mamy ®,,(a) = ®3(at) =
a?t +at +1 > 3. Jedli n = 2M3F2 = 6¢, to mamy ®,,(a) = ®g(a’) = a® — 2! + 1, co jest wieksze od
3,gdy a > 21lubt > 1. W przypadku @ = 2 i ¢ = 1 mamy ®4(2) = 3 i nie mamy poszukiwanego
dzielnika nietrywialnego. Pokazaliémy zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8 (Tw. Bzdegi)

JeSlin > 3,a > 2 oraz (n,a) # (6,2), to liczba ®,,(a) ma nietrywialny dzielnik pierwszy p,
czyli n = ord,(a) dla pewnego p.

Na koniec dodaje catkiem przydatny lemat, ktorzy przyda sie w niektérych zadaniach i w pdzniej-
szych dowodach.

Dane sa liczby catkowite wzglednie pierwsze a > b > 1 oraz n > m > 1. Zachodzi wowczas
rownosé
NWD(an - bn, a™ — bm) _ aNWD(n;m) _ bNWD(n,m)

Dowdd. Dla uproszczenia ustalmy oznaczanie x,, = a™ —b". Jest oczywiste, ze jesli m | n, to z,, | zn
i 2NwD(n,m) | NWD(2,, 2,,). Pokazemy implikacje w druga strong. Zauwazmy, ze

Ty =" Ty, + 0T

Tm
Zatem skoro x,, jest wzglednie pierwsze z a, to NWD(x,,, ) | Zpn—m. Zatem indukcyjnie przecho-
dzimy z pary (n,m) do (n—m,m). Na koncu dostajemy pare (NWD(n,m),0), czyli NWD(z,, z,) |
INWD(n,m)- Mamy podzielnosci w dwie strony, wiecc NWD(zy,, Zm) = TNWD(n1,m)- O



Zadanka cz. I1

1. Udowodnié, ze jesli NWD(®,,(a), ®,,(a)) > 1, to 2 = p* dla pewnej liczby pierwszej p.

n
2. Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych n. Wykazaé, ze dla nieparzystego n
zachodzi w(2" — 1) > 2<("M) — 1.
3. (a) Udowodnié, ze kazdy wyraz ciagu 22 — 1,23 — 1,2 — 1,... ma dzielnik pierwszy, ktérego
nie ma zaden wyraz poprzedni, za wyjatkiem 2° — 1.
(b) Udowodnié, ze kazdy wyraz ciaggu 2! + 1,22 +1,2% +1,... ma dzielnik pierwszy, ktérego
nie ma zaden wyraz poprzedni, za wyjatkiem 23 + 1.

4. Zmnajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie a,n > 1 oraz k, ze 3 — 1 = a™.

5. Znajdz wszystkie trojki liczb naturalnych a,m,n > 2, dla ktoérych zachodzi réwnosé a™ + 1 =
(a+1)".

6. (ISL 2006) Znajdz wszystkie liczby catkowite z,y spelniajace réwnanie:

x’ =1

r—1

7. (Szczegdlny case tw. Dirichleta) Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 calkowitego istnieje nieskon-
czenie wiele liczb pierwszych w ciagu arytmetycznym an + 1.

8. (upgrade ISL 2002) Niech py, ..., p, beda réznymi liczbami pierwszymi wiekszymi niz 3. Udo-

o C L gnel
wodnij, ze 2P1P2--Pr 4 1 ma co najmniej 22°  dzielnikéw.

9. Udowodnic, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n, ktérych nie mozna przedstawié
w postaci
Pt —p’
pe — pd
gdzie p jest liczba pierwsza, a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi dodatnimi.

Dowé6d Twierdzenia Zsigmondy’ego

Whprowadzimy nowe oznaczenia, ktére pozwola nam opisywac liczby postaci a”—b™ = b™ [ | din Dy(a/b).

Definicja 6

o, = &, (a,b) = b*™a, (%)

Wtedy oczywiscie zachodza réwnosci udowodnione wezesniej dla ®,,(a):
(i) a™ =" =]l4, Pala,b)

(i) @n(a,b) = [Ty, (a® — i)

e

(111) Niech n = pO‘T’ gdzie o = vp(n) > 1. Wtedy <I>n(a, b) m

Od tej pory bedziemy rozwazaé¢ jedynie przypadki a > b > 1, a L b. Wprowadzimy oznaczenie
zn, = a™ — b™. Liczbe pierwsza p nazwiemy dzielnikiem pierwotnym liczby z,, jedli dla p t z; dla
kazdego k < n. Zauwazmy, ze mozemy ograniczy¢ rozpatrywanie k do dzielnikéw n, poniewaz jesli
P | 2m oraz p | z,, to z Lematu 4. p | 2xwpD(m,n). Wprowadzmy oznaczenia P, = P, (a,b), czyli zbior
dzielnikéw pierwotnych z,, oraz D(n), czyli zbiér dzielnikéw pierwszych n. Udowodnimy nastepujace
twierdzenie:



Twierdzenie 9 (Twierdzenie Zsigmondy’ego)

Niech a,b beda liczbami catkowitymi, ze NWD(a,b) = 1 oraz n > 1. Wtedy dla kazdego
n istnieje dzielnik pierwszy, ktéry dzieli a™ — b", ale nie dzieli zadnej z liczb a* — b* dla
wszystkich k£ < n poza nastepujacymi przypadkami

o 2616

en=2oraza-+b=2°

Dowdéd przebiega analogicznie do przeprowadzanego wczesniej dla a™ — 1, bedziemy mie¢ jedynie
wiecej przypadkéw granicznych.

Krok I: P, C D(®,) oraz P, N D(®y) = @ dla k| n oraz k < n.

Zauwazmy najpierw, ze D(z,) = Uy, D(®x). Gdyby p € P, nalezaloby do D(®) dla pewnego &,
to p | a* — b*, wiec p nie byloby dzielnikiem pierwotnym z,. Zatem P, N D(®;) = @ dla k | n
oraz k < n, z czego wynika, ze P, C D(®,). WprowadZmy oznaczenie A, jako zbiér dzielnikéw
niepierwotnych, ze D(®,,) = P, U \,. Bedziemy chcieli pokazaé, ze P, # @ ograniczajac \,. Krok
I: p* | ®,(a,b) < p{boraz p* | ®,(ab~1), gdzie a > 1.

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym p® | ®,, = b ®,, (a/b). Wtedy p* | a — b". Gdyby p* | b,
to p® | a oraz NWD(a, b) > 1, sprzeczno$é. Zatem p { b, czyli istnieje odwrotnosé b= modulo p*.
Mozemy zatem napisaé¢ p® | ®,,(ab™1).

Krok ITI: Korzystajac z dowodu Tw. Bzdegi mamy, ze istnieje maksymalnie jeden dzielnik niepier-
wotny p € A\, (bedacym dzielnikiem n), a gdy p > 2, to zachodzi dodatkowo dla niego v,(®,(a,b)) =
vp(®(ab™1)) = 1. Tak jak wtedy chcemy pokazaé, ze ®,,(a,b) > p. Pozostaje rozpatrze¢ graniczne
przypadki. Jednak jeszcze przed tym przedstawimy ogolniejsza wersje nieréwnosci z Twierdzenia 2,
ktéra od razu z niej wynika:

(a =) < |@4(a,0)] < (a+ )7 (1)

Krok IV: Jezeli A\, = {2} i P, = &, to n =2 oraz a + b = 2°.
Wtedy ®,, = 2° dla s > 1. Z kroku III mamy, ze 2 | n, wiec jesli oznaczymy n = 2%r, to skoro r jest
rzedem modulo p = 2, to r = 1, wiec n = 2. Zachodzi

(bl (a2a — bza)
(I)l (a2"’1,b2°‘71)

d,(a,b) = a2 4 =20

Latwo widzac, ze a + b > 2, czyli s > 2 mamy, ze a = 1. Gdyby a > 2, to zapisujac a = 1 + 2¢,b =
14 2d, mamy 2° = 2 + 22A.

Krok V: Jedli A\, ={p},p>2o0raza—b > 2, to P, # 2.

Wtedy ®,, = p. Z zalozenia, ze a —b > 2 oraz nieréwnosci (1) wynika, ze p > 29" > 2P~1 poniewaz
p | n, co prowadzi do sprzecznosci.

Krok VI: Jezeli A\, ={p},p>2iP, =@ oraza—b=1,ton=61ia=2b=1.

Wtedy ®,, = p. Tak jak w Kroku IV n = p®r, gdzie a > 1. Zalézmy najpierw, ze o > 2. Dostajemy

p==, =d,,,(a",b") > (a’ — WP)P/P) > (qP — pP)PT

co nie ma sensudlaa—b=1oraza >b > 1.
Pozostaje przypadek a = 1. Wtedy

O (a?,0P) _ (aP —P)F0) _ap — P 2P 2
> >

(bn: = = =
B(a,b) © (a+b)eD ~ atb 3

gdzie trzecia nieréwnos$¢ wynika ze zworu dwumiennego:

P _ pp P _pp p—l )
@b _ (b+1P - b Z(p)b,l >

e 21772
a+b 2+ 1 21\ = \J ( )

1
3

bo gbg > gdlab>1,a20 -2 =(1+1)P—-2= Sy (7). Nierownosé 3p > 27 — 2 jest
prawdziwa jedynie dla p = 3. Wiec n = 3r. Wiedzac, ze 3 | (ab=1)" — 1 mamy, ze r | p — 1 = 2,



wiec n = 3 lub n = 6. Przypadek n = 3 odpada, bo 21 = a — b = 1. Pozostaje n = 6. Wtedy
Pg(a,b) =a®? —ab+b*> =b> +b+ 1. Skad (b —1)(b+ 2) = 0. Ostatecznie b=11ia = 2.

Twierdzenie 10 (Plusowe Twierdzenie Zsigmony’ego)

Niech a,b beda liczbami catkowitymi, ze NWD(a,b) = 1 oraz n > 1. Wtedy dla kazdego
n istnieje dzielnik pierwszy, ktéry dzieli a™ + b", ale nie dzieli zadnej z liczb a* + b* dla
wszystkich k < n poza przypadkiem 23 + 13.

Dowéd. Pomijamy szczegdlne przypadki. Zauwazmy, ze (a™ — b™)(a™ + b") = (a®™ — b®"*). Jednak
wystarczy wzia¢ dowolny pierwotny dzielnik p | a®® — b2", ktéry nie bedzie pierwotnym dzielnikiem
a™ — b". Co wiecej nie jest to takze pierwotny dzielnik a?* — b?* = (a* — b¥)(a* +0*0 dla k < n |
wiec p { a¥ +b* dla k < n. O

Nierozkladalno$s¢ Wielomianéw Cyklotomicznych

Zacznijmy od udowodnienia nastepujacego lematu:

Niech K bedzie dowolnym ciatem. Wielomian f € K[z]| jest wzglednie pierwszy ze swoja

pochodna. Wtedy dla dowolnego niestalego wielomianu g € K[z], f nie jest podzielny przez
2
g°.

Dowdd. Zatéimy, ze f = hg? dla pewnego wielomianu h € K[z]. Rézniczkujac te réwno$é obustronnie
dostajemy
f'=hg*+ 24 gh.

Prawa strona réwnosci jest podzielna przez g, zatem wielomian g dzieli wielomian f’. Jednak z
zalozenia wielomian f jest podzielny przez g, zatem dostajemy, ze g jest wspélnym dzielnikiem
wielomianéw f, f’, co przeczy zalozeniu. O

Przejdzmy teraz do udowodnienia nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 11 (Nierozkladalno$¢ Wielomianéw Cyklotomicznych)

Dla dowolnej liczby naturalnej n, wielomian ®,, jest nierozkladalny nad Q.

Dowdd. Niech w bedzie n-tym pierwotnym pierwiastkiem z jednosci oraz niech f bedzie jego wie-
lomianem minimalnym nad Q. Niech p bedzie liczba pierwsza nie dzielaca n oraz niech g bedzie
wielomianem minimalnym liczby wP. Zauwazmy, ze f oraz g dziela ™ — 1, zatem oba maja wspot-
czynniki catkowite. Zal6zmy nie wprost, ze f # g. W takim razie wielomiany te sa wzglednie pierwsze
w Q[z]. W takim razie dla pewnego wielomianu h € Z[z] zachodzi

a" — 1= f(z)g(x)h(z).

Zauwazmy, ze w jest pierwiastkiem wielomianu g(z?), zatem g(2f) = f(x)k(x) dla pewnego wielo-
mianu k € Z[x] (poniewaz f jest wielomianem minimalnym w). Zredukujmy teraz nasze wielomiany
modulo p. Mamy teraz

9(@)? = g(z”) = f(x)k(z).
W takim razie, jesli ¢ € Fp[z] jest wielomianem nierozkladalnym, ktéry dzieli f, to réwniez dzieli g.
Skoro
a" —1 = f(x)g(x)h(z),
to wielomian 2™ — 1 jest podzielny przez ¢> w F,[z]. Stosujac poprzedni lemat dla ciala F, oraz
wielomianéw " — 1, ¢, dostajemy, ze ™ — 1 nie moze by¢ wzglednie pierwszy ze swoja pochodna.
Jednak x™ — 1 jest wzglednie pierwszy z x oraz n nie jest podzielne przez p, zatem

" —1 L na" 1,



co oznacza sprzecznos¢. W takim razie rozpatrujac nasze wielomiany ponownie nad cialem Q dosta-
jemy f=g.

Niech teraz w™ bedzie n—tym pierwotnym pierwiastkiem z jednosci. Skoro jest on pierwotny, to
m = pip2...Dk, gdzie p1,pa,...,pr sa liczbami pierwszymi wzglednie pierwszymi z n. Wiemy, ze
w oraz wP!' maja ten sam wielomian minimalny. Podobnie dostajemy, ze wP' oraz wP'P? maja ten
sam wielomian minimalny itd. Powtarzajac to rozumowanie dostajemy, ze w oraz w™ maja ten
sam wielomian minimalny, zatem wszystkie n—te pierwotne pierwiastki z jednosci maja wspolny
wielomian minimalny f. W takim razie dzieli on ®,,. Jednak stopnie wielomianéw f, ®,, sa réwne
p(n), zatem skoro nasze wielomiany sa unormowane, to musza by¢ sobie réwne.

O

Zadanka cz. 111

1. (AoPS) Niech a,b beda liczbami calkowitymi dodatnimi, ze a™ + b™ | ¢™ jest spelnione dla
kazdego n > 1. Udowodnij, ze a = b.

2. (Japonia TST 2017) ZnajdZz wszystkie liczby calkowite k, Ze istnieje ciag ai,as,..., oraz
71,T2,..., ze spelniane sg warunki

o a1 <ag<az<...

edi+adb+ - +ak=(a1+ax+ - +a,)™

3. Niech a bedzie ustalong liczbg catkowita. Udowodnij, ze ﬁp(la) nie jest ograniczone, gdzie p
jest dowolna liczba pierwsza.

4. Udowodnié, ze w nieskoniczonym ciagu
10001, 100010001, 1000100010001, . ..
nie wystepuje liczba pierwsza

5. Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Udowodnij, ze jedli p-kat ma wszystkie boki wymiernej
dlugodci i wszystkie katy rowne, to jest foremny.

10



Wskazowki do zadan

1.1

1.2

1.3
1.4
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7

2.8

2.9

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

Przeksztalé wyrazenie do ®3(n)®15(n).

Hd\kn Pa(a)

Hd\n q:‘d(a) .
nienie doktadnie jednego dzielnika liczby kn, ktory nie jest dzielnikiem liczby n.

Przeksztal¢ wyrazenie do Warunkiem koniecznym pierwszosci tej liczby jest ist-

Wykaz, ze p(n!) < nl/H,

Wezmy a = 2"/3

Popatrz na dzielniki trywialne.

Prawie kazdy wielomian ®,,(a) ma dzielnik unikalny dzielnik nietrywialny.
Popatrz na dzielniki nietrywialne

Popatrz na dzielniki nietrywialne a + 1,a™ + 1.

Skorzystaj z 2.4

Popatrz na dzielniki pierwsze ®7(z). Jakie reszty moze dawaé y — 1 (mod 7).

Udowodnij, ze jesli wielomian P(x) o wsp6lczynnikach catkowitych jest niestaly, to zbidr liczb
pierwszych dzielacych ktérakolwiek z liczb P(1), P(2), ... jest nieskonczony.

Wiystarczy udowodnié, ze ta liczba ma 2"~ réznych dzielnikéw pierwszych, a potem skorzystaé
z 3(b); Udowodni¢, ze mozna wybraé¢ 2™ — 1 dzielnikéw liczby pips ... pn, ze zadnych dwéch
a,b z tych liczb nie da sie przedstawié¢ jako a/b = 2.

Pokaz, ze liczby 2r, gdzie r jest liczba pierwsza, sa szukanymi liczbami; Pokaz, ze podany
utamek musiatby byé¢ postaci ppq;_ll. Potem pokaz, ze jedyna mozliwosé to 2r = 297 4 1.

ga—1

Wystarczy rozpatrzeé¢ odpowiednie modulo np. 3 oraz 5.

Popatrzy¢ na wzglednie pierwsze ai,b;. Wtedy z tw. Zsigmondy’ego otrzymujemy dowolnie
duzy dzielnik pierwszy af' + b7.

Udowodnij z tw. Zsigmondy’ego, ze jedyne dzialajace ¥ = 1,3. Dla k =1 a; = i,7; = 1.
Natomiast dla k = 3a; = i,r; = 2.

Ustalmy dowolne n. Rozpatrz taka liczbe pierwsza ¢, ze ¢ > a oraz kazda z liczb ¢gm + 1 dla
m = 1,...,n nie jest liczba pierwsza. Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p | phi,(a). Mozna
sprawdzié, ze p { ¢. Zatem ¢ = ord,(a), wiec ¢ | p — 1. Niech p = ¢N + 1. Wiemy, ze N > n.

Wtedy S2-15 = 9% = N.

Wystarczy zauwazy¢, ze dla n > 2 mamy
(m+1) | (n+1) = (1+10* +--- +10*") | (1 + 10* +--- + 10%"])

Wystarczy udowodnié¢ teze dla n + 1 € P. Wiemy, ze 1 + 10* + --- + 10*" = &,,,1(10%) =
@y 1(10)Po (1, 41)(10) Py (1 41y (10) z Twierdzenia 5.

Niech ag, ..., ap—1 € Q beda bokami tego wielokata. Rozpatrzmy wielomian P(x) = Zf:_ol z".
Zauwazmy, ze P(w) = 0. Wiemy, ze wielomian ®,(z) jest nierozkladalny, wigc jest to takze
wielomian minimalny w. Skoro deg P = deg®,, to sa to te same wielomiany, wiec P(z) =
c®,(z) dla pewnej stalej ¢, a wiemy, ze ®p(x) =1+ 2z + -+ 2P L.

11
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