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1 Czym jest V),
Zauwazmy ze kazda liczbe n mozemy przedstawi¢ jako:
n=p1“p2* ... pp"*

Wyktadnik peadyczny liczymy z liczby n dla danej liczby p. Na przyktadach:

‘/3(9) = 2, ‘/5(15) = 1, V7(24) = 0, Vp1 (TL) = a1

2 Wilasnosci V),
1. jedli Vy(a) # V,(b) to Vy(a +b) = MIN(V,(a), Vy (b))

2. jedli istnieje jeden wyraz minimalny w ciagu ag ... ag to V(a1 +...+ag) =
MIN(Vy(a1) ... Vy(ak))

4. Vy(ab) = Vp(a) + V3 (b)

5. V(%) = Vp(a) — Vp(b) jesli b | a
6. V,(a") = nV,(a)

T Vo) = 2]+ [gp) + o+ [F]

3 Cwiczenia
1. znajdz wszystkie rozwiazania ponizszego réwnania, jesli p i q to liczby
pierwsze:

3 pg* = 3%

2. udowodnij ze V,(NWD(a,b)) = MIN(V,(a), V,(b))
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Zadania

. Tle jest par liczb catkowitych dodatnich (a, b) spelniajacych réwnanie:

a® + b% = abla + b)

liczby a,b # 0 oraz “—bz + % sa calkowite. Wykazaé ze liczba % tez jest

calkowita

. liczby a,b,c # 0 oraz § + g + = s catkowite. udowodni¢ ze abc to szescian

liczby catkowite;j.

. (74 OM-II-1) Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby calkowite b o naste-

pujacej wlasnosci: istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, k, 1, ze liczby
a® + ' i al + b* sy podzielne przez b**!, oraz k # 1

Pokazaé, ze dla zadnej liczby calkowitej dodatniej n liczba 2™ nie jest
dzielnikiem liczby n!.

abla® + b2 + a. Udowodnij ze a jest kwadratem liczby catkowitej.

. Niech n bedzie ustalona liczba catkowita dodatnia. Dla 1 (dodatniego cal-

kowitego) oznaczamy:
fO)=M@+1)(4l+2)...(4l+4%5™)

Znajdz najmniejsza liczbe 1 taka ze f(1) ma w rozkladzie na czynniki pierw-
sze 5" piatek.

. Liczby naturalne a i b sa dzielnikami n. Wykaza¢, ze jesli liczba 7 + 7 jest

podzielna przez a i b, to liczba n jest podzielna przez liczbe NWW (a, b)?

. Udownodnij ze dla p > 2 i liczby x,y nie podzielne przez p takich ze p|x—y:

Vp(zP —yP) = Vp(z —y) +1

(LTE) Udowodnij ze dla p > 2 i liczby x,y nie podzielne przez p takich ze
ple—y:
V(@™ —y") = Vp(z —y) + Vp(n)

Liczba nieparzysta n jest liczba bezkwadratowa. Rozstrzygnij czy istnieje
para wzglednie pierwszych liczb z,y > 2 takich ze:

(z +9)°|(z" +y")
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. Po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika otrzymujemy

solvy

. Zauwazmy ze V3(3P*pq?) = p+V3(pq?) i V3(32P) = 2p poniewaz wykladniki

obu stron réwnania sa réwne, to V3(pg?) = p. Poniewaz p i q to liczby
pierwsze, to V3(p) < 11 V3(q) < 1, czyli V3(pg?) < 3. Czyli p < 3.
Sprawdzamy oba przypadki: V3(2¢%) = 2 * V3(q) = 2, jednak p=2 nie
spelnia réwnania. analogicznie postepujemy dla p=3 i otrzymujemy q=3.

. Zatézmy ze V,(NWD(a,b)) < MIN(V,(a),V,(b)). Wtedy NW D(a,b) -

pla i NWD(a,b) - p|b, czyli NWD(a,b) nie jest najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem, co wywotuje sprzecznosc.

. Zaltézmy BSO V,(a) # V,(b) zalézmy BSO ze V,(a) > V,(b) wtedy:

Vp(a? + 0%) = 2+ Vy(b) i Vylab(a + b)) = Vyla) + Vy(b) + Vy(b) cayli
Vp(a) =0, ale Vj,(a) > V,(b) co znaczy ze V,(b) < 0 co jest sprzeczne.

. Zauwazmy ze po sprowadzeniu do wspélnego mianownika otrzymujemy

% czyli Vi (a® +b%) > V(ab). Czyli jesli V,(a) < V,(b) to otrzymujemy
3Vy(a) > Vy(a) + V,(b) co jest réwnowazne 2V,(a) > V,(b). Zauwazmy
ze dla p takich ze V,(a) > V,(a) ta nieréwnos$¢ tez zachodzi. Skoro ta

nieréwnosé zachodzi dla kazdego p to wyrazenie % jest calkowite c.k.d.

2 2 2
a“b+b“ctca .
e o JHalowh o abe ¢
§li zaden z sktadnikéw sumy licznika nie ma mniejszego od innych wy-

ktadnika to otrzymujemy: czyli V,(abc) jest podzielny przez 3. Jedli ist-
nieje wyraz minimalny (zalézmy BSO ze a?b) to wiemy ze V,(a?b) =
2Vp(a) + V = p(b) > Vp(a) + V,(b) + Vi (c) czyli V,(a) > V,(c), co jest
sprzeczne bo wtedy V,(c?a) < V,(a?b) co przeczy zalozeniu. czyli V,(abc)
jest zawsze podzielne przez 3, czyli abc jest kwadratem, co nalezalo wy-
kazac.

. Zadanie z 74 OM-II-1

. Zauwazmy ze t+3+4+... < 1. Czyli [Z]+[2]+[2]+... < 2+2424.. <

n-1

. Zauwazmy ze mamy w zadaniu dane ze V,(ab) < V,(a®+b*+a). Rozwazmy

p takie ze Vj,(a) > 0 Czyli jesli V,(b%) > V,(a) to V,(a) + V,(b) < V,(a) co
jest sprzeczne. Jesli V,(a) > V,(b%) to otrzymujemy V,,(a) < V,(b) co jest
sprzeczne z zalozeniem. Czyli V,(a) = 2V, (b), czyli dla kazdego p V,(a)
jest zerem, lub wielokrotnoscia 2, czyli a jest kwadratem.

. Zauwazamy ze iloczyn w zadaniu to iloraz 2 silni. Korzystamy z wzoru na

V), silni i otrzymujemy ze V,(f(1)) = 5" —1+ L%j — LSfilj +.... Czyli
57+ > 41 > 57 Coyli | = 253

Zaloimy ze Vy(a) < V,(b). Wtedy: V,(2+%) > V,(b) oraz V,(NWW (a,b)?) =

2V, (b). Zauwazmy ze V(2 + 2) = V, (") <V () + V,,(a) — Vp(a) —
Vp(b) = Vi (n) =V, (b) = V,(b) czyli Vi, (n) > 2-V,(b), co nalezalo wykazaé.
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Zauwazmy ze P — yP = (z — y)(xP~ + yaP~2 + ... + yP71) wige V(2P —
yP) = Vp(x —y) + Vp(zP~! + yaP=2 + ... + yP~1). Musimy wiec udowodnié
ze vP~1 + yxP~2 + .. 4+ yP~! dzieli siec przez p ale nie dzieli przez p?.
2Pt 4 yaP=2 + .+ yP71 = prP~! (mod p), poniewaz x = y (mod p).
Czyli zostalo nam udowodnié¢ ze p? nie dzieli zP~1 + yxP~2 + ... + yP~ L.
Zapiszmy y = x + kp, wtedy y'aP~ ! = 2P~ + ikpaP~2 (mod p) czyli
2P yaP 2 4 Pl = paPl @l{:pxi’f2 = paP~! (mod p). Czyli
2P~ yxP=2 4 ..+ yP~ ! nie dzieli sie przez p?.

Korzystamy z zad. 9 i indukcji.

Zauwazmy ze V,((z +y)*) = 3V, (z +y) oraz z LTE V,, (2" +y") = V,(z +
y)+Vp(n) poniewaz n jest bezkwadratowe to V,(n) < 1. Jednak V,(z+y) >
1wige: V(n) < 2Vy(z+y) <= Vy(z+y)+V,(n) > 3V, (x+y), co prowadzi
do sprzecznos$c, czyli nie istnieje taka para.



