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1 Tozsamos¢ Brahmagputy
Zauwazmy, ze zachodzi réwnosc¢:

(2% — ny?)(a® — nb?) = (za + nyb)? — n(zb+ ya)?.

2 Pierscien z + y/n (n # k?)

Pierscien to w uproszczeniu taki zbiér ze jedli a i b sa w zbiorze, to a-b, a —b i a + b tez sa w tym zbiorze. PierScieniem
jest np. zbidr liczb calkowitych, czy zbior liczb parzystych. Mozemy zauwazy¢ ze zaréwno suma, jak i iloczyn liczb postaci
a + by/n, réwniez jest postaci a + by/n, czyli liczby postaci a + by/n tworza pierécien. Oznacza to ze liczby tej postaci tworza
pierécien. Zdefiniujmy funkcje (N (a + by/n)) ktéra kazdej liczbie postaci a + by/n przypisuje:

N(a + by/n) = a® — nb?

i nazwijmy ja normg liczby tego typu. Uzywajac tozsamosci Brahmagputy otrzymujemy ze norma jest multiplikatywna.

3 Rownania Pella

Réwnaniem Pella nazywamy réwnanie o strukturze jak ponizej, gdzie n nie jest kwadratem liczby catkowitej:

22 —nyt=1

Zawuwazmy ze jest jesli para (x,y) spelnia réwnanie Pella, to N(z + y/ny) = 1. Poniewaz norma jest multiplikatywna, to
mozemy zauwazy¢ ze jedli istnieje jedno rozwigzanie (zg, o), to istnieje ich nieskonczenie wiele, poniewaz N (x¢+yoy/n)* = 1.
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Twierdzenie 1 Réwnianie 2 — ny? = 1 ma rozwigzanie w liczbach calkowitych, inne niz (0,1).

2

Twierdzenie 2 Jesli (zo, o) jest najmniejszym rozwigzaniem réwnania x° — ny* = 1, takim ze x + /ny > 1, to wszystkie

rozwigzania sq postaci a +/nb = (zo + v/nyo)*.

Twierdzenie 3 Najmniejszym rozwigzaniem réwnania 2 — ny? = 1 jest para liczb postaci xg,yo taka ze z—g jest utamkiem

tancuchowym przyblizajgcym /n. Dla n = 3 ulamek ten wyglgda np. tak:
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\/§2+1 -~ 1

2 —ny? =1 oznaczmy jako (z;,y;). Wtedy:

_ (w0 +v/nyo)' + (z0 — Vo)’ P — (zo + v/nyo)' — (w0 — \/ﬁyo)i.

T 2 i NG

2

Twierdzenie 4 Rozwigzania rownania x

Twierdzenie 5 Rozwigzania réwnania 22 — ny? = 1 oznaczmy jako (x;,y;). Wtedy:

Tip1 = T1%5 + NY1Ys

Yi+1 = T1Yi + Y15
oraz:
Tpt2 = 2T1Tp41 — Tn
Yn+2 = 2x1yn+1 — Yn
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Twierdzenie 6 Jesli réwnanie 12 — ny? = k ma rozwigzanie dla danego k, to ma ich nieskonczenie wiele.



4 Zadania

Zadanie 1 ZnajdZ wszystkie pary liczb pierwszych p, q, takie ze p? — 2¢° = 1. Uzyj wlasnosci réwnania Pella.
Zadanie 2 ZnajdZ 8 najmniejsze liczby tréjkgtne (postaci % ) ktore sq kwadratami liczb calkowitych zbiorek

Zadanie 3 Udowodnij, zZe nie istniejq liczby catkowite m i n takie zZe:

1
m n —+ _q
n m

zbiorek.
Zadanie 4 Udowodnij Ze istnieje nieskonczenie wiele liczb calkowitych, takich ze n? +1 | nl.

Zadanie 5 ZnajdZ wszystkie pary liczb calkowitych (a,p), gdzie p = 3(mod 4) jest liczbg pierwszq, spelniajgce réwnanie
3a2 +1 = p>.

Zadanie 6 ZnajdZ wszystkie n takie zZe istnieje k < n takie Ze:
n n n
=2
(") =20+ ()

Zadanie 7 Udowodnij, ze jesli liczba 5% + 4 x € 7 jest kwadratem liczby catkowitej, to = jest wyrazem ciggu fibbonaciego.

wymnozyc

Zadanie 8 ZnajdZ nieskoriczenie wiele tréjek liczb calkowitych (a, b, c), takie ze a,b, ¢ to wyrazy ciggu arytmetycznego i ab+1,
cb+ 1 ica+1 sqg kwadratami liczb calkowitych.

Zadanie 9 Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelniajg rownosé

a®>+ b2+ =1+ 2abe.

a+1l b+1 c+1
2
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Udowodnié, Ze przynajmniej jedna z liczb jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 10 Udowodnij, ze jesli réznica miedzy dwoma kolejnymi szeScianami liczb calkowitych jest kwadratem, to jest to
kwadrat sumy dwdch kolejnych kwadratow.

5 Rozwigzania

Rozwigzanie 1 Zauwazmy ze réwnanie Pella a®> — 2b*> = 1 ma najmniejsze rozwigzanie (3,2), oraz (ani1,bni1) = (3an +
4b,,, 2a, + 3by,), czyli b, jest zawsze parzyste, oraz cigg ten jest rosnacy. Czyli b, dlan > 1 jest parzyste i wicksze niz 2, czyli
nie jest pierwsze. Oznacza to ze jedynqg takq parg jest (3,2) co nalezalo znaleZé.

Rozwigzanie 2 @ =k = n?-n=2k &= U’ -—4dn+1)=8k>+1 < (2n+1)? — 8k* = 1. Wystarczy
teraz znaleZé 3 najmniejsze rozwigzania réwnania x2 — 8y? = 1 takie ze x jest nieparzysty. Najmniejszym rozwigzaniem tego
réwnania jest (3,1), uiywajgc wzordw z twierdzenia 5, wiemy ze kolejne rozwigzanie to (17,6) oraz nastepujgce po nim to
(99,35). W kazdym z tych rozwigzari x jest nieparzysty, wiec podstawiajgc do wzoru 2n + 1 = x wyliczamy 3 najmniejsze n.

Rozwigzanie 3 m? +n? +n=4mn = 1=1+48mn—12m? —12n2 —12n = 1= (6n—1)2—3(2m —4n)? teraz trzeba
udowodnié ze nie istnieje taki x = —1 (mod 6) ze x? — 3y* = 1.

Rozwigzanie 4 Jesli n? +1=5m?, to 5| nl,m | n! i 2m | n!, czyli 5m? | n!. Wiem jednak ze réwnanie n* — 5m? = —1 ma
rozwigzanie (2,1), to z twierdzenia 6 ma ich nieskoriczenie wiele, czyli istnieje nieskornczenie wiele takich n ze n? +1 = 5bm?2,
czyli istnieje nieskoriczenie wiele takich n ze n® + 1| n!, co nalezato wykazaé.

Rozwigzanie 5
Rozwigzanie 6

Rozwiazanie 7 Zapiszmy réwnanie 5x° +4 = y? <= 4 = y? — 522, Zauwazmy ze dla y = 3 i v = 1 zachodzi réwnosé. Z
twierdzenia 0, oznacza to Ze rownanie to ma nieskoriczenie wiele rozwigzaé danych wzorami(twierdzenie 5):

Yir1 =9%y; +Hx4dxx
Tip1 = 9%z +4*y;

Zalozmy teraz Ze x; = Fy i y; = Frpp1 + Fr—1 dla jakiegos n. Wtedy: y;41 = 20F,41 + 9F,—1 + 9F,, = 18F,41 + 11F, =
11F, o+ TF 1 =TF 43 +4F 0 =4F, 44 +3F 43 =3F 45+ 1F 14 = Fyi6+2F, 45 = Fy7+ F 45 oraz przez analogiczne
wyliczenia x;41 = Fpye, czyli ip1 @ Yi41 mozemy zapisaé w analogiczny sposcb. poniewaz x1,y1 spelniajq tq zaleino$c to
indukcyjnie otrzymujemy teze.



Rozwigzanie 8

Rozwigzanie 9 Przepiszmy zalozenie w postaci (a—bc)? = (b2 —1)(c?—1). Z tej réwnosci wynika, Ze istniejq liczby catkowite
d, x, y takie, Ze b —1 = dx?, ¢ — 1 = dy?, a — bc = £dxy oraz d nie jest kwadratem liczby calkowitej. Z wlasnosci réwnania
Pella wiemy, ze jesli X2 —dY? =1, to X = ngvk dla pewnego k, przy czym U = p+ qVd, V. = p — ¢V/d oraz p, q sq
najmniejszymi dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze p?> — dq? = 1. Korzystajgc z tego, wiemy Ze dla pewnych dodatnich
liczb catkowitych n, m zachodzi

b UTL + V?’L . U'!YL + Vm
= 7 C=
2 2
Jesli n = 2s dla pewnego calkowitego s, to H?l = w 1 mamy teze. Analogicznie dla parzystego m tez dostajemy

teze. Do rozwazenia zostal przypadek, w ktorym obie liczby n, m sq nieparzyste. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, Ze n > m.
Mamy

B Un+m + Vn+m + Unfm + anm
= 1 ,
(dry)” = (57 ~1)(¢* ~ 1) =
- U2n+V2n_2 U2m_v2m_2

B 4 4
(Un+m + Vn+m _ Unfm _ Vnm>2

be

4

Poniewaz a = betdxy oraz doy = £ (U™ Vntm _yn=—m _yn=m) wiec a = L(U'+ V"), gdzie t € {n—m,n+m}. Skoro
liczby n i m sq nieparzyste, to t = 2s dla pewnej liczby calkowitej s. Analogicznie jak wezesniej dowodzimy, ze 9L = UsZV. 9

2 52
jest kwadratem liczby calkowitej, co konczy rozwigzanie.




