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1 Czym jest reszta kwadratowa?
Reszta kwadratowa a(modulo p) to taka liczba, ze istnieje x taki ze 22 = a(mod p). Przyktadowo dla 4 resztami kwadratowymi
sa0i1l,dlabsa0,1i4,dla7sa0,1,2,4.

2 Symbol Legendre’a

0 dlap|a

( > 1 dla a bedacego reszta kwadratowa
—1 dla a nie bedacego reszta kwadratowa

Twierdzenie 1 (Kryterium Eulera) Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq:

() =o' moa 1)

p

Faktem wynikajgcym bezposrednio z kryterium Eulera, jest ze (-1) jest resztq kwadratowq tylko dla liczb pierwszych p = 4k +1
Twierdzenie 2 (Multiplikatywnosé symbolu Legendre’a) Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq:
3)G)- ()
p p p

Twierdzenie 3 (Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych) Jesli p i q to rézne nieparzyste liczby pierwsze to:

(- )

Jesli p to nieparzysta liczba pierwsza to:

3 Zadania

1. *Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p, oraz jej generator g. Udowodnij ze

gk
(p):l <= k=0mod2

2. *Udowodnij ze wyrazenie gii}) nie jest calkowite dla zadnych liczb calkowitych x,y.

3. **Dana jest liczba pierwsza p i takie liczby catkowite a, b ze p dzieli a + 1 — b? i a — 1. Udowodnié ze istnieje takie c ze
3 2
pla®+1—c

4. **Udowodnij ze 3 jest reszta kwadratowa tylko dla p =1,—1 (mod 12)
5. Dane sa parami wzglednie pierwsze liczby calkowite a, b, ¢ spelniajace zaleznosé
a® —ab+b? = . (1)
Wykazaé, ze kazda liczba pierwsza p taka, ze p | ¢ jest postaci p = 6k + 1.

6. **Udowodnij ze liczba postaci 2" + 1 nie ma dzielnikdéw pierwszych postaci 8k + 7.
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**Rozstrzygnad czy istnieje taka liczba pierwsza p = 4k + 1, ze liczby:
Br1,2542,..p54p

daja parami rézne reszty modulo p.

**Udowodnij ze kazdy dzielnik liczby n* —n? 4+ 1 jest w formie 12k+1.

*#*Udowodnij ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieja a i b takie ze: p | a® + 0% + 1

***Udowodnij ze jesli 2™ — 1 | 3" — 1, to n =1 Prop. Antoni Luczak

Rk Udowodnij Ze nie istnieja liczby catkowite takie ze 3(ab + be + ca) | a® + b? + ¢2

***¥*Udowodnij ze jesli p jest liczba pierwsza postaci 4k + 3 to istniejg rézne liczby a,b € 0,1,2,...,p — 1 takie ze
pla?+ab+0b%+1

FHAAZDIOT S to zbidr wszystkich liczb postaci:

(a? +ay —1)...(a2 +a, — 1)
(b2 +by —1)...(b2 + b, — 1)

Dla a;, b;, n bedacych liczbami catkowitymi dodatnimi. Udowodnij ze w S jest nieskoniczenie wiele liczb pierwszych.

Solvy

. Zauwazmy ze gP~! = 1(mod p), czyli gP ! to reszta kwadratowa. Zauwazmy ze gP~1 =2 jest reszta kwadratowa poniewaz

(&) - (e ko

Zauwazmy ze jesli y jest nieparzyste, to y? — 5 jest podzielne przez 4, a 22 = 1,2(mod 4), wigc nie istnieje taki x. Jegli
y jest parzysty to y? — 5 = 4k + 3, czyli ma jaki$ dzielnik p = 4m + 3. Zauwazmy ze 22 = —1(mod p), co jest sprzeczne
z kryterium Eulera, czyli réwniez nie istnieje taki x.

Zauwazmy ze teza jest réwnowazna temu ze a® + 1 to reszta kwadratowa. jednak:

<a3+1) B <a+1) <a2—a+1>
p p p
Wiemy ze a+1 to reszta kwadratowa, oraz ze a® —a + 1
ten po lewej tez jest réwny 1, C. K. D.

a?(mod p), czyli oba symbole po prawej sa réwne 1, czyli

Rozwazmy dwa przypadki: p = 1 i p = 2 (mod 3), W pierwszym zauwazamy ze (%) = (%) = (g) Czyli z prawa
wzajemnosci p = 1 (mod 4), czyli laczac z zalozeniem p = 1 (mod 12). W drugim przypadku z analogicznej réwnosci

otrzymujemy p = —1(mod 4), czyli taczac z zalozeniem p = —1 (mod 12), C. K. D.

Zauwazmy ze 2 { ¢, bo inaczej lewa strona réwnania jest nieparzysta, a prawa parzysta. Jedli 3 | ¢, to a®> — ab+ b* =0
(mod 9) <= (2a —b)? +3b% = 4(a®> —ab+b?) =0 (mod 9), czyli 3 | 2a — b, czyli 9 | 3b® co jest sprzeczne z
zalozeniem ze b i ¢ sa wzglednie pierwsze. Rozwazmy zatem dzielnik pierwszy ¢ p > 3. Wtedy mozemy zauwazy¢ ze
(a—b)2=—ab+c?i(a+b)?=3ab+c? czyli (a—b)? = —ab (mod p)i(a+b)?=3ab (mod p). Czyli 3abi —ab sa

resztami kwadratowymi modulo p, czyli:
5)-G) = &)
= |— =)= ([—)=1
p p p

(5)-(5)

Gdzie (%) oznacza symbol Legendre’a(Patrz referat o resztach kwadratowych). Jednak -3 jest reszta kwadratowa tylko

dlap=121+1ip=12l+7, czylip=6k + 1. C. K. D.

Zal6zmy nie wprost ze istnieje p = 7(mod 8) i p | 2™ + 1. Jedli n jest parzyste, to -1 jest reszta kwadratowa, ale p
przystaje do 3 (mod 4), wiec sprzecznosé(kryt. Eulera). Jesli n jest nieparzyste, to -2 jest reszta kwadratowa. Jednak

(_72) = (%) (‘71) = —1 czyli znowu sprzeczno$é, C. K. D.

Zauwazmy ze z kryterium Eulera dla kazdej liczby p = 4k + 1, reszta —1 jest reszta kwadratowa. Czyli istnieje taka
liczba a < p ze a® +a = a(a® +1) =0 = p* + p(mod p) C. K. D.
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Liczbe mozemy zapisaé jako: n* —n?+1 = (n2—1)2+n? i n*—n2?+1 = (n?+1)2—3n2. Z pierwszej formy otrzymujemy ze
—n? jest reszta kwadratowa dla kazdego dzielnika p, czyli z kryterium eulera p=4k+1. Druga réwnoéé jest réwnowazna
temu ze 3 jest reszta kwadratowa dla kazdego dzielnika p, czyli z zadania 4, p = 12+ 1. Laczac obie formy otrzymujemy
teze.

Zauwazmy ze dla p = 4k + 1 istnieje liczba ¢ ze ¢ = —1. Podstawiajac a = ci b = p, otrzymujemy teze. Dla p = 4k + 3
zauwazamy: a®> = —b? — 1, czyli chcemy udowodnié ze istnieje jakas reszta kwadratowa(r) taka ze -r1-1 tez jest reszta
kwadratowa. Zalézmy nie wprost ze nie istnieje taka reszta. Wtedy zauwazamy ze jedli a jest reszta kwadratowa,

to (%) = —1, czyli (%) = (_71) (%) = 1. Indukcyjnie dowodzimy ze kazda reszta modulo p jest reszta

kwadratows co jest oczywista sprzecznoscia, czyli istnieje takie k, co konczy dowdd.

Zauwazmy ze jesli n jest parzyste, to 3| 2™ —1 | 3" —1 co jest sprzeczne. Czyli n jest nieparzyste. Zauwazmy ze 2" — 1 |
3" —1 <= 2" —1|3"—2" Czyli 3" = 2"(mod 2" —1). Podstawmy n = 2k + 1, wtedy: 3%**! = 1 = (3¥+1)2 = 3(mod
22k+1 1), Czyli 3 jest reszta kwadratowa modulo 2251 — 1. Zauwazmy ze z zadania 4 3 jest reszta kwadratowa tylko
dla liczb pierwszych p = 1, —1(mod 12). Latwo zauwazyé ze liczba 225+ — 1 ma jaki$ dzielnik nieprzystajacy do 1 lub
-1, czyli 3 nie moze by¢ jego reszta kwadratowa, c.k.d.

Zauwazmy 7e teza jest réwnowazna temu ze a® + b* + ¢ = 3n(ab + bc + ca) < (a+b+c)? = (3n+2)(ab + be + ca).
Rozwazmy p = 3k + 2 takie ze p | 3n 4+ 2 w nieparzystej potedze(takie p istnieje, bo z mnozenia 1 i 0 nie otrzymamy 2).
Poniewaz p moze dzieli¢ lewa strone tylko w parzystej potedze, to dzieli ab+ be + ca. Poniewaz p | a + b+ ¢ to mozemy
podstawié a = —b — c¢. Wtedy p | —b% — be — ¢? czyli mnozac przez 4 p | (2b + ¢)? + 3c¢2. Oznacza to ze -3 to reszta

kwadratowa. Zalézmy Ze jesli p = 4k + 1 to (3,;9’2) = (3,;2) (3];12) = (2££2) = (2) = —1 czyli sprzecznoéé. Jesli

p = 4k + 3 to analogiczne rozumowanie doprowadza do sprzecznosci, c. k. d.

Niech ¢ to odwrotno$é b modulo p. Wtedy: a2 +ab+b?> = -1 <= d?’c?4+ac+1=—-c® < 22+2+1= - <—
42 +4x+4= -4 < (2c+1)?+3 = —(2¢)?. Poniewaz p = 4k + 3 to -1 nie jest reszta kwadratowa, czyli —m? tez
nie jest. Zauwazmy ze jedli istnieje liczba t taka ze t = u? i t+3 = —v? to mozemy tak dobraé x i ¢ a w konsekwencji aib
ze teza zachodzi. Poniewaz reszt kwadratowych i niereszt kwadratowych jest tyle samo, i jesli x jest reszta kwadratowa
to -x nie jest reszta kwadratowa, to w kazdej parze y i -y jest dokladnie jedna reszta kwadratowa. Czyli w ciagu:

0,3,6,9,...3 - (p—1)

Wystepuja zaréwno reszty i niereszty kwadratowe, przy czym 0 jest reszta kwadratowa, czyli po jakiejs reszcie kwadra-
towej wystepuje niereszta, czyli mozemy wybraé takie t, C. K. D.

Udowodnimy ze w zbiorze S jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych z zbioru liczb przystajacych do 0,1,4 (mod 5).

Zauwazmy ze 5,11 i 19 sa w S. teraz zalézmy ze wszystkie liczby pierwsze przystajace do 0,1,4(mod 5) mniejsze od

pi(bedacego liczba przystajaca do 1 lub 4(mod 5)) sa w S. Pokazemy ze p; tez jest w S. Zauwazmy ze 5 jest reszta

kwadratowa mod p; (z prawa wzajemnosci reszt kwadratowych), czyli istnieje takie x ze p; | (22+1)2—5 = p; | 22 +2—1

i 22+ 1 < p;. Zauwazmy ze kazda liczba pierwsza dzielaca x? + x — 1 przystaje do 0,1,4 (mod 5) (bo A =5, a 5 jest

reszta kwadratowa tylko dla liczb 0,1,4 (mod 5)), i jest mniejsza od p;, czyli jest w S. Zauwazmy ze jesli a jest w S
a

to ab tez i §. Poniewaz wszystkie dzielniki 22 4+ 2 — 1 jest iloczynem liczb w S, to tez jest w S. A poniewaz p; dzieli

2?2 + 2 — 1, to p; tez jest w S, co koniczy dowdd.



