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Definicja

Inwersja to przeksztalcenie plaszczyzny. Inwersje wykonujemy wzgledem danego okregu(o érodku O i promieniu R). Obraz
punktu A(A’) to punkt na prostej OA taki ze:

4

RZ=0Ax0A4'

Twierdzenia

Inwersja jest dualna, czyli (A’)’=A.

Proste przechodza na okregi przechodzace przez $rodek okregu inwersyjnego.

Okregi przechodzace przez srodek okregu inwersyjnego przechodza w proste.

Okregi nie przechodzace przez $rodek okregu inwersyjnego przechodza w inne okregi.

Okrag inwersyjny przechodzi na samego siebie.

< OAB = ¢« OB'A’

Cwiczenia

. dany jest okrag w o srodku w O, i Promieniu OA. Na promieniu OA leza punkty B i C. Punkty B’ i C’ to obrazy

inwersyjne B i C wzgledem w. Punkt D lezy na w. Udowodnij ze < BDC= < B’'DC’

dany jest tréjkat ABC, z okregiem wpisanym w z Srodkiem I. Udowodnij ze I jest ortocentrum trojkata A’B’C’, gdzie
A’ B’ i C’ sg obrazami inwersyjnymi A,B i C wzgledem w

Dane sg 2 prostopadie proste AB i CD przecinajace si¢ w E. wa to okrag o érodku w A i przechodzacy przez E.
Analogicznie definiujemy wp,we,wp. Udowodnij ze przeciecia: wa i we; wa 1 wp; wp 1 we; wp 1 wp; leza na jednym
okregu.

Inwersja v BC

Inwersja v BC' to zlozenie 2 przeksztalcen(dla danego tréjkata ABC), czyli inwersji wzgledem okregu o $rodku w A i promieniu
VAB x AC, oraz odbiciu wzgledem dwusiecznej. W inwersji v BC:

1.

2.

> W

Obraz punktu B to C;

Obraz punktu I to J4;

Obraz prostej BC to okrag opisany na trojkacie ABC;
Obraz punktu O to odbicie A wzgledem BC;

Obraz okregu dopisanego to okrag dowpisany.

Obraz punktu H lezy no o(BOC)



10.

11.

Zadania

. *Okrag © ma promien R i §rodek A. Udowodnij ze jezeli okrag w przechodzi na samego siebie w inwersji wzgledem

to potega punktu A wzgledem w to R?

. *Dany jest okrag 2 o érednicy AB i érodku O. Cieciwa CD §2 przecina AB w M. Zal6zmy ze okregi o(AOC) i o(BOD)

przecinaja si¢ w K. Udowodnij ze <MKO=90°

** Okrag opisany na tréjkacie ABC to w. Okrag o styczny do odcinkéw AC, BC jest styczny do okregu w w punkcie P,
a S jest srodkiem tego tuku AB okregu w , na ktérym lezy punkt C. Wykazaé, ze punkty P.I,S sg wspotliniowe.

**Niech AB bedzie cigciwa okregu 2. w jest okregiem stycznym zaréwno do AB(w punkcie X) i do krétszego tuku AB
okregu Q(w punkcie Y). M to $rodek tuku AB ktéry nie zawiera Y. Udwodonij ze XY przechodzi przez M.

. ¥*Punkty A,B,C leza na jednej prostej. Punkt D lezy poza prosta AB. Udowodnij ze $rodki okregéw o(ABD),0(ACD),0(BDC)

i punkt D leza na jednym okregu.

W trojkacie ABC dwusieczna kata <BAC przecina BC w D i o(ABC) w E. Okrag o $rednicy DE przecina o(ABC)
w F. Udwodnij ze AF to symediana w tréjkacie ABC.

#%% Dany jest tréjkat ABC. Punkt D lezy na o(AIC) i nie lezy na BI. Srodek odcinka DI(Punkt M) lezy na o(ABC).
Udwoodnij ze < ICA = < MCD

*** Dany sa 2 okregi ortogonalne: wy 1 wy. AB jest $rednica wq(B lezy wewnatrz ws. 71 1 72 to okregi przechodzace
przez A i O, oraz styczne do ws, odpowiednio w X i Y. Udowodnij ze X,Y,0,B leza na jednym okregu(O to srodek wy.

*xxx Trapez ABCD o podstawach AB i CD jest wpisany w okrag o; Okrag oo jest styczny do odcinkéw BC i CA
oraz jest styczny wewnetrznie do okregu o; w punkcie F. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do odcinka AB w
punkcie E. Dowies¢, ze punkty E,F.D leza na jednej proste;j.

*rHHk Czworokat ABCD wpisany jest w okrag o $rednicy AC. Punkt E to przeciecie AC i BD. F to punkt na okregu
o(COD) taki ze OF to $rednica okregu o(COD). G to przecigcie o(AOB) i o(COD). Udowodnij ze punkty G, F i E sa

wspotliniowe.

(inwersja ujemna) Dany jest tréjkat ABC, gdzie AB;AC. F jest spodkiem wysokosci z A, M to érodek BC, Q to punkt
na o(ABC), taki ze <AQH=90°. K to punkt na o(ABC) ze <QHK = 90°. Zalézmy ze punkty A,B,C,K,Q leza na
o(ABC) w tej kolejnosci. UDwoodnij ze o(KHQ) i o(KFM) sa styczne.

solvy

. Z 7z wlasnoéci inwersji: <ODB=<DB’C i <ODC=<OC’D. Zauwazmy ze: <BDC=<ODC-<ODB = <OC’'D-<OB’D=<B’DC’,

co nalezato wykazaé.

Oznaczmy D jako punkt przeciecia B'I z A’C’ i E jako punkt przeciecia A’l i B’C’. Zauwazmy ze: << A’B’I=<BAI,
<JA’C’ = < ICA; « TA’B’=<IBA.Czylic< B'DA’ = 180°-< A’B’I-<IA’C’-< TA’B’=90°, poniewaz <BAI+<IBA+< ICA
= 90° (polowa sumy katéw w tréjkacie ABC). Analogicznie dowodzimy <C’EA’=90°. Otrzymujemy ze I lezy na 2
wysokosciach tréjkata A’B’C’, co nalezato wykazac.

Rozpatrzmy inwersje o srodku w E i dowolnym promieniu mniejszym niz MIN(AE,BE,CE,DE). Wtedy w4 przechodzi
na prosta prostopadla do AE, wp na prosta prostopadia do BE, i analogicznie we i wp. proste te tworza prostokat.
Przeciecia okregéw przechodza na przeciecia prostych, a poniewaz na prostokacie mozna opisaé¢ okrag, to na przecieciach
tez, CKD.

Zauwazmy ze jedli prosta przechodzaca przez A tnie w w Bi C to R? = AB- AC = P(A,w)

Zaktadamy BSO ze CD przecina AB na OB. Zauwazmy ze po inwersji wzgledem Q K’ to punkt przeciecia AC i BD, a
M’ to punkt przeciecia AB z O(OCD). Teza jest réwnowazna temu ze <OM'K’ = 90. Poniewaz <ACB = 90°, to jesli
wykazemy ze punkty K’, M’, B i C lezg na jednym okregu, to otrzymujemy teze. Przenoszac kat <CM’O po okregach
O(OCM’D) i O(ABC) wyliczamy <CBD a nastepnie <CK'B. Otrzymujemy <CM'B = <CK’'B c.k.d.

. Po inwersji v BC P przechodzi na punkt stycznosci o dopisanego, S na przeciecie AS i BC oraz I na J. Zauwazamy ze
AT,S P’ sa cykliczne, bo <tS" AI' = <tS'P'I’ czyli PSI przed inwersja lezaly na jednej prostej, co nalezalo wykazacé.

Robimy inwersje wzgledem okregu o $rodku w M i promieniu M A = M B. Wtedy latwo zauwazy¢ ze w przechodzi na
samego siebie, oraz punkt stycznosci do cieciwy AB na punkty stycznosci do tuku AB, czyli sa one swoimi obrazami
inwersyjnymi czyli leza one na jednej prostej z srodkiem inwersji c.k.d.
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. Oznaczmy $rodek O(ABD) jako O; $rodek O(ACD) Os i $rodek O(BCD) jako O3 Rozwazmy inwersje o srodku w D i

dowolnym promieniu. Wtedy A’, B’, C’ i D leza na jednym okregu. Latwo zauwazyé ze O} i O} leza na okregu o érodku
w A’ i promieniu AD i analogicznie dla B’ i C’. Nastepnie dowodzimy ze O} punkt przeciecia okregu o srodku w A’
i promieniu AD i B leza na jednej prostej, i analogicznie dla O} i Of. Nastepnie przenoszac kat oparty na tuku DO
okregu inwersyjnego otrzymujemy ze obrazy srodkéw okregdéw sa wspodlliniowe.

. Rozwazmy inwersje wzgledem O(ABC). Wtedy punkt przeciecia stycznych do B i C przechodzi na srodek BC (M).

Zeby F.A i punkt przeciecia stycznych byly wspétiniowe to F,A,M,0 musza by¢ cykliczne. Udowadniamy to przenoszac
<DEM.

Zauwazmy ze po inwersji wzgledem okregu wpisanego w ABC punkt D przechodzi na odcinek A’C’; oraz odbicie 1
wzgledem D lezy na O(A’B’C’). Poniewaz I to ortocentrum A’B’C’ i D nie lezy na BT to M jest $rodkiem A’C’.
Przenosimy katy uzywajac wlasnosci inwersji i tatwo otrzymujemy teze.

rozwazmy inwersje wzgledem wy wtedy X i Y przechodza na punkty stycznosci stycznych z A do wa. Teza réwnowazna
jest temu ze obrazy tych punktéw sa wspolliniowe z B. Zawazamy jednak ze A lezy na biegunowej B(biegunowa B to
prosta prostopadta do prostej przechodzacej przez B i srodek ws i przecinajaca wy w tym samym punkcie co ta prosta.
Czyli B lezy na biegunowej A, tak samo jak X’ iY’, c.k.d.

Zrébmy inwersje o promieniu vV AC - BC zlozong z odbiciem przez dwusieczng kata <AC B. Wtedy F przejdzie na punkt
stycznosci BC i okregu dopisanego, E na punkt na okregu opisanym na ABC. Zauwazmy ze tréjkaty CFE i CF’E’ sa
podobne spiralnie, czyli <CF'E = <CFE'F. Zauwazamy ze I, F> D i C leza na jednym okregu, czyli D’, I’ F leza na
jednej prostej. Zauwazamy ze <D'F'C' = <D'I'C c. k.d

Robimy inwersje wzgledem okregu O(ABCD) i zauwazamy ze okrag O(DEC’) jest okregiem 9 punktéw trojkata ABG’.
Zauwazamy ze <G'C'O = <OF'G’ = 90° czyli O,F’,C’,G’ lezg na jednym okregu, czyli przed inwersja F C i G byly
wspotliniowe.

Rozwazmy inwersje negatywna o $rodku w H i takim promieniu ze okrag 9 punktéw przechodzi na okrag opisany na
ABC. Wtedy: A -, F, Q j-; M, K j-; L, i teza jest réwnowazna ze ML is tangent to O(AQL). Zauwazmy ze LM i AQ
sg réwnolegte i LA=LQ. Zauwazamy ze LT jest prostopadle do AQ i AO=AQ, co konczy dowdd.



