Ciagl jednomonotoniczne
Filip Manijak
January 2023

1 Twierdzenie:

Jedli mamy 2 ciaggi tej samej monotonicznosci A i B oraz dowolna permutacje
ciagu B (B’) to zachodza nieréwnosci:

arby + ... + apby, = a1b| + ... + anbl, > a1by, + ... + anby
Twierdzenie zachodzi tez dla wiecej niz 2 ciagéw, ale wtedy wszystkie wyrazy
ciagéw muszg by¢ nieujemne.
2 Rozgrzewka:
Zad 1: Udowodni¢ ze:
2, 2 2
aj +ay;+...+a, 2 aaz+ ... +apar
Zad 2: Dane sa a,b > 0, Udowodnié ze:

3 3
af+bf>a2+b2
b a

Zad 3(II OM-III, z.3): Dane sa a, b, ¢ > 0, udowodnié¢ ze:

ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c+ a) > 6abe

3 Zadansy:
Zad 4(XIV OM - I - 2.10): Dane sa a,b,c>0, udowodnié ze:

a* + b+t

a+b+c<
abe

Zad 5: Dane sa a,b,c>0, Udowodnié ze:

a8+b8+68> 1+1+1
(abc)®>  ~a b ¢



Zad 6(Nier. Czebyszewa): Dane sa ciagi: a1 < ... < a, i b < ... < b,. Udowod-
nié:
(@ + ...+ an) - (b1 + ...+ by) < nlarby + ... + anby)

Zad 7: Dane sg a,b>0. Udowodni¢ ze dla kazdego n:

n n n
a”+b S a+b
2 2
Zad 8: Niech w trojkacie ABC liczby hg, hp, he oznaczaja dlugodci wysokosci
opuszczonych na boki dlugosci a, b, ¢ odpowiednio. Uzasadnij, ze:

(a+b+c)(ha+ ho+ he) > 18Papc

Zad 9: Dane sa a,b,c > 0, udowodni¢ ze:

a\/ﬁ+b\/5+c\ﬁ>a\/5+b\/5+c\/6

b+c a+c a+b” a+b b+c a+c

Zad 10: Udowodnij ze jezeli a<b<c<d:

(a4 b4 c+d)* > 8(ad + be)

Zad 11: Dane jest S = a1 + ... + a,. Liczby a sa dodatnie. Udowodni¢ ze:

al + as + + Qp n
S—a;  S—a T S—a, n-1

Zad 12: Dane jest 2137 liczb, a1 + ... + az137 = 2137. Udowodnié ze:

3 3 3
a a a
424 287> 09137
a9 as ap

Zad 13: Wykazaé dla a,b,c dodatnich:

AN I (SR SV Y (R S
b+c a+c b+a a2 v e2)” a+b c+b a+tc

Zad 14: Wykaza¢ dla nieujemnych x,y,z takich ze x+y+z=1:

T Y z<§

x+1+y+1+z+1\4
Zad 15: Wykazaé dla dodatnich a,b,c ze:

a?+bc V>4ac A +ab

> b
b+c + a+tc + a+b Zatbte
Zad 16: Wykazaé dla dodatnich a,b,c ze:
ab bc ca_ _ 3(ab + be + ca)

a+b+b—|—c+c+a S 20a+b+e)



Zad 17: Wykazaé dla dodatnich a,b,c ze:

a®b’c® > (abe) gt
Zad 18: Wykazaé ze suma odleglosci ortocentrum od bokéw trojkata jest mniej-
sza lub réwna 3r, gdzie r to promien okregu wpisanego.

Zad 19: Dany jest ciag x,, taki ze: 0 < 1 < z2 < ... < x,, oraz:

1 1 1 _
7o Ti7a; T T, =1 Udowodnié:

VI .+ T, > (n—1) (\/%4—‘5‘\/;—”)

4 Rozwigzania:

Zad 1: Zakladamy bez starty ogélnosci a; > as > ... > a, . Definujemy ciag
b, = a,. Ciagi a, i b, sa tej samej monotonicznosci. Z tw. o ciggach jednomo-
notonicznych a? + ...a2 = a1by + ... + anb, > arbe + ...anby = ajas + ... + anas,
co nalezato wykazacé.

Zad 2: Mnozymy obustronnie przez ab. Otrzymujemy:
a* +b* > P+ bia

Zakladamy bez straty ogélnoéci a > b. Definujemy a; = a,as = b, by = a3, by =
b3. Ciagi a i b sa tej samej monotonicznoéci, wiec z tw. o ciagach jednomonoto-
nicznych a1b + asby > a1by +asby, czyli a* + b* > a3b+b3a co jest réwnowazne
tezie.

Zad 3: wymnazamy i otrzymujemy: ab® + a?b + bc? + b*c + ca® + c* > 6abc.
Zaktadamy bso a > b > ¢ Tworzymy ciagi: a; = ab,as = ab,as = ac,aq4 =
ac,as = bc,ag = be,by = ¢,bo = ¢,bs = b, by = b,b5 = a,bg = a. Zauwazmy ze
ciagi te sa odwrotnej monotonicznosci, czyli z tw. o ciagach jednomnotonicznych
(2 czedei), kazda permutacja jest wicksza od a1by + ... + anb, = 3abe. po lewe]j
stronie nierénosci sa 2 takie permutacje, czyli L > 2-3abe, co nalezalo wykazac.
Zad 4: Wymnozy¢, zastosowaé nieréwnosé¢ w formie dla 3 ciagow.

Zad 5: Wymnozy¢, zastosowaé nieréwnos¢ w formie dla 3 ciagdw.

Zad 6: Zauwazy¢ ze po prawej stronie mamy n ciagéw maksymalnych, a po lewej
n ciagéw niekoniecznie maksymalnych.

Zad 7: Wymnozy¢, zauwazyé ze po lewej stronie jest 2"~! par maksymanych, a
po prawej 2"~ 1 par niekoniecznie maksymalnych (np. a™ +b" > a" b+ b""la)
Zad 8: ZauwazyC ze a* h, = bx hy = cx h, = 2P, czyli ciagi a,b,c i hg, hy, he 53
odwrotnie monotoniczne. zastosowaé¢ rozumowanie analogiczne co w zad. 6
Zad 9: Zastosowaé nieréwnos¢ w formie dla 3 ciggdéw a, b, ¢, /a, Vb, \/c,



111
b+c’ a+c, a+b . ’ . P . . . . . . . .
Zad 10: Wymonozy¢, zauwazy¢ ze po lewej stronie jest 4 ciagi nieminimalne, a

po prawej 4 minimalne. (nier. dla ciagéw (a,b,c,d i a,b,c,d))
Zad 11: Zastosowaé nieréwnos¢ Czebyszewa, nastepnie dojé¢ do formy:

a n as I an, S 1 ai + as I an +
— n
S—a1 S—a S—a, n\S—a S—a S —a,

pomnozy¢ przez n, i odjaé stronami utamki.

Zad 12: Zauwazy¢ ze Lewa strona jest wieksza badz réwna od sumy kwadratow,
nastepnie nieréwnosé¢ miedzy érednia kwadratowa a arytmetyczna.

Zad 13: Zastosowaé rozumowanie analogiczne co w zad. 8

Zad 14: Zapisa¢ 1 w mianownikach jako x+y+z, przemnozy¢ przez 4, nastepnie

3 zamienié na:
204+y+z zx+2y+z z+y+2z

2c+y+2 x+2y+z x4+y+2z

nastepnie kazdy utamek rozbi¢ na 4 i zauwazy¢ nieréwnosé miedzy ciagami licz-
nikéw i mianownikow.
Zad 15: Zauwazy¢ ze
stronami blfc + a‘fc
tonicznymi.

Zad 16: Zauwazy¢ ze 2(a+b+c) = ((a+b)+(b+c)+(ca)), przemnozy¢ przez 2(a+b+c),
zastosowaé nierownosé¢ Czebyszewa.

Zad 17: Zastosowaé logarytm naturalny, zauwazy¢ ze ciag In a, In b, In c, jest

tak samo monotoniczny jak a,b,c.

Zad 18: Zauwazy¢ ze (a+ b+ c)r = 2P = ad, + bdy + cd.. (a,b,c dlugosci bokdw,
dg,dp,d. to odleglodci ortocentrum od bokéw. Zastosowaé nieréwnoéé Czeby-
szewa.

Zad 19: wystarczy ze udowodnimy ze:

a2+ab

a+b
ab e ts . . ..

+ ;2% Zastosowac nier6wnos¢ miedzy ciagami jednomno-

= a, oraz analogicznie dla b i c. nastepnie odjaé

(e )+ )+ (v )

1 1 1
>n|—=+—=+ -+ ,
(\/Il \/ L2 \/.Z’n)

przemnazajac przez 1 i wcielajac pierwiastki do ulamkéw otrzymujemy:
1+ 1+, 1 1 1
L + TR >
/1 /Tp 1+ 1+ 2o 1+ x,

S < 1 n 1 T 1 )
=z n . —_— —_— DY
/L1 \/ L2 \/Tn
nastepnie zauwazy¢ ze jedli z; > wj, tol\}gl > I’—H Zastosowaé nieréwnoscé
i J

B

Czebyszewa.



