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Zadania Proste

Zadanie 1. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag opisany na tréjkacie
ABI przecina BC po raz drugi w punkcie D. Okrag opisany na tréjkacie AIC przecina BC' po raz
drugi w punkcie E. Udowodnij, ze I jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ADE.

Zadanie 2. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Punkt M jest $rodkiem
boku AB, natomiast N to drugie przeciecie prostej Al z okregiem opisanym na ABC'. Zalézmy, ze
<BIM = 90°. Wyznaczy¢ stosunek ATl : IN.

Zadanie 3. Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Proste BI,CI przecinaja
okrag opisany na ABC odpowiednio w punktach P,Q. Wykazaé, ze prosta PQ jest symetralng
odcinka AI.

Zadanie 4. W tréjkat ABC wpisano okrag o $rodku I. Proste Al i BI przecinaja okrag opisany
na tréjkacie ABC' odpowiednio w punktach P i @, r6znych od A i B. Punkt F' jest takim punktem,
ze czworokat CPFQ jest rownoleglobokiem. Dowiesé, ze jesli I # F, to <CIF = 90°.

Zadania Troche Trudniejsze

Zadanie 5. Punkt H jest ortocentrum ABC. Proste AH, BH,CH przecinaja BC,CA, AB od-
powiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze okrag opisany na tréjkacie DEF przechodzi przez
$rodek odcinka AH.

Zadanie 6. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do odcinkéw BC,CA, AB odpowiednio
w punktach D, E, F. Niech J,,J, i J. beda odpowiednio srodkami okregéw wpisanych w trojkaty
AEF,BDF,CDE. Prosta [, jest symetryczna do prostej BC wzgledem prostej JpJ., analogicznie
okre$lamy proste [ i [.. Dowiesé, ze proste I, l, . przecinajg sie w jednym punkcie.

Zadanie 7. Niech K i L beda punktami na tukach odpowiednio BC' i BA okregu opisanego na
trojkacie ABC tak, ze K L||AC. Udowodnij, ze $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty BCK i ABL
sg rownoodlegte od srodka tuku AC, zawierajacego punkt B, okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Zadanie 8. Tréjkat ABC spelia <BAC = 60°. Niech O, I, H oznaczaja odpowiednio srodek okregu
opisanego, srodek okregu wpisanego oraz ortocentrum tréjkata ABC. Udowodnij, ze O = I H.

Zadanie 9. (IMO 2006-1) Niech I oznacza $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC. Punkt P lezy
wewnatrz tego trojkata i spelnia

<PBA+<PCA =<PBC+ <PCB.

Wykazaé, ze AP > Al oraz ze réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P = I.

Zadanie 10. Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta Al przecina odcinek
BC' w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina proste BI oraz CI odpowiednio w punktach P
i Q. Dowies¢, ze wysokosci trojkata PQD przecinaja sie w punkcie 1.
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Cwiczenia Po Koétku

Cwiczenie 1. Punkty B,C leza na okregu €. Punkty Aj, A leza na tym samym luku BC' okre-
gu Q oraz spelniaja A1 A = 1. Niech Iy, I oznaczaja odpowiednio $rodki okregdéw wpisanych w
A1 BC, A; BC. Udowodnij, ze dlugosé odcinka I I nie zalezy od wyboru punktéw Aj, As.

Cwiczenie 2. Tréjkat ABC, w ktérym AB < AC, jest wpisany w okrag Q. Dwusieczne <CBA i
<ACB przecinajg sie w I oraz przecinaja ) po raz drugi odpowiednio w punktach P, Q. Niech N
oznacza $rodek tuku BAC okregu 2. Udowodnij, ze

1. AN||PQ
2. NPIQ jest réwnoleglobokiem oraz wywnioskuj stad, ze NI przechodzi przez srodek PQ.

3. Niech Ip, I oznaczaja odpowiednio srodki okregéw B—dopisanego oraz C'—dopisanego troj-
kata ABC. Udowodnij, ze punkty B,C, Ig, Ic lezg na okregu o $srodku N.

4. * Wywnioskuj z poprzednich podpunktéw, ze <ANI = <IM B, gdzie M to $rodek BC.

Cwiczenie 3. W konfiguracji z zadania 7, udowodnij, ze $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty
BCK,ABL, punkt B oraz $rodek tuku ABC leza na jednym okregu.

Cwiczenie 4. Wysokosci BE, C'F tréjkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Niech M oznacza $ro-
dek odcinka BC'. Dodatkowo, niech I oznacza $rodek okregu wpisanego w trojkat M E'F'. Udowodnij,
ze <AIH = 90°.

Rozwigzania zadan

Rozwigzanie 1. Na mocy twierdzenia o tréjlisciu, okrag opisany na ABI jest symetryczny wzgle-
dem dwusiecznej kata AC B. Dostajemy zatem, ze D jest odbiciem A wzgledem tej dwusiecznej oraz
ID = TA. Podobnie IE = I'A i dostajemy teze.

Rozwiagzanie 2. Niech J oznacza $rodek okregu A—dopisanego do ABC. Na mocy twierdzenia o
tréjlisciu mamy I'N = JN. Dodatkowo JBI = 90°, wiec IM||AJ. Z twierdzenia o linii $rodkowe;
mamy Al = IJ. W takim razie Al : IN = 2.

Rozwigzanie 3. Na mocy twierdzenia o tréjlisciu mamy PA = PI oraz QA = QI, co daje teze.

Rozwiagzanie 4. Na mocy poprzedniego zadania PQ jest symetralng CI. Skoro F' jest odbiciem C'
wzgledem $rodka PQ, to IF||PQ. Jednak PQ L CI, zatem JCIF = 90°.

Rozwiazanie 5. Wystarczy zauwazy¢, ze H, A, B, C to $srodek okregu wpisanego oraz $rodki od-
powiednich okregéw dopisanych do tréjkata DEF'. Na mocy twierdzenia o tréjliéciu, srodek odcinka
AH jest srodkiem tuku EF okregu opisanego na tréjkacie DEF, co daje nam teze.

Rozwiazanie 6. Proste katy pokazuja, ze punkty J,, Jy, J. sa srodkami odpowiednich tukéw EF,
FD, DE okregu wpisanego. Na mocy zadania 3 proste l,, lp, l. przechodza przez $rodek okregu
wpisanego w DEF'.

Rozwiagzanie 7. Niech X, Y oznaczajg Srodki tukéw CK, AL odpowiednio, natomiast I, J srodki
okregow wpisanych w BCK oraz ABL odpowiednio. Skoro tuki CK, BL majg réwne dlugosci, to
IX = XC =YA =YJ. Niech N oznacza $rodek tuku ABC. Mamy NA = NC oraz 4NAB =
JNCB. To daje nam przystawanie ANCI = ANAJ. W szczegdlnoéci mamy NI = NJ, co nalezalo
pokazad.

Rozwiazanie 8. Proste katy pokazuja, ze O oraz H lezg na okregu tréjlisciowym BIC'. Dodatkowo
wiadomo, ze proste AH, AO sa symetryczne wzgledem dwusiecznej kata BAC. Skoro $rodek okregu
BIC réwniez lezy na tej dwusiecznej, to dostajemy teze.



Rozwiazanie 9. Korzystajac z podanej réwnosci jestesmy w stanie obliczyé, ze <BPC = 4 BIC,
zatem punkt P lezy na okregu trolisSciowym i spelnia PN = IN, gdzie N to érodek luku BC. Na
mocy nieréwnosci tréjkata mamy

AP+ PN > AN = AI+IN <= AP > Al,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P = 1.

Rozwigzanie 10. Wystarczy pokazaé, ze PD | QC oraz QD 1 PB. Skoro AQ = QD oraz Q lezy
na dwusiecznej kata ACB, to czworokat AQDC jest cykliczny. Analogicznie czworokat APDB jest
cykliczny. Proste katy lub potega punktu w I pokazuja, ze BCPQ tez jest cykliczny. Mamy zatem

JCQP = JCBP = 4PBA = 4PDA.

Analogicznie QPB = JADQ. W polaczeniu z faktem, ze PQ 1 AD otrzymujemy pozostale
prostopadiosci.

Rozwigzania ¢wiczen

Rozwigzanie 1. Na mocy twierdzenia o tréjliéciu punkty B, C, I, Is leza na jednym okregu o
grodku N, gdzie N to $rodek tego tuku BC, ktéry nie zawiera Ay, As. Warunek A; As = 1 méwi, ze
JA; N Ay jest staly. W takim razie réwniez dlugosé I 15 jest stala.

Rozwiazanie 2. 1. AN jest dwusieczng zewnetrzng kata BAC, zatem jest prostopadta do Al.
Podobnie PQ jest prostopadle do Al, zatem AN|PQ.

2. 7 twierdzenia o tréjlisciu PI = AP. Dodatkowo katy oparte na tukach AP, AQ, AN to
odpowiednio 3, g, LBQ;A" Wynika stad, ze katy oparte na tukach AP, QN sa réwne. W takim

razie NQ = AP = IP. Analogicznie NP = AQ.

3. Mamy < IcBIg = 41cClp = 90°, zatem punkty B, C, Ig, I leza na okregu o $rednicy Iglc.
Punkt N lezy na Iglc oraz spelnia NB = NC. Oznacza to, ze jest srodkiem tego okregu.

4. 7 poprzednio pokazanej cyklicznosci mamy podobienstwo AlIglcl ~ ABCI. Skoro N, M
sa srodkami odpowiadajacych bokéw tych trdjkatéw, to otrzymujemy rowniez podobienstwo
AIgNI ~ ABM]I. To daje nam réwnos$¢ katéw z tezy.

Rozwigzanie 3. Przystawanie udowodnione w rozwiazaniu zadania 7 daje nam réwno$é SNIB =
JNJB, co implikuje, ze punkty B, N, I, J leza na jednym okregu.

Rozwigzanie 4. Podobnie jak w zadaniu 5, korzystamy z faktu, ze H, A, B, C to srodek okregu
wpisanego i §rodki odpowiednich okregéw dopisanych do trojkata DEF, gdzie D to trzeci spodek
wysokosci w tréjkacie ABC. Skoro <BEC = 4BFC = 90° oraz M jest $rodkiem BC, to M
jest srodkiem okregu opisanego na BCEF oraz w szczegdlnosci ME = MF. Ponadto M lezy na
dwusiecznej zewnetrznej kata FDF, wiec punkt M lezy na okregu opisanym na DEF. Dostajemy
zatem, ze I lezy na okregu tréjliSciowym opisanym na EH F'A. Skoro $rednicg tego okregu jest AH,
to SAITH = 90°, co nalezalo pokazadé.



