Funkcje arytmetyczne

"1 Antoni Luczak

Teoria

Definicja 1

Funkcja arytmetyczng nazywamy dowolng funkcje f: N — C.

Definicja 2

Moéwimy, ze funkcja arytmetyczna f jest multiplikatywna, jesli dla dowolnych wzglednie
pierwszych liczb naturalnych a, b zachodzi f(ab) = f(a)f(b).

Zdefiniujmy nastepujace funkcje:

e id(x)==x
e 1(x) =1 dla kazdego x.
. 6<x>={1 el

0 inaczej

e 0;(x) = suma k-tych poteg dzielnikéw x.
e T =0y.

e Q(z) = liczba dzielnikéw pierwszych x z powtdrzeniami.

o u(w) = 1" gdy p? | @
(—1)%=)  inaczej

o \z) = (—1)%®
e ¢ = funkcja Eulera

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze powyzsze funkcje (poza ) sa multiplikatywne.

Definicja 3 Splot Dirichleta

Dla dwoch funkcji arytmetycznych f, g definiujemy Splot Dirichleta

(fxg)n) =" f(dg (%)
dln

Jezeli funkcje f, g sa multiplikatywne, to f * g réwniez jest multiplikatywna.
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Dowdd. Wezmy dowolne wzglednie pierwsze liczby a, b. Mamy

(f*9)ab) =Y f(d) ( > 3 fdida)g (éﬁQ)

d|ab dila da|b
- X fanis o(5)o(2) - > ffans s(3) > st o(2)) -
(f *9)(a)(f * g)(b)

O

Cwiczenie 2. Pokaz, ze zbiér wszystkich funkeji arytmetycznych wraz ze splotem tworzy monoid
przemienny, ktérego identycznoscig jest 9.

Cwiczenie 3. Pokaz, ze 1%y = 0.

Twierdzenie 2 (Inwersja Mobiusa)

Dane sa funkcje arytmetyczne f, F' spelniajace
=Y _f(d
d|n

Wtedy

n) =Y Fdu(s)
dn

Dowdd. Chcemy pokazaéd, ze jesli F' = 1% f, to f = F * u. Z poprzednich ¢éwiczen mamy lacznosé
splotu oraz réownosé 1 u = §. W takim razie

F=1xf = puxF=puxlxf=f

Cwiczenie 4. Udowodnij multiplikatywng wersje Inwersji Mdbiusa: Jezeli
n)=1[r@
d|n

to

= Hf(d)u(%)
d|n

Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
> p(d) =
d|n

Zadanie 2. Udowodnij, ze

d|n d|n



Zadanie 3. (IMO Shortlist 1989 11) Ciag (a,) spelnia zaleznosé
Z aq = 2",
d|n

Pokaz, ze n | ap,.
Zadanie 4. Dla j € {1, 3} definiujemy
fimy="Y d
dln, d=4j

Udowodnij, ze dla dowolnego naturalnego n, f1(n) # f3(n).
Zadanie 5. Dana jest funkcja arytmetyczna f. Udowodnij, ze

n

S°HNWD(k,n)) = (f * ) (n).

k=1

Zadanie 6. Dane sa funkcje arytmetyczne g, h. Niech f = gxh oraz G(n) = >_;_, g(k). Udowodnij,

ze
n n n
B =Y nwG (| 1])

OIS

k=1 k=1
Zadanie 7. Udowodnij, ze warto$¢ oczekiwana sumy dzielnikéw liczby n € {1,..., N} jest mniejsza
niz N.
Zadanie 8. (72 OM-III-1) Dana jest dodatnia liczba catkowita k > 2. Niech p1, pa, ..., px beda k naj-
mniejszymi liczbami pierwszymi i niech N bedzie ich iloczynem. Wykazaé, ze w zbiorze {1,2,..., N}
dokladnie polowa elementéw jest podzielna przez nieparzyscie wiele sposrod liczb py, . .., pg.

Zadanie 9. Dana jest liczba naturalna N. Niech f(NN) oznacza liczbe par uporzadkowanych liczb
naturalnych (a,b) takich, ze
ab

a+b
jest calkowite i jest dzielnikiem N. Udowodnij, ze f(NV) jest kwadratem.

Zadanie 10. (Bulgaria 1989) Wyznacz
1989
1
> i | 22
n

n=1

Zadanie 11. Udowodnij, ze wielomiany cyklotomiczne maja wspolczynniki catkowite.

Rozwigzania ¢wiczen

Rozwiagzanie 1. Multiplikatywnos$é¢ funkcji id, 1 jest oczywista. Multizbiér dzielnikéw pierwszych
liczby ab to suma multizbioréw dzielnikéw pierwszych liczb a oraz b, zatem Q(ab) = Q(a) + Q(b).
Stad dostajemy multiplikatywnos¢ funkcji pu, A. Teraz sprawdzmy, ze funkcja oy jest multiplikatywna
dla dowolnego k. Niech a, b beda dowolnymi wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Mamy

= de = Z d1d2 Z dk ng = Uk(a)ak(b)'

d|ab dllcl/7 dz‘b d1|a dzlb

Pozostaje sprawdzi¢ multiplikatywnos¢ funkcji ¢. Niech a, b beda wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi. Na mocy CRT dla dowolnych dwoch « € Z/(a),y € Z/(b) istnieje dokladnie jedno
takie n € Z/(ab), ze n =, x oraz n = y. Dodatkowo takie n jest wzglednie pierwsze z ab wtedy
i tylko wtedy, gdy « jest wzglednie pierwszy z a oraz y z b. W takim razie mamy bijekcje miedzy
resztami wzglednie pierwszymi z ab, a parami reszt wzglednie pierwszych z a oraz b. W szczegdlnosci

p(ab) = p(a)p(b).



Rozwiazanie 2. Oczywiscie splot jest przemienny. Latwo tez zauwazy¢, ze dla dowolnych funkcji
arytmetycznych f, g, h mamy

(f*(gxh)n)= > fla = ((fxg) = h)(n),
abc=n

zatem splot jest rowniez taczny. Widaé tez, ze splatanie z ¢ nie zmienia funkcji.

Rozwigzanie 3. Skoro 1, p i § sa multiplikatywne, to ich splot rowniez jest. Wystarczy zatem
pokazad, ze zgadza sie on z § w potegach liczb pierwszych. Cheemy zatem pokazadé, ze (1xp)(p*) =0
dla a > 1 (to, ze (L x0)(1) =1 jest jasne). Mamy jednak

(Lx (™) = > p(p*) = p(1) + p(p) =1-1=0.

Rozwiagzanie 4. Wystarczy zastosowaé standardowa inwersje Mobiusa dla funkcji log f, log F'.

Rozwigzania zadan

Rozwiazanie 1. Przepisujac teze w jezyku splotéw, chcemy pokazaé, ze ¢ x 1 = id. Skoro funkcje
te sa multiplikatywne, to wystarczy pokazac, ze obie strony zgadzaja sie dla poteg liczb pierwszych.

Mamy
(1)) = lp Z PP —p") =p*

k=0

Rozwigzanie 2. Réwnoéé ta jest réwnowazna (1 x 73) = (1 % 7)2, gdzie gérne indeksy oznaczaja
potegowanie. Oczywiscie jezeli pewna funkcja f jest multiplikatywna, to dowolna jej potega rowniez
jest. W szczegdlnodci obie strony réwnania sa multiplikatywne i wystarczy sprawdzi¢ ich zgodnosé
dla poteg liczb pierwszych:

M) =) 7k =) (k+1)° = <Z(k+1)> = (Lx7)*(p").

k=0 k=0 k=0

Rozwiazanie 3. Korzystajac z inwersji Mdbiusa dostajemy
= 2 u(d)
d|n

Niech p bedzie nieparzystym dzielnikiem n z wyktadnikiem p—adycznym «. Zauwazmy, ze jedyne
niezerowe elementy w powyzszej sumie odpowiadaja tym d, ktorych wszystkie dzielniki pierwsze
wystepuja w pierwszej potedze. Mozemy zatem sparowaé¢ kazdy dzielnik d niepodzielny przez p z
dzielnikiem dp. Wtedy

an= Y i(ﬁ—%) D (22*% —1).
p nie dzieli d p nie dzieli d

Widaé, ze wyktadniki w powyzszej sumie sg wielokrotnosciami p® — p®~! = ¢(p®), zatem na mocy
twierdzenia Eulera p* | a,. Latwo zauwazyé, ze va(a,) = gdzie p1,...,pr to wszystkie

n
p1-Pk’
dzielniki pierwsze n. W szczegdlnosei 2v2(n)—1 | va(an,) = walay) = 292001 > wy(n).

Rozwigzanie 4. Zauwazmy, ze

= =3 (3) x



gdzie
ljeslizx =41
x(z) =< —1jedli x =4 3
0jesli 2 | x
Wystarczy pokazaé, ze wyrazenie na prawo od n nigdy nie jest zerowe. Naturalnie y oraz x~! sg

multiplikatywne. W takim razie ich splot réwniez jest multiplikatywny i wystarczy sprawdzi¢, ze jest
niezerowy na potegach liczb pierwszych:

(o3

(™)) =D "x(p)*.

k=0
Jednak kazdy wyraz tej sumy ma rézny wykladnik p—adyczny, zatem nie mozemy otrzymac zera.

Rozwigzanie 5. Mamy

SINWDkm) = S fd) =S F@Ifk < nINWD(k,n) = d}| =
k=1 k=1, d=NWD(k,n) d|

= fe () = (F o).
din

Rozwigzanie 6. Mamy

> 10 =Y S (5) =30 Y o (5) = X nwe ([7]).
k=1 k=1 d|k k=1 d|k<n k=1
Rozwigzanie 7. Warto$é oczekiwana sumy dzielnikéw liczby n € {1,..., N} jest réwna

| XN
N Z a(n).
n=1
Mamy o =1 *id oraz x = ), _, 1(z) zatem na mocy poprzedniego zadania mamy

N N
1 1 N
FONUES W M <N
Rozwiagzanie 8. Zauwazmy, ze teza jest réwnowazna z
N
> WNWD(k,N)) = 0.
k=1

Na mocy zadania 5 powyzsza suma jest réwna (p* ¢)(N). Skoro jest to splot funkcji multiplikatyw-
nych oraz N jest bezkwadratowe, to mamy

(@) (N) = [ (1 ©)(p)-

pln

W szczegdlnosci w powyzszej sumie wystepuje

(L*)(2) = pn1)p(2) + p(2)p(1) =1-1=0.



Rozwiazanie 9. Zapiszmy a = dx, b = dy, gdzie d to najwiekszy wspélny dzielnik a, b. Jezeli liczby
te spelniaja warunek z zadania, to @ + y | dzy oraz day | (x + y)N. Skoro x oraz y sa wzglednie
pierwsze, to x4y | d. Zapiszmy d = k(z+y). Wtedy k(z+y)zy | (t+y)N = kzy | N. Dodatkowo
z kazdej takiej trojki (k,z,y) jesteSmy w stanie odzyskaé¢ dobra pare (a,b). Innymi stowy f(N) to
liczba przedstawien N jako iloczyn klxy, gdzie x L y. Aby zliczyé liczbe takich podziatéw zacznijmy
od wybrania d = zy. Liczba przedstawien d jako iloczyn liczb wzglednie pierwszych jest réwny 2¢(4)
gdzie w(d) oznacza liczbe dzielnikéw pierwszych d bez powtérzen (na tyle sposobéw wybieramy

dzielniki z). Nastepnie k& mozna wybraé na 7 (%) sposobow. W takim razie

FN) =3 2@ (%) — (2% % 7)(N).

d|N
W takim razie f jest multiplikatywna i wystarczy sprawdzié, ze jest kwadratem dla wszystkich poteg
liczb pierwszych:

(03

(22 m)(p") = D20 r () =a+ 142 (a—k+1) =
k=0 k=1

=a+l+ala+l)=(a+1)>%

Rozwigzanie 10. Korzystajac z zadania 6 dla h = )\, g = 1 dostajemy

1989 1989
> An) PfJ =Y _(Ax1)(n).

n=1 n=1

Zauwazmy, ze A * 1 zwraca 1 jezeli liczba jest kwadratem oraz 0 w przeciwnym wypadku. Istot-
nie, powyzszy splot jest multiplikatywny, wiec wystarczy sprawdzi¢ nasza hipoteze dla poteg liczb

pierwszych:
(0%

A1) =D (-1)20) = 3" (-1)k.
k=0 k=0
Widaé, ze powyzsza suma jest réwna 1 dla parzystych a oraz 0 dla nieparzystych. W takim razie
suma z zadania zlicza liczbe kwadratéw w zbiorze {1,...,1989}, czyli jest réwna L\/ 1989J =44.

Rozwiazanie 11. Z definicji mamy

(bn(X) = H (X_Ck)?

kln, k<n

gdzie ¢ oznacza pewien pierwotny pierwiastek z 1 stopnia n. Skoro ( jest pierwotny, to dowolny

pierwiastek z 1 stopnia n da si¢ zapisa¢ jako (%, gdzie d | n, k L n oraz k < 5. Taki zapis jest

jednoznaczny oraz ¢ jest (%)—tym pierwotnym pierwiastkiem z 1. W takim razie

HCIJd(:E) =z" —1.

d|n

Korzystajac z multiplikatywne]j inwersji Mdbiusa jesteSmy w stanie wyliczyé¢ ®,,(z) z powyzszego
rownania. Widaé, ze wykonywane operacje pozostawiaja nas w ciele liczb wymiernych, zatem @,
ma wspélezynniki wymierne.



