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Teoria

Definicja 1 (Inwolucja)

Abuse of notation: Inwolucja to mapa rzutowa, ktéra zlozona ze soba daje identycznosé. (w
tym kontekscie identycznosci nie uznajemy za inwolucje)

Inwolucja ma co najwyzej 2 punkty state.

Kazda inwolucja na prostej to branie sprzezenia harmonicznego wzgledem pewnej ustalonej
pary punktow. Jest to jednoczesnie inwersja lub symetria o $rodku na tej prostej

Inwolucja na stozkowej to rzutowanie przez punkt poza stozkowa.

Twierdzenie 1 (DIT)

Dany jest czworokat ABCD wpisany w stozkowa I' oraz prosta [, ktéra nie przecho-
dzi przez zadne dwa wierzcholki tego czworokata. Niech [ przecina proste AB, CD,
AD, BC, AC, BD oraz I' odpowiednio w punktach Xy, Xo,Yy,Ys, Z1, Z5, Ty, To. Wtedy
(X1,X5),(N1,Y5),(Z1,Z5), (T1,T>) sa parami pewnej inwolucji na [.

Twierdzenie 2 (DDIT)

Dany jest czworokat ABCD opisany na stozkowej I'. Proste AB oraz C'D przecinaja sie
w E, natomiast AD oraz BC przecinaja sie w F. Niech L bedzie dowolnym punktem r6z-
nym od A, B,C, D, E, F. Niech s,t beda stycznymi do I' przechodzacymi przez L. Wtedy
(LA, LC),(LB,LD),(LE,LF), (s,t) sa parami pewnej inwolucji na peku L.
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Zadania

Zadanie 1 (Lemat izogonalny). Dane sa parami rézne punkty A, B,C,D,O, przy czym proste
OC, 0D sy izogonalne w kacie AOB. Udowodnij, ze proste przez O oraz przeciecia AC z BD oraz
AD z BC rowniez sa izogonalne w tym kacie.

(Jakis bardzo stary OM) Punkty K i L leza odpowiednio na bokach BC i C'D réwnolegloboku
ABCD, przy czym BK - AD = DL - AB. Odcinki DK i BL przecinaja sie w punkcie P. Wykaza¢,
7e JDAP = 4BAC.

Zadanie 2. Udowodnij, ze punkty stycznosci okregu wpisanego oraz A—dopisanego do boku BC
sa symetryczne wzgledem Srodka tego odcinka

Zadanie 3. Proste styczne do okregu opisanego na tréjkacie ABC w punktach B oraz C przecinajg
sie¢ w punkcie X. Udowodnij, ze AX jest symediang.

Zadanie 4. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym. W tréjkacie ABC niech I oraz J ozna-
czajy $rodek okregu wpisanego i A—dopisanego odpowiednio. W tréjkacie AC'D niech K oraz L
oznaczaja Srodek okregu wpisanego i A—dopisanego odpowiednio. Udowodnié, ze proste IL, JK
oraz dwusieczna kata BCD sa wspdlpekowe.

Zadanie 5 (Serbia MO 2017 P6). Niech k oznacza okrag opisany na tréjkacie ABC' oraz niech k,
oznacza okrag A— dopisany do ABC. Niech wspélne styczne zewnetrzne okregbéw k, k, przecinaja
BC w P oraz Q. Udowodnié, ze SPAB = JCAQ

Zadanie 6. Niech ABC bedzie tréjkatem, a M érodkiem boku BC'. Niech ~ bedzie jego okregiem
wpisanym. Srodkowa AM przecina v w punktach X oraz Y. Niech proste przez X, Y, rownolegte
do BC przecinajg v ponownie w X7, Y;. Proste AX;, AY; przecinaja BC w punktach P oraz Q.
Udowodnié, ze BP = CQ.

Zadanie 7 (68 final zad 5). Punkt M jest $rodkiem boku BC tréjkata ABC, w ktérym AB = AC.
Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu M na bok AB. Okrag w jest wpisany w tréjkat ACD i
styczny do odcinkéw AD i AC odpowiednio w punktach K i L. Proste styczne do w przechodzace
przez M przecinaja prostag K L w punktach X i Y, przy czym punkty X, K, L, Y leza w tej kolejnosci
na prostej K L. Udowodnié¢, ze punkty M, D, X, Y leza na jednym okregu.

Zadanie 8 (Taiwan TST3 2014 P3). Niech M bedzie dowolnym punktem na okregu opisanym na
trojkacie ABC'. Zalézmy, ze styczne z M do okregu wpisanego w ABC przecinaja BC' w punktach
X1, X5. Udowodnié, ze okrag opisany na M X; X5 przecina okrag opisany na ABC' po raz drugi w
punkcie styczno$ci okregu A—dowpisanego.



Rozwigzania

Rozwiazanie 1. Na mocy DDIT istnieje inwolucja zamieniajaca OA z OB, OC z OD oraz OF
z OF, gdzie E = ACNBD, F = AD N BC. Jezeli zlozymy te inwolucje z symetria wzgledem
dwusiecznej kata AOB, to otrzymamy inwolucje, ktora jest stata w OA,OB,OC,0D, czyli jest
identycznoécig. W takim razie nasza inwolucja jest symetria wzgledem dwusiecznej kata OAB i stad
teza.

Rozwiagzanie 2. Niech D oznacza punkt stycznosci okregu wpisanego, a E punkt stycznosci okregu
dopisanego. Niech dodatkowo F' oznacza odbicie D przez $rodek okregu wpisanego. Znanym faktem
jest, ze punkty A, E, F leza na jednej prostej. Zastosujmy teraz DDIT dla czworokata zdegenero-
wanego ABDC, punktu F' oraz stozkowe] wpisanej bedacej okregiem wpisanym. Dostajemy w ten
sposéb inwolucje zamieniajaca F'B z FC, FA z FD oraz zachowujaca prosta przechodzaca przez
F, réwnolegta do BC'. Rzutujac te inwolucje na prosta BC przez F' otrzymujemy inwolucje, ktora
zamienia B z C, D z FE oraz zachowuje punkt w nieskonczonosci. Jezeli ztozymy te inwolucje z
symetria wzgledem srodka BC', to otrzymamy inwolucje, ktora jest stata w B, C, copc. Dostajemy
zatem, ze nasza inwolucja jest ta symetria i stad teza.

Rozwiazanie 3. Niech w oznacza okrag wpisany w tréjkat BC X. Proste katy pokazuja, ze srodek
tego okregu jest érodkiem tuku BC' okregu opisanego na ABC, ktéry nie zawiera A. Niech M
oznacza srodek boku BC'. Zastosujmy DDIT dla czworokata zdegenerowanego BM CX, punktu A
oraz stozkowej w. Dostajemy inwolucje, ktora zamienia AB z AC, AM z AX oraz styczne z A do w.
Skoro $rodek w lezy na dwusiecznej kata BAC, to styczne z A sg symetryczne wzgledem dwusiecznej
kata BAC. Postepujac analogicznie jak w rozwiazaniu zadania 1, dostajemy, ze nasza inwolucja to
symetria wzgledem dwusiecznej kata BAC' i stad teza.

Rozwigzanie 4. Mamy JICJ = 4LCK = 90°, wigc proste CJ, C'L sa izogonalne w kacie ICK. Z
DDIT dostajemy, ze C' A oraz C'X réwniez sa izogonalne w tym kacie, gdzie X oznacza przeciecie 1L
z JK. Wystarczy policzyé¢ na katach, ze C'A oraz dwusieczna kata BCD sa symetryczne wzgledem
dwusiecznej kata ICK.

Rozwiazanie 5. Oznaczmy punkt przecigcia stycznych przez O oraz niech E to punkt stycznosci
okregu k, z BC'. Stosujac DDIT dla czworokata ABEC, punktu O oraz stozkowej k,, dostajemy
inwolucje zamieniajaca OB z OC, OA z OF oraz OP z OQ). Niech D oznacza przeciecie OA z BC.
Rzutujac nasza inwolucje na BC otrzymujemy inwolucje zamieniajaca B z C, D z E oraz P z Q.
Wystarczy pokazaé, ze AD oraz AFE sg izogonalne w kacie BAC. Niech w oznacza okrag wpisany w
ABC'. Zauwazmy, ze O jest srodkiem dodatniej jednokladnoéci przeprowadzajacej k na k, oraz A
jest érodkiem dodatniej jednoktadnosci przeprowadzajacej k, na w. W takim razie srodek dodatniej
jednoktadnosci przeprowadzajacej w na k, czyli sprzezenie izogonalne punktu Nagela, lezy na prostej
AO. W takim razie AO jest sprzezona izogonalnie do AF, co chcieliémy pokazaé.

Rozwiagzanie 6. Oznaczmy przez R przeciecie XY7 z Y X;. Z DDIT dostajemy inwolucje usalajaca
AM oraz zamieniajaca AX; z AY;, Acope z AR. Pokazemy teraz, ze AR|BC. Niech K, L, D
oznaczaja punkty stycznosci okregu wpisanego do AB, AC, BC odpowiednio. Niech dodatkowo S
oznacza przeciecie AM z KL. Wtedy SD L BC, co mozna policzy¢ obliczajac stosunek KS/SL za
pomoca twierdzenia sinuséw w tréjkatach AKS, ALS, DK S, DLS. W takim razie X;Y; réwniez
przechodzi przez S i RS jest dwusieczna kata X RX;. Z twierdzenia o dwusiecznej mamy RX/RY =
XS/SY = XA/AY, gdyz (A, X;S,Y) = —1 (biegunowa A, czyli KL przechodzi przez S). Z drugiej
strony RX/RY = RX/RX;, zatem z twierdzenia Talesa mamy rzadana réwnolegtoéé. Teraz nasza
inwolucja zachowuje kierunek AM , kierunek BC oraz zamienia P z Q). Rzutujac te inwolucje na BC
dostajemy, ze zachowuje ona M oraz punkt w nieskonczonosci, czyli jest symetrig wzgledem M.

Rozwiazanie 7. Oznaczmy przez S punk stycznosci okregu wpisanego do C'D, przez N Srodek
KL oraz przez R przecigcie CD z K L. teza jest rownowazna z RX - RY = RD - RS, jednak prawa
strona jest réwna RK - RN (SMDK = SJKNM = 90°). W takim razie teza jest réwnowazna z
istnieniem inwolucji na prostej K L, ktéra zamienia R z nieskonczonoscig, K z N oraz X z Y. Na
mocy DDIT dostajemy inwolucje zamieniajaca M X na MY, M Ana MS oraz M R na MC. Rzutujac



te inwolucje przez M na KL dostajemy, ze jest to prawie nasza szukana inwolucja. Aby skonczyé
zadanie, wystarczy pokazaé, ze M, S, K leza na jednej prostej. Zauwazmy jednak, ze sa to rzuty
$rodka okregu wpisanego na boki trojkata BC' D. Skoro jednak B to odbicie C' wzgledem dwusiecznej
kata DAC, to érodek tego okregu lezy na okregu opisanym na BCD i nasza wspdéliniowo$é wynika
z twierdzenia o prostej Simsona.

Rozwiazanie 8. Niech D oznacza punkt stycznosci okregu wpisanego do BC' oraz T punkt stycz-
noéci okregu A—dowpisanego do okregu opisanego na ABC'. Niech ponadto S oznacza przeciecie
AM z BC. Z DDIT daje nam inwolucje, ktora po zrzutowaniu na BC' zamienia B z C, D z S oraz
X1 z X5. Korzystajac z faktu, ze T'D przechodzi przez odbicie A wzgledem symetralnej BC', tatwo
policzy¢ na katach, ze M, T, S, D leza na jednym okregu. W takim razie nasza inwolucja to inwersja
o srodku w przecieciu MT z BC. W takim razie rowniez punkty M, T, X;, Xz leza na jednym
okregu.



