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Teoria

Twierdzenie 1 (Przeksztalcenia liniowe skaluja objetosci)

Niech X € R™ bedzie figura o objetosci V' oraz A odwracalng macierzg n X n o wspotczyn-
nikach rzeczywistych. Wtedy figura

AX ={Az |z € X}

ma objetosé |det A| - V.

Nie bedziemy dokladnie definiowali czym jest objetosé, natomiast w rozpatrywanych przykladach
powinno by¢ to w miare jasne. Mozemy o tym myéle¢ w nastepujacy sposob: podobnie jak podczas
calkowania przyblizamy pole za pomoca prostokatow, mozemy przyblizaé¢ objetos¢ rozpatrywanej
figury za pomoca prostopadlo$cianow.

Definicja 1 (Krata)

Kratg rozpinang przez wektory vy, ...,v, € R™ nazwiemy zbiér wszystkich kombinacji cal-
kowitych tych wektorow. Inaczej

A={av1+ -+ amom | a1, ..., am € Z}.

Dodatkowo jesli m = n oraz rozpatrywane wektory sa liniowo niezalezne, to réwnoleglo$cia-
nem fundamentalnym kraty A nazwiemy zbior

{z1v1 + - 2pvn | 21, ..., 2, €]0,1]},

a jego objeto$¢ oznaczymy przez Vol(A).

Twierdzenie 2 (Minkowskiego o figurze wypuklej)

Niech A bedzie wypukla oraz symetryczna wzgledem 0 figura w R™. Niech dodatkowo A
bedzie krata rozpinana przez n liniowo niezaleznych wektoréw. Wtedy jezeli

Vol(A) > 2"Vol(A),

to wewnatrz A znajduje sie pewien niezerowy element kraty A.
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Przyklad: Kazda liczba pierwsza postaci 4k + 1 jest sumg dwdch kwadratéow liczb catkowitych.

Dowdd. Pomysl jest nastepujacy: bedziemy chcieli znalezé taki niezerowy punkt (x,y) o wspdl-
rzednych calkowitych wewnatrz dysku D = {(z,y) | 2% + y? < 2p}, ze p | 22 + y>. W tym celu
skonstruujemy taka krate A, ze kazdy jej element (x,y) bedzie spetnial p | 22 + y? oraz Vol(A) = p.
Wiemy, ze istnieje taka liczba catkowita ¢, ze p | ¢ + 1 (przykladowo ¢ = (L;l)') W takim razie
dowolny wektor bedacy wielokrotnoscig (¢, 1) spetnia p | 22 + y2. Dodatkowo zwigkszajac wspot-
rzedna x o wielokrotnosé p, nie wpltywamy na sume kwadratéw wspoétrzednych mod p. W takim
razie dowolny element kraty generowanej przez (c, 1) oraz (p,0) ma sume kwadratéw wspo6lrzednych

podzielna przez p. Dodatkowo
c pl|_
det [1 O} ’ =Dp.

Vol(D) = 2pm > 4p = 4V ol(A),

Vol(A) =

Mamy

zatem na mocy twierdzenia Minkowskiego, istnieje taka niezerowa para (z,y) liczb catkowitych, ze
p|a? +y? oraz 0 < 2? + y? < 2p. W takim razie 22 + y? = p. O

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze objetoéé kraty nie zalezy od wyboru wektoréw generujacych ja (zacznij
od przypadku 2 wymiarowego).

Cwiczenie 2. Rozpatrzmy zbiér postaci
{(z,y) | az® + by + cy® < d},

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi oraz d > 0. Udowodnij, ze obszar ten jest ograniczony wtedy
i tylko wtedy, gdy 4ac > b°. Pokaz, ze w tym wypadku jest on wypukly oraz ze jego objetosé wynosi

2mwd
Viac — b2’

Generowanie punktéw na krzywych

Zaltbézmy, ze punkt X o wspoélrzednych wymiernych lezy na krzywej stozkowej I', ktérej wspot-
czynniki réwniez sa wymierne. Niech dodatkowo Y bedzie pewnym punktem rzeczywistym
na I'. Wtedy Y ma wspolrzedne wymierne <= nachylenie prostej XY jest wymierne.

Przyktad: Wyznacz wszystkie punkty wymierne na okregu jednostkowym.

Dowdd. Zauwazmy, ze na okregu jednostkowym lezy punkt (0,1). Mozemy teraz rozpatrzeé prosta
o réwnaniu y = tx + 1 o nachyleniu ¢, przechodzaca przez (0,1). Obliczmy jej drugie przeciecie z
okregiem jednostkowym:

=@z +1)*+2? =22(* + 1) + 2t + 1 <= z(z(t* + 1) +2t) = 0.

W takim razie x = % oraz y = % Skoro kazdemu punktowi na okregu odpowiada pewne
wymierne nachylenie oraz kazdemu nachyleniu odpowiada punkt wymierny, to za pomoca takiej
parametryzacji otrzymamy wszystkie punkty wymierne na okregu. Dodatkowo podstawiajac ¢t = &

n
otrzymujemy charakteryzacje wszystkich tréjek pitagorejskich. O

Cwiczenie 3. Rozwiaz réwnanie 22 + zy 4+ y? = 1 w liczbach wymiernych.



Definicja 2 (Krzywa sze$cienna)

Krzywa szescienna bedziemy nazywali zbiér punktéw spetniajacych rownanie postaci

ax® + b’y + coy? +dy +ex? + fry+ gt +hr+iy+5j=0

Dana jest krzywa szescienna I' oraz dwa punkty wymierne X, Y na niej lezace. Prosta XY
przecina I' po raz trzeci w punkcie Z. Wtedy Z réwniez ma wspélrzedne wymierne.

Przyktad: Udowodnij, ze istnieja takie liczby wymierne a,b, ze a® + b = 9 oraz {a,b} # {1,2}.
Podaj przyklad takich liczb.

Dowéd. Popatrzmy na krzywa I' : 23 + y> = 9. Leza na niej 2 oczywiste punkty wymierne (1,2)
oraz (2,1). Niestety prosta przechodzaca przez te punkty nie przecina ponownie I' (jak mozemy
to interpretowaé geometrycznie?). Zamiast prowadzi¢ prosta przez (1,2) oraz (2,1), poprowadzmy
prosta przez (1,2) oraz (1,2). Czym jest ta prosta? Jest to styczna do I" w (1,2). Ma ona réwnanie
y=2+ f'(1)(z — 1), gdzie

! 1

fl(z) = ( V9 — 1:3) = —322. 5(9 — x?’)_%.

W takim razie f'(1) = —i. Popatrzmy na ”trzecie” przecigcie tej prostej z I
3
9 =z 63 27
9=(-—- 2= a4+ a2+ ...
(4 4) + 64 + 64 +

Dostaliémy wielomian sze$cienny, ktéry ma podwdjny pierwiastek x = 1 (Mozna to zweryfikowaé
recznie), zatem jego trzeci pierwiastek to z wzordéw Viete’a z = —% -2 = —% -2 = —1—77. Wstawiajac
to do réwnania prostej dostajemy pare (—1—77, 2—70) O



Zadania

Zadanie 1. Dodatnie liczby a, b, ¢ spetniaja ac = b* + b+ 1. Udowodnij, ze réwnanie
ar® — (2b+ Vzy +cy® =1

ma rozwiazanie caltkowite.

Zadanie 2 (590M-3-6). Niech S bedzie zbiorem wszystkich dodatnich liczb calkowitych, ktére
mozna przedstawi¢ w postaci a? + 56 dla pewnych wzglednie pierwszych liczb calkowitych a i b.
Niech ponadto p bedzie liczba pierwsza dajaca reszte 3 z dzielenia przez 4. Wykazaé, ze jezeli pewna
dodatnia wielokrotno$¢ liczby p nalezy do zbioru S, to réwniez liczba 2p nalezy do zbioru S.

Zadanie 3 (Lemat Thuego). Dana jest liczba pierwsza p oraz pewna liczba calkowita c¢. Wtedy
istnieje taka para liczb catkowitych (x,y) # (0,0), ze p | x + cy oraz |z|,|y| < \/p.

Zadanie 4 (Twierdzenie Minkowskiego o formach liniowych). Niech A = (a;;) bedzie n wymiarowa
odwracalna macierza o wspolczynnikach rzeczywistych oraz niech ¢y, ..., ¢, beda takimi dodatnimi
liczbami rzeczywistymi, ze ¢y -+ - ¢, > |det A|. Wykaz, ze istnieja takie liczby catkowite x1,..., 2y,

ze
n
E aijxj
i=1

< ¢

dla kazdego 1.

Zadanie 5. Dane sg liczby rzeczywiste aq, ..., a,, dodatnia liczba catkowita M oraz dodatnia liczba
rzeczywista e. Udowodnij, ze istnieja takie liczby calkowite myq,...,m, oraz p, ze |p| < M™(1 + ¢)
oraz |m; — pa;| < ﬁ dla kazdego i. Czy dla € = 0 teza dalej bedzie prawdziwa?

Zadanie 6. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze réwnanie z2 + zy + y? = n ma rozwiazanie
wymierne wtedy i tylko wtedy, gdy ma rozwiazanie catkowite.

Zadanie 7. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratow liczb catkowitych.
Uwaga: Objetoéé czterowymiarowej kuli jednostkowej wynosi 72 /2.

Zadanie 8 (680M-3-5). Dane sa dodatnie liczby caltkowite a < b. Dowie$é, ze istnieja takie liczby
catkowite p, q, 7, s, ze a < g <L <boraz p®+¢* =r?+ s

Zadanie 9 (RMM 2016-3). Ciggiem szesciennym nazwiemy ciag postaci a,, = n® + bn? + cn + d,
gdzie b, ¢, d sa liczbami catkowitymi, a n przebiega przez wszystkie liczby catkowite.

(a) Udowodnij, ze istnieje taki ciag szeScienny, ze jedyne wyrazy, ktére sa kwadratami liczb catko-
witych to asg1s oraz asgig-

(b) Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci liczby asg15 - ag016 dla ciagu spelniajacego (a).

Zadanie 10. Niech a bedzie ustalona dodatniag liczba catkowita. Udowodnij, ze réwnanie
B4 r+a®= y2
ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych.

Zadanie 11. Udowodnij, ze jedli pewna liczba catkowita jest suma trzech kwadratéw liczb wymier-
nych, to réwniez jest suma kwadratow trzech liczb catkowitych.



