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‘:‘1 Cialo na p? elementach

Teoria
Definicja 1 (Isz)

Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz niereszta kwadratowa d modulo p. Definiujemy
F,(v/d) jako zbiér sktadajacy si¢ z elementéw postaci a + bv/d, gdzie a,b € {0,...,p — 1}
wraz z dodawaniem oraz mnozeniem zdefiniowanymi w nastepujacy sposéb:

(a+bVd) + (z+yVd) =a+z+ (b+y)Vd

(a + bVd)(x + yVd) = az + byd + (ay + bz)Vd.

Okazuje sie, ze kazdy niezerowy element « takiego zbioru posiada odwrotno$é multiplikatywna
a~! speliajaca aa™! = 1. Otrzymujemy w ten sposéb ciato skonczone na p? elementach.

Cwiczenie 1. Niech a € {0,...,p—1}. Udowodnij, ze IFp(\/t_i) zawiera pewien element x spelniajacy

2?2 = a. Wywnioskuj stad, ze wybér d nie ma znaczenia i ze wszystkie ciala na p? elementach sa

7takie same”.

W zwiazku z powyzszym ¢éwiczeniem czesto nie precyzujemy wartosci d, tylko rozpatrujemy dowolne
cialo na p? elementach oznaczane F»

Dane sg dwa elementy a,b € Fp2. Wtedy spetniona jest réwnoscé

(a+b)P =aP +0".

Whiosek 1. Dany jest taki element z € F 2, ze 22 jest niereszta kwadratowa modulo p. Wtedy dla
dowolnych a,b € {0,...,p — 1} zachodzi

(a+bx)? =a—bx.
Whniosek 2. Dla a, b, x tak jak wyzej zachodzi
(a+ bar:)p2_1 =1,
oile a,b # 0.

Zadania

Zadanie 1. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p # 5. Niech dodatkowo f,, oznacza n—tg liczbe
Fibonacciego. Udowodni¢, ze liczby f,2_1 oraz fg — 1 sa podzielne przez p.

Zadanie 2 (610M-3-5). Liczba pierwsza p > 3 daje reszte 2 z dzielenia przez 3. Niech
ap=k*+k+1dlak=1,23,....,p—1.

Wykazaé, ze iloczyn ajazas . ..a,—1 daje reszte 3 z dzielenia przez p.
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Zadanie 3. Udowodnié¢, ze wielomian
x® — x4+ 2137
jest nierozkladalny nad liczbami wymiernymi.
Zadanie 4 (ISL). Ciag ag, a1, az, ... jest zdefiniowany przez warunki
ap =2, Gx41 = Qaz —1.
Udowodnié, ze jesli nieparzysta liczba pierwsza p dzieli a,,, to 273 dzieli p? — 1.
Zadanie 5 (Test Lucasa-Lehmera). Ciag xo, 1, T2, ... jest zdefiniowany przez warunki
o =4, Tpy1 = xi — 2.

Udowodnié, ze dla nieparzystej liczby pierwszej p, liczba n = 2P — 1 jest pierwsza wtedy i tylko
wtedy, gdy n dzieli z,_».



