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1 Kongruencje

Moéwimy, ze a = b (mod n) (a przystaje do b modulo n), jesli liczby a oraz b daja taka sama
reszte z dzielenia przez n.

Kongruencje mozna dodawaé, odejmowacé, mnozy¢, podnosi¢ obustronnie do potegi.

Cwiczenie 1. Znajdz ostatnia cyfre liczby 20242024,

Méwimy, ze b jest odwrotnoscig a modulo n, jesli liczba ab = 1 (mod n). Liczba a posiada
swoja odwrotnosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy a i n sa wzglednie pierwsze. Dodatkowo kazda
liczba ma co najwyzej jedna odwrotnosé¢ w zbiorze {0,1,...,n — 1}.

Cwiczenie 2. Znajdz odwrotnosé liczby 25 modulo 2024.

Whiosek. Jezeli am = bm (mod n) oraz liczby m i n sa wzglednie pierwsze, to a = b (mod n).

2 Twierdzenie Eulera

Niech ¢(n) oznacza liczbe dodatnich liczb catkowitych nie wigkszych niz n, wzglednie pierw-
szych z n. Wtedy dla liczb wzglednie pierwszych a, b zachodzi ¢(ab) = p(a)p(b).

Cwiczenie 3. Oblicz (2024).
Cwiczenie 4. Oblicz o(p™), gdzie p jest liczba pierwsza, a n dodatnia liczba catkowita.

Whiosek. Jezeli p1,ps,...,pr to wszystkie liczby pierwsze w rozkladzie n, to

wn=n(i-5) (-5) ()

Twierdzenie 1 (Twierdzenie Eulera)

Dane sa wzglednie pierwsze dodatnie liczby catkowite a, n. Wtedy

a?™ =1 (mod n)

Whiosek (Male Twierdzenie Fermata). Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba caltkowita a. Wtedy

a? = a (mod p)


https://discord.gg/zHFsUqC4vV

3 Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, ze liczba 20242924 jest podzielna przez 15.

2001

Zadanie 2. Niech a bedzie liczba wzglednie pierwsza z 10. Udowodnij, ze liczby a*""", a maja te

same trzy ostatnie cyfry w zapisie dziesietnym.

Zadanie 3. Liczba naturalna n nie jest podzielna przez kwadrat zadnej liczby catkowitej. Dodatkowo
zachodzi nastepujacy warunek: Jezeli liczba pierwsza p dzieli n, to p — 1 dzieli n — 1. Udowodnij, ze
n dzieli a” — a dla dowolnej liczby caltkowitej a.

Zadanie 4. Udowodnié, ze liczba 2™ — 1 jest podzielna przez n? — 1 dla dowolnej liczby catkowitej
n > 1.

Zadanie 5. Dana jest liczba pierwsza p i dodatnia liczba catkowita wzglednie pierwsza z p!. Udo-
wodnij, ze
pl | a1,

Zadanie 6. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele takich
dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba 2™ — n jest podzielna przez p.

Zadanie 7. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, ze n dzieli
a™ ! — a dla dowolnej liczby calkowitej a.

Zadanie 8. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p. Udowodnij, ze istnieje taka nieujemna liczba
catkowita n, ze liczba

2"+ 3"+ 6" -1
jest podzielna przez p.

Zadanie 9. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz liczba catkowita a. Udowodnij, ze jesli
liczba a? + 1 jest podzielna przez p, to liczba p — 1 jest podzielna przez 4.

Zadanie 10. Rozwiaz w liczbach catkowitych (z,y) réwnanie

2° +17=y*

4 Rzedy

Rzedem liczby a modulo n nazywamy taka najmniejsza dodatnia liczbe catkowita m, ze
a™ =1 (mod n). Stosujemy wtedy oznaczenie m = ord, (a).

‘Whnioski:
1. Jezeli a* =1 (mod n), to ord,(a) | k.
2. ord,(a) | p(n).

NWD(k) = 1 (

3. Jezeli a* = a' =1 (mod n), to a mod n).

5 Zadania z rzedéw

Zadanie 11. Znajdz wszystkie takie liczby dodatnie liczby catkowite n, ze
nl|2"—1
Zadanie 12. Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze
n?| 3" +1.
Zadanie 13. Dana jest liczba pierwsza p. Udowodnij, ze wszystkie dzielniki pierwsze liczby 2P — 1
sa wieksze niz p.

Zadanie 14. Znajdz wszystkie trojki liczb catkowitych dodatnich, dla ktérych zachodza nastepujace
podzielnoéci:
al2°—1,b]2°-1, ¢|2°—1.
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