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Modulo

Czesto podczas rozwiagzywania rownania diofantycznego warto rozpatrze¢ je modulo pewna liczbe.

Cwiczenie 1. Rozwiazaé¢ w liczbach calkowitych réwnanie

W wielu przypadkach nie tak tatwo dobraé¢ odpowiednie modulo. Pomaga w tym nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 1 (Jakie modulo wybrac?)

Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba naturalna k. Wtedy liczby
]-kv 2k7 °oog (p_]')k

generuja dokladnie Wklp_l) reszt modulo p.

Dowdd. Niech g bedzie generatorem modulo p. Wtedy ciag liczb wypisany powyzej jest permutacja
ciagu

17gk792k7 et 79(p_2)k’

Widaé, ze ten ciagg jest okresowy i jego okres to liczba réznych reszt. Jest on rowny najmniejszej
takiej liczbie a, ze

gakzpl <~ p-—1]ak.
Najmniejsza taka liczba jest oczywiscie Wépﬂ). O

Cwiczenie 2. Rozwiazaé w liczbach calkowitych réwnanie

2° =y? + 4.

Schodzenie Fermata

Zal6zmy, ze szukamy rozwiazan (x,y, z) pewnego jednorodnego réwnania diofantycznego. Jezeli uda
nam sie pokazaé, ze dla dowolnego rozwiazania liczby x, y, z sa podzielne przez pewna liczbe natural-
ng d, to otrzymamy nowe rozwiazanie (%, %, 2). W ten sposéb bedziemy w stanie dostawac¢ dowolnie
male rozwiazania, co doprowadzi do sprzecznosci.

Cwiczenie 3. Udowodni¢, ze liczba v/2 jest niewymierna.
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Zadania
Zadanie 1. Znalezé wszystkie rozwiazania réwnania

8zt 4 4yt + 224 =t
w liczbach catkowitych.

Zadanie 2. Znalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania
22+ y? 4 22 + 2 = 2ayzt
w liczbach catkowitych.

Zadanie 3. Udowodni¢, ze liczby 7 nie da si¢ przedstawi¢ w postaci sumy trzech kwadratéw liczb
wymiernych.

Zadanie 4. Udowodni¢, ze liczba postaci 4™(8k+7), gdzie n i k sa dodatnimi liczbami catkowitymi,
nie jest suma jednego, dwoch ani trzech kwadratéw liczb catkowitych.

Zadanie 5. Znalezé wszystkie takie liczby wymierne a, b, ze
a?+ab+b*=2.
Zadanie 6. Dane sa takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze jedynym rozwiazaniem rownania
az? +by? + 2?2+ dt> =0

w liczbach catkowitych x, vy, z, t jest x = y = z = t = 0. Czy oznacza to, ze liczby a, b, ¢, d maja
ten sam znak?

Zadanie 7. Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych réwnanie

ot oyt 4 2t = 9ut.
Zadanie 8 (OM 2 etap). Dany jest taki wielomian W o wspé6lezynnikach catkowitych, ze dla
dowolnych réznych liczb wymiernych 71, ro zachodzi W(ry) # W(rs). Czy ten warunek implikuje,
ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych ¢y, to zachodzi W (ty) # W(t2)?

Rozwigzania ¢wiczen

Rozwigzanie 1. Lewa strona rownania jest nieparzysta, natomiast prawa parzysta. W takim razie
rownanie nie ma rozwiagzan.

Rozwigzanie 2. Aby otrzymaé jak najmniej reszt postaci x° oraz y?, nasuwa sie rozpatrywanie

réwnania modulo 11. Widaé, ze 2° moze przyjmowaé 3 wartoéci —1,0, 1, natomiast y? 6 wartoci,
ktorymi sa 0,1,4,9,5,3. Widaé, ze niezaleznie od wyboru y, prawa strona réwnania nigdy nie daje
reszty —1,0 lub 1, zatem nasze réwnanie nie ma rozwiazan.

Rozwigzanie 3. Zalézmy whrew tezie, ze v/2 = 7+ Podnoszac do kwadratu i wymnazajac stronami
otrzymujemy a® = 2b?. Skoro prawa strona jest parzysta, to a jest parzyste, zatem a = 2a; dla pew-
nego a. Podstawiajac mamy 2a? = b%. Zauwazmy, ze para (b, a;) jest nowym rozwigzaniem réwnania
2% = 29%, ktérego suma wartosci bezwzglednych jest mniejsza niz suma wartoéci bezwzglednych
pary (a,b). Powtarzajac takie rozumowanie odpowiednio duzo razy otrzymamy pare, ktérej suma
moduléw jest ujemna, co daje sprzecznosé.



Rozwigzania zadan

Rozwiazanie 1. Nalezy postepowaé analogicznie jak w rozwiagzaniu éwiczenia 3. Skoro liczba t jest
parzysta, to mozemy ja zastapi¢ liczba 2t;. Dzielac przez 2 widzimy, ze z réwniez jest parzyste i
mozemy je zastapi¢ przez 2z;. Powtarzajac to rozumowanie kilka razy otrzymamy nowe rozwigzanie
réwnania (x1,y1,21,t1) 0 mniejszej sumie moduléw (o ile co najmniej jedna liczba jest niezerowa).
To ponownie prowadzi do sprzecznosci, zatem réwnanie to nie ma rozwiazan poza czworka (0,0,0,0).

Rozwigzanie 2. Zauwazmy, ze gdyby wszystkie liczby x,y, zt byly nieparzyste, to lewa strona
dawalaby reszte 4 modulo 8, natomiast prawa reszte 2. Bez straty ogdlnoséci zaldézmy, ze ¢ jest
parzyste. Wtedy réwniez pewna inna liczba musi byé¢ parzysta, zalézmy, ze jest to z. Gdyby z oraz
y byly nieparzyste, to lewa strona dawalaby reszte 2 modulo 4, natomiast prawa reszte 0. W takim
razie réwniez x oraz y sa parzyste i dzielac wszystkie liczby przez 2 otrzymujemy nowe, mniejsze
rozwiazanie. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, oznacza to, ze jedynym rozwiazaniem jest czwérka

(0,0,0,0).

Rozwigzanie 3. Zalézmy, ze teza jest nieprawdziwa. Mozemy zalozy¢, ze nasze liczby wymierne sa
postaci a/d, b/d, ¢/d. Wtedy otrzymamy zapis

7d? = a® + b + 2.

Jezeli d jest nieparzyste, to lewa strona daje reszte 7 modulo 8, natomiast tatwo zauwazy¢, ze prawa
strona takiej reszty osiagnaé nie moze. W takim razie d jest parzyste. Latwo zauwazy¢, ze jesli
suma kwadratéow trzech liczb jest podzielna przez 4, to kazda z nich musi byé parzysta. To daje
sprzeczno$¢, podobnie jak w poprzednich zadaniach.

Rozwiazanie 4. Zal6zmy wbrew tezie, ze liczba 4 (8k+7) jest suma trzech kwadratéw (zakladamy,
ze niektére z nich moga by¢ zerowe). Jezeli n > 0, to dostajemy sume trzech kwadratéw podzielna
przez 4. W takim razie kazdy z tych kwadratow jest podzielny przez 4 i dzielac obustronnie otrzymu-
jemy, ze 4"~ 1(8k + 7) réwniez jest suma trzech kwadratéw. Mozemy kontynuowaé az n = 0. Wtedy
dostajemy zapis 8k 4 7 jako sume trzech kwadratow, ale znowu poréwnujac modulo 8 widzimy, ze
nie jest to mozliwe

Rozwiagzanie 5. Zapiszmy a = 2/z, b = y/z. Wtedy

22 4 xy + % = 222
Widzimy, ze zaréwno x jak i y musza by¢ parzyste, natomiast po podzieleniu obustronnie przez 2
widzimy, ze réwniez z jest parzyste. Dzielac ponownie przez 2 otrzymujemy mniejsze rozwigzanie,
co prowadzi do sprzeczno$ci.

Rozwigzanie 6. Oczywiscie tak nie musi byé. Wystarczy ustali¢c a = b = ¢ = 1 oraz d = —7.
Na mocy zadania 3, jedynym rozwiazaniem jest czworka (0,0, 0,0), natomiast znak d jest rézny od
znakéw a, b, c.

Rozwiazanie 7. Rozpatrzmy to réwnanie modulo 5. Na mocy MTF, kazda czwarta potega daje
reszte 0 lub 1. Jednak wtedy po lewej stronie mamy reszte 0,1,2 lub 3, natomiast po prawej reszte 0
lub 4. Widaé, ze wszystkie liczby sa podzielne przez 5 co daje nam nowe rozwiazanie i prowadzi do
sprzecznodci, o ile poczatkowa czwdrka nie byto (0, 0,0, 0).

Rozwigzanie 8. Pokazemy, ze tak nie jest. Wezmy wielomian W (z) = 2® — 22. Jezeli 71 # ro sa
takimi liczbami, ze W (ry) = W(rg), to

=2y =78 —2ry <= (r1 —ro)(ri +rirg +rs —2)=0.

Skoro r1 # 19, to drugi nawias musi by¢ zerowy. Jednak na mocy zadania 5 nie jest to mozliwe.
W takim razie W spelnia warunki zadania. Mimo tego istnieja takie liczby rzeczywiste t1,ts, ze
12 4 titg + 12 = 2.



