Rzedy, Generatory i nie tylko

Antoni Luczak

1 Rzedy
Definicja 1 Rzedem elementu a modulo m nazwiemy taka najmniejsza liczbe naturalng ord,, (a), ze

a®rdm(@) = 1.
Dzigki twierdzeniu Eulera taka liczba istnieje.

Kilka fakcikéw:

m | a® — 1 <= ord,,(a) | k

ordp (a) | ¢(m)

e af

=p ¥ ==z =ordm(a) Y
e m | n = ordy(a) | ord,(a)

kY _ rdm( )
ordm (a") = FWHE edora))

e ord,,(a) L ord,,(b) = ord,,(ab) = ord,,(a) - ord,,(b)

Pracujac z rzedami warto rozpatrywaé szczegdlne dzielniki pierwsze (np. najmniejsze). Warto tez
korzystaé z faktu, ze jesli rzad modulo m dzieli jakie$ n, to rzad ten dzieli tez NWD(n, ¢(m)). To
czesto pozwala dobrze oszacowaé wielkosé rzedu, co pozniej pozwala ograniczyé¢ zadanie do szcze-
gblnych przypadkéw. Te technike mozna wykorzysta¢ w rozwigzaniu zadania 1. Warto tez pamietaé
o technikach takich jak sprawdzanie modulo, czy LTE.

Zadania:
1. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze n | 2" — 1.

2. Niech p bedzie liczba pierwsza. Udowodnié, ze wszystkie rézne od 1 dzielniki liczby 2P — 1 sa
wieksze od p.

3. Udowodnij, ze kazdy dzielnik liczby a®” + 1 jest postaci k - 27! + 1
4. (OM) Udowodni¢, ze jesli k,n sa liczbami naturalnymi, to nie istnieja takie liczby naturalne a, b,

ze
k120 —1,2"+1orazn|2*+1,2°—1



5. (Final 54 OM zad 3) Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W o wspélezynnikach catkowitych spel-
niajace nastepujacy warunek: Dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2™ —1 jest podzielna przez W (n).

6. Niech p bedzie liczbg pierwsza oraz n liczba naturalna. Zatézmy, ze 2™ — 1 jest podzielne przez p,
ale nie przez p?. Pokazaé, ze 2P~ — 1 jest podzielne przez p, ale nie przez p?.

7. Znalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze
n? | 3"+ 1.
8 (IMO 1999). Znalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze

n? | 2" + 1.

2 Generatory

Definicja 2 Generatorem modulo m nazywamy taka liczbe g L m, ze ord,,(¢9) = ¢(m). Innymi
stowy potegi generatora modulo m (od g* do g‘P(m)) generujqg wszystkie reszty modulo m wzglednie
pierwsze z m.

Twierdzenie 1 Generator modulo m istnieje w nastepujacych przypadkach:

m=1, 2, 4, p*, 2p*

gdzie p to nieparzysta liczba pierwsza, a k to dowolna liczba naturalna.
Zadania:

1. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz liczba catkowita k, przy czym p — 1 nie dzieli k,
pokazaé, ze
2k (p-1)F=,0

2. Pokazaé, ze jedli istnieje generator modulo m, to elementéw rzedu k jest dokladnie ¢(k).

3. Kryterium Eulera: Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p. Pokazaé, ze kongruencja = =, a® ma

rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy o =, 1.
4. Dana jest liczba naturalna n. Pokazaé, ze
n|3"+4" = 7 |n.

5. Udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze najwiekszy dzielnik
pierwszy liczby n* + 1 jest wiekszy od 2n.

6. Udowodni¢, ze liczby
lkv Qka LR (p_l)k

generujg Wk;_l) niezerowych reszt modulo p.



3 Dodatek: Wielomiany cyklotomiczne

W tej sekeji rozwigzemy problem rozkladu wielomianu X™ — 1 w Z[X].

Definicja 3 Liczbe zespolong z nazwiemy n-tym pierwotnym pierwiastkiem z jednosci, jesli 2™ = 1,
ale zF £ 1 dlal1<k<n.

27i

» . Pokazaé, ze n-te pierwotne pierwiastki z jednosci to dokladnie liczby

Cwiczenie 1 Niech ¢ = e
Fdlal<k<nkLn.

Definicja 4 n-tym wielomianem cyklotomicznym nazywamy wielomian

@) = [T (X - ¢*).

kln

Przyktad:
P X)=X -1, Do(X)=X+1, D3(X) = X2+ X +1, &y(X) =X +1

Twierdzenie 2 Dla dowolnego naturalnego n, ®,, ma wspoélczynniki catkowite oraz jest nierozkta-
dalny w Z[X].

Twierdzenie 3 Dla dowolnego naturalnego n

X" —1=]]®aX).
d|

Niech u(n) oznacza funkcje Mobiusa

(n) = 0, jesli n jest podzielne przez kwadrat
o= (—1)“(™ w przeciwnym przypadku

gdzie w(n) oznacza liczbe dzielnikéw liczby n. Wtedy

0, () = [J(x = 1y,
d|n
Twierdzenie 4 Niech p bedzie liczba pierwsza, n liczba naturalna, a liczba catkowita. Zalézmy, ze
®,(a) =, 0
Wtedy p|n lub ord,(a) = n.

Przyklad (Staby Dirichlet): niech a bedzie liczba naturalna. Udowodnié, ze w ciagu arytmetycz-
nym an + 1 jest nieskoniczenie wiele liczb pierwszych.

Dowdd: Zatézmy, ze ciag ten zawiera jedynie skonczenie wiele liczb pierwszych, nazwijmy je p1, . . ., k-
Rozwazmy liczbe
K = ®q(ap1 - pr)

(w przypadku gdy w ciagu nie ma liczb pierwszych bierzemy K = ®,(a)). Niech p bedzie dowolnym
dzielnikiem pierwszym liczby K. Oczywiscie Wyraz wolny ®, jest réwny 41, zatem p nie dzieli



api - - - pi. Z twierdzenia wiemy, ze a = ordy(ap1---px) | p—1 = p=an+ 1 dla pewnego n € N.
OtrzymaliSmy nowa liczbe pierwsza w naszym ciggu, co oznacza sprzecznosc.

Innym waznym faktem, ktéry da sie udowodnié¢ za pomoca wielomianéw cyklotomicznych jest na-
stepujace twierdzenie:

Twierdzenie Zsigmondy’ego: Niech a > b beda wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi.
Woéwezas dla kazdego naturalnego n, a™ —b™ posiada taki dzielnik pierwszy p, ze Vocr<n p ak — bk,
Twierdzenie nie dziala w nastepujacych przypadkach:

e n =2 oraz a + b jest potega dwdjki
n

Takie dzielniki pierwsze p nazwiemy dzielnikami pierwotnymi liczby a™ — b™.

Twierdzenie (Wersja plusowa): Twierdzenie Zsigmondy’ego dziala nawet jesli a” —b", a* —b* za-

mienimy na a”+b", a¥+b*. Ten wariant przestaje dziataé¢ wtedy i tylko wtedy gdy a = 2,b = 1,n = 3.

Przyklad (OM): Dane sa rézne liczby pierwsze p, ¢ wieksze od 2. Udowodnié, ze liczba 2P9 — 1 ma
co najmniej 3 rézne dzielniki pierwsze.

Dowdéd: 7 twierdzenia Zsigmondy’ego dla 2P — 1,29 — 1,2P9 — 1 dostajemy, ze kazda z tych liczb
posiada pierwotny dzielnik pierwszy. Jednak 2P — 1,29 — 1 sa dzielnikami 2P? — 1 - koniec. Czytelnik
powinien sprawdzi¢, ze w kazdym z tych przypadkéw twierdzenie Zsigmondy’ego zadziala.

Jak zaraz zobaczymy, Twierdzenie Zsigmondy’ego trywializuje wiele dosé¢ ciezkich zadan.
Zadania:

1. Dane sa liczby naturalne a > 1,m # n. Udowodnié, ze jesli liczby a™ — 1,a™ — 1 posiadaja do-
ktadnie te same dzielniki pierwsze, to a + 1 jest potega 2.

2. Pokazaé, ze nie istnieja takie liczby naturalne 22009 4 32009 = 72,

3. (ISL 2000 N4) Znalezé¢ wszystkie tréjki liczb naturalnych (a, m,n) spelniajace
a+1|(a+1)"

4. (IMO 2000 P5) Rozstrzygnaé czy istnieje taka liczba naturalna n, ze n ma dokladnie 2000 parami
réznych dzielnikéw pierwszych oraz n | 2™ + 1.

5. Niech p1,p2,...,p, beda parami réznymi liczba mi pierwszymi wigkszymi od 3. Udowodnij, ze
liczba 2P'P» 4+ 1 ma co najmniej 22" dzielnikéw.

6. Rozwiaza¢ rownanie
t+yt=p",
gdzie x,y,n sa liczbami naturalnymi, a p jest liczba pierwsza (bez WTF).



4 Rozwigzania

4.1 Rzedy

1. Niech p to najmniejszy dzielnik pierwszy liczby n. Wtedy p | 2" —1 = ord,(2) | n =
ord,(2) | NWD(n,p — 1) =1, czyli ord,(2) = 1, co nie jest mozliwe.

2. Niech ¢ to najmniejszy dzielnik pierwszy liczby 27 — 1. Mamy ord,(2) | p, wiec korzystajac z faktu,
ze ordy(2) # 1 dostajemy ord,(2) = p. Mamy zatem p | ¢(¢) = p < ¢(¢) < g. Skoro najmniejszy
dzielnik liczby 2P — 1 jest wiekszy od p, to kazdy jej dzielnik jest wiekszy od p.

3. Teze wystarczy pokazaé dla dzielnikéw pierwszych. Niech p | a®” 41 bedzie liczba pierwsza. Mamy
p|a®" =1, czyli ord,(a) | 2", ale ord,(a) nie dzieli 2". To oznacza, ze ordy(a) = 2"+ —

2+l | p—1 = p=Fk- 27+l 41,

4. Zalézmy, ze takie k, n istnieja. Wtedy ordg(2) | 20, ale ordx(2) [ b, czyli va(ordg(2)) = va(b) + 1.
Ponadto ordg(2) | a, czyli va(b) + 1 = va(ordg(2)) < va(a). Jezeli jednak zrobimy to samo dla n, to
dostaniemy vs(a) + 1 < va(b) - sprzecznosé.

5. Zauwazmy, ze p | W(n) = p | W(n+p), czylip|2"—1, 2" -1 — ord,(2) | n, n+p =
ordy(2) | p = ordy(2) | NWD(p,p—1) = 1. To oznacza, ze jedynymie wielomianami spelniajacymi
warunki zadania sa W(z) = £1.

6. Niech m = ord,(2). Mamy p | 2™ —1 | 2" — 1, czyli p? nie dzieli 2™ — 1. Oczywiscie m | p—1 =
2m — 1| 2P~1 — 1. Mamy zatem
p—1

2pil_l—14—2"‘4—(2’”)24— sl 1414 1=
om 1 P T om

czyli 2771 — 1 jest podzielne przez p ale nie przez p2.

7. Gdyby n bylo parzyste, to 4 | 3™ + 1 =4 2, co nie jest mozliwe. Pokazemy, ze dla nieparzystego
n > 1 podzielnosé

n|3"+1
nie moze zajs¢. Zalézmy, ze jest inaczej i niech p to najmniejszy dzielnik pierwszy liczby n. Wtedy

p|3"—1 = ord,(3) | NWD(2n,p—1) = 2. To oznacza, ze p | 3> =1 =8 = p = 2, co nie
jest mozliwe. W takim razie jedynym rozwiazaniem jest n = 1.

8. Oczywiscie n = 1 spelnia warunki zadania. Zalézmy, ze n > 1 oraz niech p to najmniejszy dzielnik
pierwszy liczby n. Mamy p | 22" —1 = ord,(2) | 2n = ord,(2) | NWD(2n,p — 1) = 2. Mamy
zatem p | 22 — 1 =3 = p = 3. Oczywiscie n jest nieparzyste, wiec mozemy zastosowaé LTE

v3(2" +1) = v3(n) + 1.

Skoro n? | 2" + 1, to 2v3(n) < vz(n) + 1 == w3(n) = 1. Niech ¢ to drugi najmniejszy dzielnik
pierwszy liczby n. Podobnie ord,(2) | NWD(2n,q — 1) < 6. Skoro ¢ # 3, to ordy(2) = 6 =
q|2°—-1=63 = ¢="7. Zauwazmy jednak, ze 2°> =; 1 = (2%)5 + 1 =; 2, co nie jest mozliwe.
To oznacza, ze ¢ nie istnieje, czyli n = 3. Latwo zauwazy¢, ze takie n spelnia warunki zadania.



4.2 Generatory

1. Niech g bedzie generatorem modulo p. Niech ponadto 1 = g*,...,p — 1 = g% ~!. Zauwazmy,

ze g =, ¢ < kx =,1 ky & x =,_1 y, poniewaz p — 1 nie dzieli k. To oznacza, ze

ke kep-1 jest permutacja reszt g1, ..., g*»—1. Mozemy zatem napisaé

g .9
p—1 p—1 p—1 p—1 p(p _ 1)
i=1 i=1 i=1 i=1

w(m)l

2. Niech a bedzie dowolnym elementem rzedu k. Zapiszmy a = . Gdyby d = NWD(k, z) # 1,
to at =, 1, co nie jest mozliwe. Mamy zatem x L k. Takich 1iczb x mniejszych od k jest p(k), zatem
doktadnie tyle jest elementow rzedu k.

y(p—1)

3. Jezeli x =, a?, to ot =, a?~! = 1. Niech ot =, 1. Zapiszmy z = ¢g¥. Wtedy g~ = =,1 =
1 i
1Y) — 2|y = 2=, (¢%)2

4. Niech p to najmniejszy dzielnik pierwszy liczby n. Niech g bedzie generatorem modulo p oraz niech
3=p49% 4=, g dla pewnych naturalnych a,b < p — 1. Wtedy ¢ =, —¢"" = g¢>lo-tl = p» 1. To
oznacza ze p—1 | 2n|a—b|. Skoro p to najmniejszy dzielnik n, to NWD(n p— 1) = 1 = p- 1 | 2|a b|.
Skoro a # boraz 2|a—b| < 2(p—1), to a = bL5= L Mamy zatem 3 = =, 9° = ¢°g* = =4g" = = =, —4.
Dostaliémy p | 7 = p =7, co kohczy dowod

5. Niech p bedzie taka liczba pierwsza, ze 8 | p — 1 (takich liczb jest nieskoficzenie wiele z twier-
dzenia Dirichleta). Niech g to generator modulo p. Niech k =, g%. Skoro g jest generatorem, to
ng_l =, —1, czyli p | k* + 1. Zauwazmy, ze jedna z liczb k,p — k jest mniejsza od B, czyli istnieje
takie n, ze p | n* + 1 oraz p > 2n.

6. Niech g bedzie generatorem modulo p. Zauwazmy, ze

=t = k=, lre—=k=__, 1

NWD(k p—1)

Liczby 1%, ..., (p — 1) generuja te same reszty co ¢*, ..., g®~V* czyli reszt.

p—1
NWD(k,p—1)
4.3 Zsigmondy

1. Bez straty ogdlnosci niech m > n. Przypadek gdy m = 6 sprawdzamy recznie. Zalézmy teraz, ze
m # 6 oraz a+ 1 nie jest potega 2. Wtedy 2" — 1 posiada dzielnik pierwotny, ktéry nie dzieli 2™ — 1
- sprzecznosé.

2. Skoro 2009 dzieli si¢ przez 7, to 7 + y” | 22099 + 42009 Jednak z twierdzenia Zsigmondy’ego
22009 142009 posiada dzielnik pierwotny, ktéry nie jest dzielnikiem x7 + 57, co nie jest mozliwe, gdyz
obie te liczby sa potegami siédemki.

3. Oczywiscie tréjki (a,1,n), (1,m,n) spelniaja warunki zadania. Tr6jka (2,3,n) réwniez spelnia
warunki zadania dla n > 2. Teraz twierdzenie Zsigmondy’ego méwi nam, ze jesli (a, m,n) nie jest
zadna z powyzszych trojek, to a™ + 1 posiada dzielnik pierwotny, ktéry nie dzieli a + 1.



4. liczbe n nazwiemy kociarskag, jesli n | 2™ + 1. Pokazemy indukcyjnie, ze dla dowolnego & > 9
istnieje liczba kociarska posiadajaca doktadnie k réznych dzielnikéw pierwszych. Zauwazmy, ze 9
jest kociarska. Teraz zalézmy, ze liczba n > 9 posiada dokladnie k réznych dzielnikow pierwszych
oraz jest kociarska. Na mocy twierdzenia Zsigmondy’ego 22" — 1 posiada dzielnik pierwotny p. Skoro
@(n) < 2n, to p nie dzieli 29 — 1, czyli p nie dzieli n. Skoro p dzieli 22 — 1, ale nie dzieli juz 2" — 1,
to musi dzieli¢ 2" 4+ 1. Mamy zatem

pn |27 +1| 2" 41,

czyli liczba pn jest kociarska oraz posiada dokladnie k + 1 dzielnikow pierwszych, co konczy dowdd
indukcyjny.

5. Liczby p1,...,pn sa wicksze od 3, wiec dla kazdej z liczb
2Pt 4 1. 2P 4 2P P2 ] OPniPe ] OP1P 4 ]

Mozemy zastosowaé twierdzenie Zsigmondy’ego. Skoro kazda z tych liczb posiada dzielnik pierwotny
oraz jest dzielnikiem 2P+~ P» 41, to 2P1"P» 4 1 posiada co najmniej 2" dzielnikéw pierwszych, czyli
posiada co najmniej 22" dzielnikéw naturalnych.

6. Zauwazmy, ze dla n = 1 wystarczy wybra¢ y = p—x dla z € N;1 < z < p. Przypadek z =
2,y = 1,n = 3 tatwo wykluczyé, gdyz wtedy p? = 9, co nie jest mozliwe. Zatézmy teraz, ze n > 1
oraz n posiada nieparzysty dzielnik d. Wtedy z? +y? | " + y", zatem x¢ + y¢ jest potega liczby p.
Jednak na mocy twierdzenia Zsigmondy’ego z™ + y™ posiada dzielnik, ktéry nie dzieli 2 4+ y<, co nie
jest mozliwe. To oznacza, ze n = 2% dla pewnego naturalnego k. Jezeli k > 2 to chcemy rozwiazaé
réwnanie postaci

Pokazemy, ze réwnanie
Cl4 + b4 _ 62

nie ma rozwigzania w liczbach naturalnych. Zalézmy nie wprost, ze a, b, ¢ spelniaja to rownanie i
zalézmy, ze c jest minimalne. Wtedy a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze i (a?,b2, ¢) jest pierwotng
trjka pitagorejska, zatem mozemy zapisaé (ewentualnie zamieniajac a, b miejscami)

a? =m?—n? bv®=2mn, c =m?+n?
Dla wzglednie pierwszych m, n. Z pierwszego réwnania dostajemy, ze (a, n, m) réwniez jest pierwotna
tréjka pitagorejska, czyli mozemy zapisaé

a:TQ—sz, n = 2rs, m=r?+s?

dla wzglednie pierwszych r,s. To w szczegdlnosci oznacza, ze m,r, s sa parami wzglednie pierwsze.
Jednak b? = 2mn = 4mrs, czyli m = ¢2, r = a?, s = b? dla pewnych liczb naturalnych ay, b, c;.

Jednak wstawiajac to do réwnania m = r? + s? dostajemy

434 _ 2
aj +b] = 7.

Jednak ¢ < ¢, co przeczy minimalnosci c. To oznacza, ze n = 2, czyli szukamy rozwiazan réwnania

x2—|—y2 :p2.



Oczywiscie x,y,p sa parami wzglednie pierwsze, zatem (ewentualnie zamieniajac x,y miejscami)

r=m?—n? y=2mn, p=m?+n.
Jak dobrze wiadomo liczbe pierwsza da sie zapisa¢ jako sume kwadratow wtedy i tylko wtedy gdy
daje ona reszte 1 z dzielenia przez 4. Dodatkowo taki zapis jest unikalny z dokladnoscia do znaku
oraz kolejnosci liczb m, n. Podsumowujac jedynymi rozwiazaniami sa
2

(n,2,y,p) = (L, z,p — 2,p), (2,m* —n? 2mn,m? +n?), (2,2mn,m* —n? m? + n?)



