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Teoria
Definicja 1 Funkcjg arytmetyczng nazywamy dowolng funkcje f: N — C.

Definicja 2 Moéwimy, Ze funkcja arytmetyczna f jest multiplikatywna, jesli dla dowolnych wzglednie
pierwszych liczb naturalnych a,b zachodzi f(ab) = f(a)f(b).

Definicja 3 Zdefiniujmy nastepujgce funkcje
e id(x)==x
e 1(x) =1 dla kazdego x.

1 =1
oé(x)—{

0 inaczej
o oi(x) = suma k-tych poteg dzielnikdéw x.
® 7T = 0y.

o Q(x) = liczba dzielnikow pierwszych x z powtdrzeniami.

. u(z) = 0 gdy p* | =
a (=)@ inaczej

o Az) = (-1)™)
Cwiczenie 1 Udowodnij, ze powyzsze funkcje (poza ) sq multiplikatywne.

Definicja 4 Dla dwdch funkcji arytmetycznych f, g definiujemy Splot Dirichleta

(Fx9)m) = f(d)g(5)
dn

Twierdzenie 1 Jezeli funkcje f,g sq multiplikatywne, to f x g rowniez jest multiplikatywna.

Cwiczenie 2 Pokaz, Ze zbidr wszystkich funkcji arytmetycznych wraz ze splotem tworzy grupe prze-
mienng, ktorej zerem jest §.

Cwiczenie 3 Pokaz, 7e 1 xp=34.



Twierdzenie 2 (Inwersja Mobiusa) Dane sq funkcje arytmetyczne f, F spelniajgce

Wtedy

Cwiczenie 4 Udowodnij multiplikatywng wersje Inwersji Mobiusa: Jezeli

F(n) =[] f@
d|n

to

f) =T] f@m#
d|n

Zadania

Zadanie 1 Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
Z o(d) =n.
d|n

Zadanie 2 Udowodnij, ze
2

d|n d|n

Zadanie 3 (IMO shortlist 1989) Ciqg (ay) spelnia zaleznosé
Z aq = AL
d|n

Pokaz, ze n | ay.

Zadanie 4 Dla j € {1,3} definiujemy
fim= > d
d|n, d=4j
Udowodnij, ze dla dowolnego naturalnego n, fi(n) # fs(n).
Zadanie 5 Dana jest funkcja arytmetyczna f. Udowodnij, Ze
> F(NWD(k,n)) = (f * ¢)(n).

k=1



Zadanie 6 Dana jest liczba bezkwadratowa N i pewna liczba pierwsza p. Marek napisal na tablicy
wszystkie liczby od 1 do NP. Nastepnie kazdg z tych liczb zmazal © zastgpil jej najwiekszym wspolnym
dzielnikiem z NP. Pokaz, Ze suma liczb na tablicy daje reszte N z dzielenia przez p.

Zadanie 7 Dane sq funkcje arytmetyczne g, h. Niech f = gxh oraz G(n) =Y ;_, g(k). Udowodnij,

ze . N .
S SIRED)

OIS

k=1 k=1
Zadanie 8 Udowodnij, ze warto$é oczekiwana sumy dzielnikéw liczby n € {1,..., N} jest mniejsza
niz N.
Zadanie 9 (72 OM, final) Dana jest dodatnia liczba calkowita k > 2. Niech p1,pa, ..., px bedg k naj-
mniejszymi liczbami pierwszymi i niech N bedzie ich iloczynem. Wykazad, zZe w zbiorze {1,2,...,N}
doktadnie polowa elementow jest podzielna przez nieparzyscie wiele sposrdd liczb p1, ..., pk-

Zadanie 10 Dana jest liczba naturalna N. Niech f(N) oznacza liczbe par uporzgdkowanych liczb
naturalnych (a,b) takich, zZe
ab
a+b

jest calkowite i jest dzielnikiem N. Udowodnij, ze f(N) jest kwadratem.

Zadanie 11 (Bulgaria 1989) Wyznacz
1989
1989
> An) {J
n=1 n

Zadanie 12 Udowodnij, Ze wielomiany cyklotomiczne majq wspotczynniki catkowite.



