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Podstawowe techniki

Fakcik 1: Jezeli a,b # 0 sg liczbami calkowitymi oraz a | b, to |a| < |b).

Fakcik 2: Jezeli a,b sa liczbami catkowitymi oraz a < b, to a < b — 1.

Zadania:

* 1. Niech a, b beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze a + b | ab. Wykazaé, ze
NWD(a,b) > Va +b.

* 2. Niech x,y, z beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze liczba
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jest catkowita. Wykazaé, ze NWD(z,y, 2) < J/zy + yz + 2x.

* 3. Rozwiazaé réwnanie
a+b+c=abc

w dodatnich liczbach catkowitych.
* 4. (55 OM 2-1) Wyznaczyé wszystkie liczby calkowite dodatnie n, majace doktadnie v/n dzielnikéw dodatnich.

** 5. Niech a,b bedg dodatnimi liczbami catkowitymi oraz p, ¢ takimi réznymi liczbami pierwszymi, ze liczba aq — 1
jest podzielna przez p oraz liczba bp — 1 jest podzielna przez q. Wykazaé, ze
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**% 6. (60 OM 2-1) Dane sg takie liczby calkowite a i b, ze a > b > 1 oraz liczba ab+ 1 jest podzielna przez a + b, za$
liczba ab — 1 jest podzielna przez a — b. Wykazaé, ze a < bv/3.

** 7. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a, b
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**% 8. Liczby d’, d sa dzielnikami pewnej dodatniej liczby catkowitej n, przy czym d’' > d. Wykazaé, ze d’ > d + %2
k9. (57 OM 2-1) Liczby caltkowite dodatnie a, b, ¢, x,y, z spelniaja réwnosci
PR = =22

oraz nieréwnoéci
|z —a| <1, |ly—b| < 1.

Wykazaé, ze zbiory {a, b} oraz {z,y} sa réwne.



Wstawianie miedzy potegi

Fakcik 3: Jezeli a* < n < (a + 1)F dla pewnej liczby caltkowitej a oraz dodatniej liczby calkowitej k, to n nie moze
by¢ k—ta potega liczby caltkowitej.

Zadania:

* 10. Dane sa takie liczby calkowite dodatnie a,b, ze a? + 2b + 1,b% + 2a + 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Udowodnij, ze a = b.

** 11, Znalez¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b, dla ktérych a® 4+ 6ab + 1,2 + 6ab + 1 sa szeécianami
liczb catkowitych.

**12. (58 OM 1-2) Wyznaczyé wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (k,m), dla ktérych kazda z liczb
k% + 4m, m® + 5k
jest kwadratem liczby calkowitej.
** 13. Znalezé wszystkie takie liczby catkowite k, ze
2?4+ kr+1
jest kwadratem liczby catkowitej dla dowolnego catkowitego x.

*#% 14. (64 OM 3-1) Rozwiazaé réwnanie
ety = 2P 1o

w liczbach catkowitych x, y.

btk 15, Znalezé wszystkie takie pary liczb catkowitych a,b > 1,ze a | b+ 1 oraz b | a® — 1.



Rozwigzania
1. Niech d = NWD(a, b) oraz a = dz,b = dy. Mamy
dix+y)=a+b|ab=d*vy = z+y|dzy.

Liczby z,y sa z definicji wzglednie pierwsze. To oznacza, ze x + y jest wzglednie pierwsze z x oraz y. W takim razie
r+y fay,czyliz+y|d = a+b|d?> = a+b<d> = Va+b<d

2. Zauwazmy, ze

33+1+y+1+z+1_($+1)2$+(y+1)xy+(z+1)yz (222 + Y2z + 2%y) + 2y + yz + 22
Yy z r TYz N TYz ’

Zauwazmy, ze jesli d = NWD(z,y, 2), to
d3 | TY=z, .'1722, ygxa Zan

czylid® | 2y +yz+ 20 = P <azy+yz+z0 = d< a2y +yz + 27,
3.Niecha=z+4+1, b=y+1, c=z2+1. Mamy
r+y+z+3=axyzt+arytyz+ze+rct+y+z+1 = 2=xyz+2xy+yz+ 2.

Wszystkie liczby po prawej stronie ostatniej rownosci sa nieujemne, zatem co najmniej dwie z nich sa réwne 0. W
szczegolnosci jedna z liczb x,y, z musi byé zerem, bez straty ogdlnoéci niech bedzie to z. Mamy 2 = xy, zatem
z=1, y=21lub x =2, y=1. Bez straty ogdlnosci niech z =1, y = 2. Wtedy a = 1, b = 2, ¢ = 3 i widaé, ze ta
trojka spelnia warunki zadania, zatem kazda permutacja tréjki (1,2, 3) jest rozwiazaniem.

5. Zauwazmy, ze liczba aq + bp — 1 jest podzielna przez pq. To oznacza, ze

a b 1 a b
aqg+bp—1>pg = 54—6—@21 — B+6>1.

7. Przeksztalémy rownowaznie teze w nastepujacy sposéb

1 9 9 a2 +0b

Wystarczy teraz zauwazyé, ze réwnanie 2a® = b? nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich, zatem

|2a* — b*| > 1
oraz
240
aV2+b<V2(a+b) <2a+b) = a2+ <1,
2(a+0)
zatem nasza nieréwno$é jest spelniona.
8. Niech
d d n

z y Y=

~ NWD(d, d) NWD(d,d)” "'~ NWD(d', d)’

2
Mamy wtedy = L y, = > y oraz chcemy pokazaé, ze x > y + %-. Skoro = L y, to mozemy zapisa¢ m = xyk dla
pewnego catkowitego k. Nasza teza jest réwnowazna wtedy temu, ze

z(r — 1
z>y+l<:>M>f.
kx Y k
Wystarczy zatem pokazaé, ze 2 —xy > y <=y < f—jlzx—l—i-%ﬂ. Jednak skorox >y, tox —1>2y —= y <
x—l—i—ril.

10. Zalézmy, ze a # b oraz bez straty ogdlnosci niech a < b. Mamy

B <b®+2a+1<b?+2b+1=(b+1)%



co oczywiscie nie jest mozliwe jesli b2 + 2a + 1 jest kwadratem.
11. Jezeli a = b, to
3 3 2 3 2 _ 3
a® <a’+6a”+1<a’+6a”+12a+8 = (a+2)°.
Musimy zatem mie¢ a® + 6a® + 1= (a+1)> = a®>+3a®> + 3a +1 = 3a® = 3a = a = 1. Widzimy, ze para (1,1)
spelnia warunki zadania. Zalézmy teraz bez straty ogdlnosci, ze a > b. Podobnie mamy

a® < a®+6ab+1<a®+6a>+1< (a+2)3

czyli a® +6ab+1 =a®+3a2+3a+1 = 6ab = 3a® +3a = 2b = a+ 1. Wiemy, ze liczba b3 + 6ab + 1 =
b3 4+ 6(20 — 1)b+ 1 = b3 + 12b% — 6b + 1 jest szedcianem liczby catkowitej. Zauwazmy jednak, ze

b < b4+ 1267 — 6b+ 1 < b + 120> + 48b + 64 = (b + 4)*.

To oznacza, ze liczba x = b3 + 120% — 6b + 1 jest réwna (b+ 1)3,(b+2)3, lub (b+ 3)3. Zauwazmy jednak, ze liczba =
daje reszte 1 z dzielenia przez b, natomiast liczby (b+ 1)3, (b +2)3, (b+ 3)? daja reszty 1,8,27 z dzielenia przez b. W
takim razie jedli # = (b+ 2)% lub (b + 3)3, to b musi by¢ dzielnikiem 7 lub 26. Latwo sprawdzié, ze wtedy x nie jest
szeScianem. Pozostaje zatem

BP4+1202 —6b+1=034+30>+3b+1 = 9’ =90 — b=1 — a=1

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze a > b.

13. Bez straty ogdlnosci niech k bedzie nieujemne (zawsze mozemy zmienié¢ znak z). Mamy

TN, k I
_ — _ _ >
<x+[2—D T +2[2—‘+[2—‘ z“ + kr+ 1,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy k = 2. Zauwazmy jednak, ze dla z > L%JQ mamy

k-1 k—1]\"
x2+kx+1>x2+(k—l)x+L2J ><m+{2J> .

Mamy jednak, ze L%J , [%] sa kolejnymi liczbami catkowitymi, zatem k = 2 i istotnie taka liczba spelnia warunki

zadania. Wczeéniej zatozylidémy, ze k jest dodatnie, zatem rozwiazaniami sa k = 2, —2.

15. Dla pewnych liczb calkowitych dodatnich k,! mamy
b+l=ak, a®—1=b = a®*—1=1(ak —1)=akl —1.
Z ostatniej réwnosci wynika, ze [ daje reszte 1 z dzielenia przez a. W takim razie dla pewnego nieujemnego catkowitego

m mamy [ = am + 1. Wstawiajac to do wczesniejszej réwnosci mamy

2

a®—1=(am+1)(ak — 1) = a’mk —am + ak — 1 = a®> = amk —m + k.

2 — zmk + m — k mial pierwiastek catkowity, jego wyréznik musi by¢ kwadratem. To oznacza, ze

m2k? — 4m + 4k

Aby wielomian x

jest kwadratem liczby catkowitej. Jezeli m = k, to a = mk = k> = b = k3 — 1. Widzimy, ze dla dowolnego n > 1
para (n?,n® — 1) spelnia warunki zadania. Zatézmy teraz, ze k > m. Zachodzi nieréwnosé¢ m?k? — 4m + 4k > (mk)?,
wiec musimy mieé

m?k? — dm + 4k > m*k? 4+ 2mk + 1 <= 2(m — 2)(k +2) + 9 < 0.
To oznacza, ze m = 0 lub 1. Jezelim = 0,tol = 1 = b= a®— 1. Widzimy, ze dla dowolnego n > 1 para (n,n>—1)
spelnia warunki zadania. Jezeli m = 1 oraz k > 1, to

(k4+1)? <k? +4k —4 < (k+2)?,
co nie jest mozliwe. Mamy zatem k =1,/ =a+1 = a=b+1,a>~1=(a—1)(a+1)=0a*-1 = a=1,co
réwniez nie jest mozliwe. Jezeli m > k, to m?k? — 4m + 4k < (mk)?, wiec
m?k? — dm + 4k < m*k* — 2mk 4+ 1 <= 2(m + 2)(k — 2) + 7 < 0.
Musimy mie¢ k =1 = b= a — 1. Widzimy, ze dla kazdego n > 1 para (n,n — 1) spelnia warunki zadania. Finalnie

jedynymi rozwigzaniami sa
(aab) = (nan - 1)a (nvng - 1)a (Tl2,7’l3 - 1)

dla dowolnego catkowitego n > 1.



