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Twierdzenie 1 (CRT). Dane sg liczby catkowite ay, ..., a, oraz parami wzglednie pierwsze liczby
naturalne my,...m,. Wtedy istnieje dokladnie jedna liczba naturalna x spelniajaca uklad kongru-
encji

z = a1 (mod my)

z = ag (mod my)

z = a, (mod my,)
oraz nieréwno$é¢ < mims ... My,

Jezeli ustalimy M = mims...m,, to latwo zauwazyé, ze wszystkie liczby postaci x + kM dla
k calkowitego réwniez sa rozwiazaniami powyzszego ukladu. W szczegdlnosci jesteSmy w stanie
konstruowaé dowolnie duze rozwiazania takiego uktadu.

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja takie liczby catkowite a, b, ze
liczba
4a® +90* — 1

jest podzielna przez n.

Zadanie 2. Udowodnij, ze istniejg 2024 kolejne liczby naturalne, z ktérych kazda jest podzielna
przez kwadrat pewnej liczby catkowitej wiekszej niz 1.

Zadanie 3. Niech a,b,c beda parami réznymi liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze istnieje taka
liczba naturalna n, ze liczby a +n, b+ n, ¢+ n sa parami wzglednie pierwsze.

Zadanie 4. Udowodnij, ze istnieje 2137 kolejnych liczb naturalnych, z ktérych zadna nie jest potega
liczby catkowitej o wykladniku wigkszym niz 1.

Zadanie 5. Wyznacz liczbe liczb x ze zbioru {1,...,2024}, dla ktérych 22 = z (mod 2024).
Zadanie 6. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje taka liczba catkowita a, ze liczby
a, 2a, 3a ... na

sa potegami liczb calkowitych o wykladnikach wiekszych niz 1.

Zadanie 7. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych aq, . . . agp24 istnieje taka liczba naturalna
b, ze liczby bay, .. .bagp24 sa potegami liczb catkowitych o wykladnikach wiekszych niz 1.



Rozwigzania

1. Niech n = p{*...py*. Jezeli uda nam sie znalezé takie liczby catkowite aq, ..., ay oraz by, ... Dby,
ze liczba
4a? +9b7 — 1

jest podzielna przez p;* dlai=1,...,k, to na mocy CRT istnieja takie liczby calkowite a, b, ze

a = a; (mod p{*) b=b; (mod p7")

a = ay (mod pp*) b= by (mod pp*)
Wtedy dla dowolnego indeksu ¢ mamy
4a* + 9b*> — 1 = 4a? +9b7 — 1 =0 (mod pf),

zatem liczba 4a? + 9b?> — 1 bedzie podzielna przez n. Wezmy dowolny indeks i. jezeli p; = 2, to
ustalmy
a;i =0, b; =37 (mod pf),

gdzie 371 to odwrotnogé 3 modulo p'*. Wtedy
424907 -1=9-32-1=1-1=0 (mod p{").

Jezeli p; > 2, to ustalmy
a; =271 (mod p$), b; = 0.

Wtedy
4a7 +90? —1=4-2"2-1=1-1=0 (mod p).

2. Rozwazmy uktad kongruencji

x =0 (mod a?)
= —1 (mod a3)

8
|

x = —2023 (mod a3ys,)

gdzie aq,...,a2024 sa parami réznymi liczbami. Na podstawie CRT ma on rozwiazanie naturalne.
Wtedy liczby
z, x+1,...,2 42023

sa podzielne odpowiednio przez a2, ..., a3q,-

3. Zauwazmy, ze
NWD(a +n,b+n) | a—b, NWD(b+n,c+n)|b—c, NWD(c+n,a+n)|c—a.

Wystarczy zatem dobraé¢ tak n, zeby liczby a +n, b+ n, ¢+ n byly wzglednie pierwsze odpowiednio
z a—b, b—coraz c — a. Jednak ostatnie 3 liczby posiadaja skonczenie wiele dzielnikéw pierwszych,
wiec na mocy CRT damy rade dobraé takie n (szczegély pozostawiam czytelnikowi).



4. Rozwazmy uklad kongruencji

x = p1 (mod p?)
z =py — 1 (mod p3)

& = pa137 — 2136 (mod p357)

gdzie p1,...,p2137 sa parami réznymi liczbami pierwszymi. Na podstawie CRT ma on rozwiazanie
naturalne. Wtedy liczby
z, x+1,...,z+ 2136

sa podzielne odpowiednio przez py, ..., p2137, ale nie przez p3, ..., p3, 37, zatem nie moga byé pote-
gami o wyktadnikach wigkszych od 1.

5. Rozwazmy kongruencje
2% =z (mod p%) <= p | x(x —1).

Skoro = oraz x — 1 sa wzglednie pierwsze, to
p* | x albo p® | x — 1.

Latwo sprawdzié¢, ze 2024 = 23 - 11 - 23. Dla kazdej z liczb 8, 11, 23 mozemy wybraé na 2 sposoby,
czy liczba x daje reszte 0 czy 1 z dzielenia przez ta liczbe. W takim razie mozemy wybraé¢ reszty z
dzielenia x przez 8, 11, 23 na 8 sposobdéw, co na mocy CRT odpowiada 8 rozwiazaniom ze zbioru
{1,...,2024}.

6. Niech a = p{* - - pi~, gdzie p1,...,p, to pierwsze n liczb pierwszych. Checemy, zeby

n

a1 | a1, g, ..., Qp,
as | a1+ 1, ag, ..., am,
az | ay, as+1 ..., ap,
ag |1 +2, ag ..., ap,
i tak dalej, gdzie aq,...,a,+1 sa pewnymi liczbami calkowitymi wigkszymi od 1. Jest to jednak
uklad n(n + 1) kongruencji, wiec jesli wybierzemy parami wzglednie pierwsze ai,...,an4+1, to na

mocy CRT bedzie on mial rozwiazanie.

7. Postepujemy podobnie jak w poprzednim zadaniu. Niech

b= pfl .. .pfk
oraz
(71 QK

ai =Pp1 Py
Wybierzmy parami wzglednie pierwsze liczby x4, ..., z;. Chcemy dobraé tak (1, ..., Bk, aby
zi | aij+ 0

dla ¢ = 1,...,2024 oraz j = 1,...,k. Jest to uklad 2024k kongruencji, ktéory na mocy CRT ma
rozwiazanie.



