'4' Zadania powtérkowe
A z Kombi

Zadania sa ulozone +/- rosnaco trudnosciowo

Zadanie 1. Na tablicy napisano 100 parami réznych liczb naturalnych aq,aso, ..., a109- Nastepnie
pod kazda liczba a; napisano liczbe b;, otrzymana przez dodanie do a; najwiekszego wspdlnego
dzielnika pozostatych 99 liczb. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba réznych wartoéci wéréd liczb
b1, b2, ..., bigo?

Zadanie 2. Na nieskonczonej kartce papieru podzielonej na tréjkaty znajduje sie n pchel. Poczat-
kowo kazda pchla znajduje si¢ w innym maltym trojkacie, przy czym wszystkie te trojkaty mieszcza
sie w pewnym tréjkacie réwnobocznym sktadajacym sie z n? matych tréjkatéw (patrz rysunek dla
przyktadowej konfiguracji poczatkowej z n = 5). Raz na sekunde kazda pchla przeskakuje ze swo-
jego trojkata do jednego z trzech sasiednich malych tréjkatow, zgodnie z regutami pokazanymi na
rysunku. Dla ktérych dodatnich liczb calkowitych n istnieje poczatkowa konfiguracja, taka ze po
skonczonej liczbie skokow wszystkie n pchetl moga spotkaé sie¢ w jednym matym tréjkacie?

NAVAVAVAVAYS
VAVATAVAVAY
VAVAVAVAVAY
AVAAVAVAVAY
FAV.NATAVAY

Zadanie 3. Czy istnieje zbiér S 100 punktéw na plaszczyznie, taki ze érodek masy dowolnych 10
punktéow w S jest réwniez punktem nalezacym do S7

Zadanie 4. Janek i Tomek graja w gre na szachownicy n x n. Poczatkowo cala plansza jest biala,
z wyjatkiem naroznego pola — ono jest czarne i stoi na nim wieza. Gracze wykonuja ruchy na
przemian. W kazdym ruchu gracz przesuwa wieze poziomo lub pionowo, a wszystkie pola, przez
ktére wieza przechodzi (wlacznie z polem docelowym), sa zamalowywane na czarno. Wieza nie moze
przechodzi¢ przez czarne pola ani si¢ na nich zatrzymywaé. Przegrywa ten, kto nie moze wykonaé
ruchu; pierwszy ruch wykonuje Janek. Kto wygra przy optymalnej grze obu graczy?

Zadanie 5. W tabeli o wymiarach 100 x n w kazdym wierszu znajduja sie liczby od 1 do 100 w
pewnej kolejnosci (bez powtdrzen). Tabela ma n wierszy i 100 kolumn. Dozwolona operacja polega
na zamianie miejscami w wierszu dwdéch liczb rézniacych si¢ o 1, pod warunkiem ze nie sasiaduja one
ze soba. Okazalo sie, ze za pomoca takich operacji nie mozna uzyska¢ dwoch identycznych wierszy.
Jaka najwiekszg warto$¢ moze przyjaé n?

Zadanie 6. Dwie osoby graja w nastepujaca gre z liczbami catkowitymi. Liczba poczatkowa to
20252925, Gracze wykonuja ruchy na zmiane. Kazdy ruch polega na odjeciu liczby calkowitej z
zakresu od 1 do 2025 (wlacznie) lub podzieleniu przez 2025, zaokraglajac w dot do najblizsze]
liczby caltkowitej, jesli to konieczne. Gracz, ktéry jako pierwszy uzyska liczbe calkowita niedodatnia,
wygrywa. Ktory gracz ma strategie wygrywajaca?
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Zadanie 7. Na poétce znajduje sie n tomédw ksiazek, ponumerowanych od 1 do n w pewnej kolejnoéci.
Bibliotekarz chce ustawi¢ je w poprawnym porzadku, stosujac nastepujaca metode: Bibliotekarz
wybiera tom, ktory znajduje sie zbyt daleko na prawo, np. tom o numerze k, wyciaga go i umieszcza
na k-tej pozycji. Na przyklad, jedli ksiazki sa ustawione w kolejnosci 1, 3,2,4, bibliotekarz moze
wyja¢ tom 2 i umiesci¢ go na drugiej pozycji. Po tej operacji kolejnoéé¢ stanie sie 1,2,3,4, czyli
poprawna. Pokaz, ze jesli proces ten jest powtarzany, to niezaleznie od wyboru toméw, wszystkie
ksiazki ostatecznie znajda sie w poprawnej kolejnosci, oraz policz ile maksymalnie takich akcji mozna
wykonad.

Zadanie 8. Dana jest tablica m x n, w ktorej kazda komorka zawiera liczbe +1 lub —1. Wiadomo,
ze poczatkowo dokladnie jedna komérka zawiera —1, a wszystkie pozostale wartosci to +1. Podczas
ruchu mozna wybraé¢ dowolna komorke zawierajaca —1, zamienié¢ to —1 na 0 i jednoczesnie pomnozy¢
wszystkie liczby w sasiednich komoérkach przez —1 (przyjmujemy, ze dwie komoérki sasiaduja, jesli
maja wspélna krawedz). Znajdz wszystkie pary (m,n), dla ktérych mozliwe jest uzyskanie tablicy
zawierajacej wylacznie zera, niezaleznie od poczatkowego potozenia —1.

Zadanie 9. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Udowodnij, ze liczba prostych przechodzacych

przez poczatek uktadu wspolrzednych i doktadnie jeden inny punkt o catkowitych wspélrzednych
2

(x,y), gdzie 0 < x,y < n, jest co najmniej 7.

Zadanie 10. Rozwazamy gre dla dwéch graczy rozgrywana na n > 3 punktach, przy czym zadne
trzy punkty nie sa wspoélliniowe. Kazdy ruch polega na wybraniu dwoéch punktéw i narysowaniu
nowego odcinka laczacego je. Przegrywa ten gracz, ktory jako pierwszy narysuje odcinek tworzacy
cykl o nieparzystej dtugosci. (Cykl musi sktadaé si¢ wylacznie z poczatkowych n punktéw, wiec jego
wierzchotkami nie moga by¢ punkty przecieé¢ wezesniej narysowanych odcinkéw.) Znajdz wszystkie
wartosci n, dla ktérych gracz rozpoczynajacy gre ma strategie wygrywajaca.

Zadanie 11. Dany jest silnie spojny turniej 7' o n > 4 wierzchotkach. Udowodnij, ze mozemy tak
ustawi¢ wierzcholki w ciag v1,va,...,v,, ze dla kazdego i (3 < i < n) podgraf T' na wierzcholkach
V1,02, ..., 0; jest silnie spojny.

Zadanie 12. Metryka Manhattanska miedzy dwoma punktami (a,b) i (¢,d) na plaszczyznie jest
zdefiniowana jako:
la —c| +1b—d|

Zalézmy, ze tylko n réznych odlegltosci Manhattanskich wystepuje miedzy wszystkimi parami réznych
punktéw pewnego zbioru punktéw. Udowodnij, Ze w tym zbiorze jest maksymalnie (n+1)? punktéw.



