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Lista tematdéw ktére bedziemy przerabiac

Tozsamosci algebraiczne
Nieréwnosci

Uktady réwnan
Réwnania funkcyjne
Ciagi

Wielomiany
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Tozsamosci algebraiczne

Warto pamigtaé nastepujace zaleznosci:

Fakt 1 (Réznica i suma poteg)

1. Xn_yn — (X—y)(Xn_l—|—Xn_2y+Xn_3y2+---+yn_1)
2. Dla parzystych n:

X"y = (k) ("

_Xn—2y+xn—3y2_|_“'+yn—1)

Fakt 2 (Tozsamo$¢ Sophie-Germain)

x4 4yt = (x% 4 2xy + 2y?)(x® — 2xy + y?)
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Tozsamosci algebraiczne

Fakt 3 (Tozsamos¢ Brahmagupty)

(a° + nb?)(c® + nd?) =
— (ac — nbd)? 4 n(ad + bc)? = (ac + nbd)? + n(ad — bc)?

Powyzsze tozsamosci gtéwnie przydaja sie w zadaniach
teorioliczbowych (réwnaniach diofantycznych), w ktérych
roztozenie jakiego$ wyrazenia na czynniki jest kluczowe.

Rozwigza¢ w liczbach catkowitych réwnanie
Ply—-1)+y*(x—1)=1
|
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Nierdwnosci

Twierdzenie 1 (AM-GM)

Dla a; >0
agta+---+a Y
> Waiar...a,, réwnoéé dla a; statego
n

Liczby dodatnie a, b, ¢, x, y, z spetniaja réwnosé
5a+4b+3c =5x+4y + 3z

Udowodni¢, ze

D
;—Fﬁ—i-?}x—i-y—i-z
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Nierdwnosci

Twierdzenie 2 (Srednie potegowe)

ol B~
aa aa < aﬁ aﬁ
(—1+n+ ) (—1+ ki ) dlac<fa >0

Dla danej liczby 2 | n > 0 rozwazmy wielomiany postaci
x"+a, x4 ax+1

o wspotczynnikach rzeczywistych posiadajacych co najmniej
jeden pierwiastek rzeczywisty. Wyznaczy¢ minimalng warto$é
sumy a3 4 - -+ a2_;.
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Nierdwnosci

Twierdzenie 3 (Ciagi jednomonotoniczne)

n n n

/ /
> aibl g <D aibi <Y aib;
i=1 i=1 i=1

Gdzie a;, b; > 0, ciag a jest niemalejacy, a ciag b’ to b
posortowany niemalejaco.

W tréjkacie ABC boki maja dtugosci a, b, ¢ a opuszczone na
nie wysokosci — odpowiednio h,, hp, h.. Wykaz

(a + b+ C)(ha + hp + hc) > 18Papc

|

ko https://discord.gg/mq8qthPuxq Konstanty Smolira 18.01.2025



Uktady réwnan — zadania

Rozwigza¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

{x4+y2—|—4:5yz,y4—|—22—1—4:5zx,z4+x2+4:5xy

Rozwigza¢ w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e uktad réw-
nan:
=04+ b=c3+d3c?=d%+ €5,
d>=e3+a3%e?=a>+b3
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Réwnania funkcyjne

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze
fix+y) —f(x—y)=f(x)-f(y)

Funkcja f trzech zmiennych rzeczywistych spetnia dla dowol-
nych a, b, ¢, d, e zaleznos¢

f(a,b,c)+ f(b,c,d)+ f(c,d,e)+ f(d,e,a) + f(e,a,b) =
=a+b+c+d+e
Pokazaé, ze dla dowolnego n oraz xi, ..., X,
f(x1, x2, x3)4+F(x2, X3, Xa)++ - ~4F (Xn, X1, X2) = x1+Fx2++ - ~4Xp
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Ciagi

Ciag (an) jest okreslony wzorem a3 = 1, apt1 = 2a, +
\/33%2 — 2. Wykaz, ze a, € Z, dla kazdego n € Z..

Ciag ag, a1, ... jest okreslony przez warunki: ag = —1 oraz
an—1 an—2 ai a0
e = =0 dl >1
an+2+3+ +n+n+1 an

Wykazaé, ze a, > 0dla n> 1.

https://discord.gg/mq8qthPuxq Konstanty Smolira 18.01.2025



Wielomiany

Definicja 1 (Stopien wielomianu)

Stopniem deg f wielomianu f # 0 nazywamy najwiekszg licz-
be taka, ze f ma niezerowy wspétczynnik przy x9&f.

Fakt 4 (Wtasnosci stopni)

degf-g = degf+degg,degfog =degf-degg, degf+g <
max(deg f,deg g) (dla deg f # deg g zachodzi réwnos¢).

Twierdzenie 4 (Darboux dla wielomianéw)

Jedli f € R[x] oraz x1, xo, a sa takie, ze f(x1) < a < f(x),
to istnieje takie xp € [x1, x2], ze f(xp) = a.
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Wielomiany

Twierdzenie 5 (Bezout)

Dla dowolnego wielomianu f: jedli f(a) = 0, to x —a | f
(istnieje taki wielomian g, ze f(x) = (x — a)g(x)).

Wielomian P(x) spetnia deg P = n oraz P(k) = % dla k =
=1,2,...,2" Obliczy¢ P(0).

Znajdz wszystkie W € R[x] takie, ze dla kazdych x, y € R,
jesli x+y € Q, to W(x)+ W(y) € Q.
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