'4' Zadania powtérkowe z TL

4 Filip Manijak

Zadania sa ulozone + /- rosnaco trudnosciowo
Zadanie 1. Liczby naturalne a i b sa dzielnikami n. Wykaza¢, ze jedli liczba = + 7 jest podzielna

przez a i b, to liczba n jest podzielna przez liczbe %ﬂ?j.

Zadanie 2. Pokaz, ze
n" 4 (7’L+ 1)n+1

jest liczba zlozona dla nieskoniczenie wielu dodatnich liczb catkowitych n.

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n istnieja liczby catkowite a i b
takie, ze
4a® +9b* — 1

jest podzielne przez n.

Zadanie 4. Niech n > 3 bedzie liczba calkowita taka, ze 4n + 1 jest liczba pierwsza. Udowodnij, ze
4n + 1 dzieli n?" — 1.

Zadanie 5. Czy istnieje takie 2024 réznych liczb catkowitych dodatnich takich, ze suma ich kwa-
dratéw réwniez jest kwadratem liczby catkowitej?

Zadanie 6. Dana jest liczba pierwsza p = 4k + 1. Dla ilu liczb 1 < a < p — 1 istnieje rozwiazanie

réwnania x? =, a?

Zadanie 7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej nieparzystej k = 3n zachodzi:
k | 2(2n72)! ~1

Zadanie 8. Niech n bedzie ustalona liczba catkowita dodatnia. Dla 1 (dodatniego catkowitego)
oznaczamy:
(1) = (4l +1)(41 +2)...(4l + 4% 5™)

Znajdz najmniejsza liczbe 1 taka ze f(1) ma w rozkladzie na czynniki pierwsze dokladnie 5™ piatek.

Zadanie 9. Niech p bedzie liczba pierwsza. Dane sg 2 ciggi réznych liczb od 0 do p—1: a1, as, ..., ap
iby,ba,...,b,. Udowodnij, ze istniejg takie liczby 1 <@ < p,1 < j < p ktére spetniaja:

a;b; =p a;b;.

Zadanie 10. Czy istnieje ciag liczb catkowitych ai,as,as, ... taki, ze suma kolejnych n wyrazdéw

podzielna jest przez n2.

Zadanie 11. Niech a i b to dodanie liczby rzeczywiste, takie ze liczby a — b, a® — b, a® — b3,.... sa
dodatnimi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze a i b to liczby calkowite.

Zadanie 12. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n istnieja parami wzglednie
pierwsze liczby caltkowite kg, k1, . .., k,, wszystkie wigksze od 1, takie ze

koki---kn—1

jest iloczynem dwoch kolejnych liczb caltkowitych.
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Zadanie 13. Niech n bedzie liczba naturalna i p bedzie liczba pierwsza. Udowodnij, ze p | 2P~ — 1
ip?t2r=t — 1, jezelip| 2" —1ip*f2n -1

Zadanie 14. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p oraz dodatnie liczby calkowite (x,y) takie, ze
P14y oraz yPl4x
sa potegami liczby p.

Zadanie 15. Udowodnij, ze kazdy zbiér 2n—1 liczb catkowitych zawiera jakis podzbiér n elementow,
taki ze jego suma jest podzielna przez n.



