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Lista tematdéw ktére bedziemy przerabiac

Wyktadniki P-adyczne
Modulo

Chinhskie Twierdzenie o Resztach

>
>
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» Twierdzenia: Fermata, Eulera, Wilsona
> Rzedy

>
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Wyktadniki P-adyczne

Zauwazmy, ze kazda liczbe catkowita dodatniag n mozemy
przedstawi¢ jako:

n=p1*p* ... py°

gdzie p1, p2, ... Pk S3 pierwsze, a ai, a, ... ax catkowite dodatnie.

Definicja 1 Wyktadnik p-adyczny

Dla liczby pierwszej p wyktadnikiem p-adycznym z liczby n
nazywamy najwiekszg liczbe catkowita i taka, ze p' | n oraz
p't1 4 n. Zapisujemy V,(n) = i.

Fakt 1V,

V3(9) = 2, V5(].5) = 1, V7(24-) = 0, Vpl(n) = a
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WHtasnosci Vp

1. jesli Vi(a) # V,(b), to Vp(a+ b) = MIN(V,(a), V(b))
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jesli wyraz minimalny ciagu ai ... ax nie potwarza sie wiecej
niz raz, to Vp(ar + ...+ ax) = MIN(Vp(a1) ... Vp(ax))
jesli Vp(a) = V,(b), to Vp(a+ b) > Vy(a)

Vp(ab) = Vp(a) + Vi (b)

Vio(2) = Vp(a) — Vp(b) dla b | a

Vo(a") = nVjp(a)

alb < V,Vp(a) < Vp(b)

atb < 3,Vp(a) > V,(b)
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Zadania Vp

Zadanie 1 Przyktad Vp

Liczby a, b # 0 oraz "’—bz —+ %2 sg catkowite. Udowodnij, ze
jest liczba catkowita.

b2
a

Zadanie 2 Przyktad Vp

| \

Liczby a,b # 0 sa catkowite i spetniaja ab | a® + b? + a.

Udowodnij, ze a jest kwadratem liczby catkowite;.
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Wzér Legendre'a i LTE

Twierdzenie 1 Wzér Legendre'a

Vo) = [2] + | &) + ...+ 1)

Twierdzenie 2 Lemat o zwiekszaniu wyktadnika p-adycznego

Vo(x" —y") = Vp(x —y) + Vp(n) Dla p # 2
Vo(x"—y") = Vp(x—y)+ Vp(n)+ Vp(x+y)—1Dlap=2

Niech n bedzie bezkwadratowa, nieparzysta liczbg naturalna.
Udowodnij, ze nie ma takich liczby x L y, ktére spetniaja:
(x+y)° [ X"+ y"
|
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Modulo

Definicja 2 Modulo

a=bmod m <= a daje te samg reszte z dzielenia przez
m co b (innymi stowy, m | a — b).

Fakt 2 Dziatania

a=cmodmAb=dmodm = at+b=c+dmodm
a=cmodmAb=dmodm — a—b=c—dmod m
a=cmod mAb=dmodm — a-b=c-d mod m

Fakt 3 Dzielenie dziata tylko dla liczb pierwszych

ca=cbmodp = a=bmod pVc=0modp
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Chinskie twierdzenie o resztach

Twierdzenie 3 CRT

Jesli liczby ny, ny, ..., nk s3 wzglednie pierwsze, to z doktad-
noscia do reszty z dzielenia przez niny, . . ., ny istnieje doktad-
nie jedno rozwiazanie uktadu kongruencji (x < nina...n) :
X =nr mod m

X = rn mod ny

X = r, mod ng
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Czy dla kazdej liczby n istnieje n kolejnych liczb naturalnych,
z ktérych zadna nie jest potega liczby pierwszej?
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MTF i tw. Eulera

Twierdzenie 4 Mate Twierdzenie Fermata

aP = a mod p; jedli p 1 a, to dodatkowo aP~! =1 mod p

Twierdzenie 5 Eulera

Jedli n L a, to zachodzi a®(") = 1 mod n, gdzie ¢(n) to liczba
liczb wzglednie pierwszych z n mniejszych od n.

Fakt 4 wtasnosci funkcji Eulera

Jedli m L n to ¢(mn) = ¢(m) * ¢(n)
$(p*) =Pt (p—1)
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Zadania - MTF

Zadanie 5 MTF

Znajdz wszystkie liczby k takie, ze dla kazdego n naturalnego
NWD(k,2" +3"+6" — 1) = 1.

Zadanie 6 Euler

Znajdz reszte modulo 16 liczby 33"
n razy
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Tw. Wilsona

Twierdzenie 6 Wilson

pl(p—1)!+1 < p jest liczba pierwsza lub p =1

p = 2q + 1. Udowodnij, ze p | (q!) + (—1)9.
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Generatory

Definicja 3 Generator

Generatorem modulo n nazywamy taka liczbe g, ze gk =,
g = k =4(n) |- Réwnowaznie: kazda reszta z dzielenia

modulo n wzglednie pierwsza z n jest postaci g’ dla pewne-
go I.

Fakt 5 Istnienie

Dla kazdej liczby pierwszej istnieje generator (zazwyczaj wie-
cej niz jeden!). Generator modulo n istnieje tez dla:

n=1,24,p" 2p*

gdzie p jest liczba pierwsza wieksza od 2.
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Generatory - zadania
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Udowodnij, ze kazda liczbe pierwsza postaci 4k + 1 da sie
zapisa¢ jako sume dwéch kwadratéw liczb naturalnych.

Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz liczba catkowita
k taka, ze p—1 1 k. Wykaza¢

IX+2k+ ...+ (p—1)*=,0

Bonus: Udowodnié¢ dla p — 1 niedzielagcego k.
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Rzedy

Definicja 4 Rzad
Rzedem liczby catkowitej a modulo m (gdzie a L m) nazwie-
my taka najmniejsza liczbe naturalng (ordm(a)), ze:

aord,,,(a) =1

Fakt 6 Podzielnosci

1. m|ak—1 < ordy(a) | k

2. ordm(a) | ¢(m)
3. m|n = ordy(a) | ords(a)
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Rzedy cd.

Fakt 7 Wiecej faktow

1. a¥=,3 < x Zordm(a) Y

rdm
2. ordm(a¥) = ng

3. ordm(a) L ordm(b) = ordm(ab) = ordm(a)ordm(b)
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Rzedy - zadania

Zadanie 10

Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze n | 2" — 1.

Zadanie 11

Udowodnij, ze jedli / | 22" + 1 to | = k2m+1 4+ 1.
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