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Podstawy zliczania
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1. Liczba sposobéw ustawienia n elementéw w kolejnosci

. Liczba sposobéw wyboru k-elementowego podzbioru zbioru

n-elementowego

n n!
k) " K(n— k)

. Liczba sposobdéw wyboru k-elementowego multizbioru ze

zbioru n-elementowego
n+k—1\ (n+k-1
n—1 N k
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Bajki kombinatoryczne, zliczanie $ciezek

Fakt 1 (Uproszczona tozsamo$¢ Vandermonde'a)

(7)) () )

) jako liczba sciezek

n+m

_>(n

Policz niemalejace funkcje f: [n] — [n], takie ze f(k) > k.
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Zliczanie — oszacowania

Dane s3 skonczone zbiory A i B. Rozwazmy
A+B={a+blacAbe B}

Udowodnij, ze |A+ B| > |A| +|B| — 1.

Twierdzenie 1 (Sperner)

Niech |A| = n i niech F bedzie rodzing podzbioréw A, taka
ze zaden zbiér z F nie jest podzbiorem innego. Wykaz, ze

71 < (Ln/%)'
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Zasada szufladkowa

Fakt 2 (Zasada szufladkowa Dirichleta)

Jesli co najmniej kn + 1 obiektéw rozdzielimy na n zbioréw,
to w pewnym zbiorze jest co najmniej k + 1 elementow.

Twierdzenie 2 (Erd6s-Szekeres)

Ciag ztozony z rs + 1 rbéznych liczb zawiera podciag rosnacy

dtugosci r + 1 lub podciagg malejacy dtugosci s + 1.
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Zasada szufladkowa — zadania
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Wybrano k réznych punktéw kratowych ptaszczyzny
A1, ..., Ax. Wiadomo, ze srodek odcinka A;A; nie jest punk-
tem kratowym dla i # j. Jak duze moze by¢ k7

Wybrano pewien podzbiér A liczb naturalnych od 1 do 100.
Wiadomo, ze nie istnieja takie a, b € A, ze 2a = b. Znalez¢
najwieksza mozliwa moc A.
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Kolorowanki
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Mamy szachownice 15 x 15 wewnatrz szachownicy 17 x 17.
Udowodnij, ze mniejszej szachownicy nie da sie przykry¢ kloc-
kami 1 x 9 oraz 1 x 10 ufozonymi na wigkszej szachownicy.

Szesciokatna plansze ztozona z 6n? tréjkatnych pdl przykryto
3n? rombami. Udowodnij, ze przekatna planszy przecina do-
ktadnie n romboéw.
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Indukcja

Fakt 3 (Zasada indukcji)

Zatézmy, ze P(0) oraz P(n) = P(n+ 1) dla wszystkich
n € N. Wéwczas P(n) dla wszystkich n € N.

Na ptaszczyznie narysowano n prostych, ktére podzielity
ptaszczyzne na k obszaréw. Udowodnij, ze

1
k<<n; >+1.
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Indukcja — zadania

Jacek ma n kart ponumerowanych kolejno liczbami 1,..., n,
ktére uktada na stole w rzedzie, w dowolnej wybranej przez
siebie kolejnosci. Jacek bedzie zdejmowac¢ karty ze stotu w ko-
lejnosci zgodnej z numeracja kart: wpierw zdejmie karte o nu-
merze 1, potem karte o numerze 2, i tak dalej. Zanim Jacek
zacznie zdejmowac karty, Placek koloruje kazda z kart na czer-
wono, niebiesko lub zétto. Udowodnié, ze Placek moze po
kolorowac¢ karty w taki sposéb, ze podczas ich zdejmowania
przez Jacka w kazdym momencie spetniony bedzie nastepu-
jacy warunek: pomiedzy dowolnymi dwiema kartami tego sa-
mego koloru znajduje sie co najmniej jedna karta innej barwy.
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Indukcja — zadania

Niech as, ..., a, beda réznymi dodatnimi liczbami catkowity-
mi, zas M bedzie zbiorem n — 1 dodatnich liczb catkowitych,
przy czym M nie zawiera liczby a3 +a>+- - - +a,. Konik polny
skacze wzdtuz osi liczbowej w dodatnia strone, zaczynajac w
zerze i wykonujac n skokdéw, ktérych dtugosciami sa liczby
ai,...,an w pewnej kolejnosci. Udowodnié, ze kolejnos¢ te
mozna wybraé w taki sposéb, by po zadnym ze skokéw konik
polny nie wylagdowat w punkcie nalezacym do zbioru M.
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/Zasada ekstremum

Fakt 4 (Zasada ekstremum)

» Kazdy niepusty podzbiér liczb naturalnych ma element
najmniejszy.

» Kazdy skonczony i niepusty podzbiér liczb naturalnych
ma element najmniejszy i najwiekszy.
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/asada ekstremum — zadania
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W kazdym polu tablicy n x n jest liczba catkowita. Moze-
my wielokrotnie wykonywa¢ nastepujaca operacje: wybiera-
my dowolne pole tabeli i zmniejszamy wpisang tam liczbe o
liczbe pdl sasiednich (bokiem), zas$ liczby w sasiednich polach
zwiekszamy o 1. Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 rozstrzy-
gnaé, czy z kazdej tabeli, w ktérej suma wszystkich n? liczb
jest réwna zeru, mozna otrzymacé tabele samych zer.

https:/ /discord.gg/mq8qthPuxq Karol Musielinski

30.01.2025



/asada ekstremum — zadania
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Na ptaszczyznie jest n punktéw czerwonych i n punktéw nie-
bieskich. Wykaz, ze mozna znalez¢ n roztacznych par rézno-
kolorowych punktéw i potaczyé je nieprzecinajacymi sie od-
cinkami.

Na ptaszczyznie danych jest n punktéow o tej wtasnosci, ze
kazde trzy z nich wyznaczaja tréjkat o polu nie wiekszym od
1. Udowodnij, ze wszystkie dane punkty sg zawarte w pewnym
tréjkacie o polu nie wiekszym od 4.
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Niezmienniki

Definicja 1 (Niezmiennik)

Niezmiennik to funkcja, ktéra kazdemu stanowi przypisuje
jaka$ wartos¢ i ma te witasnos¢, ze wartos¢ tej funkcji nie
zmienia sie, gdy wykonujemy pewne operacje, przechodzac
do sasiednich standw.

Jesli warto$¢ funkcji zmienia sie, ale w sposéb kontrolowany,
mozemy j3 nazwaé pétniezmiennikiem.
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Niezmienniki — ztoty standard
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Niech S bedzie zbiorem 2n + 1 punktéw na ptaszczyznie,
z ktérych zadne trzy nie sg wspoétliniowe. Wiatrakiem na-
zwiemy nastepujacy proces. Na poczatku dana jest prosta /
zawierajaca jeden punkt P € S. Prosta ta obraca sie zgodnie
z ruchem wskazéwek zegara, wokot P tak dtugo, az osiggnie
inny punkt nalezacy do zbioru S. Punkt ten staje sie nowym
Srodkiem obrotu i prosta dalej obraca sie wokét niego, w tym
samym kierunku, dopdki ponownie nie osiggnie punktu ze
zbioru S. Dowie$é, ze punkt P oraz prosta /| moga zostal
wybrane w taki sposéb, ze kazdy punkt z S bedzie Srodkiem
obrotu nieskonczenie wiele razy.
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Niezmienniki — zadania

Z n® ptytek w ksztatcie tréjkata réwnobocznego o boku 1
utozono tréjkat réwnoboczny o boku n. Kazda ptytka jest
z jednej strony biata, z drugiej czarna. Ruch polega na wyko-
naniu nastepujacych czynnosci. Wybieramy ptytke P majaca
wspolne boki z co najmniej dwiema ptytkami innego koloru.
Nastepnie odwracamy ptytke P na druga strone. Dla kazdego
n > 2 rozstrzygnaé, czy istnieje poczatkowe utozenie ptytek,
pozwalajace wykonaé nieskonczony ciag ruchéw.
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Niezmienniki — zadania

Niech liczby xi,...,x, spetniaja [x1 + xo + -+ + x| = 1
oraz |x;| < 3(n+ 1). Udowodnij, ze istnieje taka permutacja
Yi,.--,¥n liczb x1,...,X,, Ze

n+1

|1y1 +2y2 + -+ - 4 nyn| < 5
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Teoria graféw

Definicja 2 (Graf)

Grafem nazywamy uporzadkowana pare G = (V, E), gdzie
V to zbiér wierzchotkéw, a E to zbiér krawedzi, czyli nieupo-
rzadkowanych par wierzchotkéw.

Definicja 3 (Stopien wierzchotka)

Niech v € Vi e € E. Jedli v € e (krawedz e taczy wierzcho-
tek v z jakim$ innym), to méwimy, ze v i e s3 incydentne.
Stopniem wierzchotka nazywamy liczbe incydentnych do
niego krawedzi i oznaczamy deg v.
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Teoria graféw — cd.

Lemat 1 (O usciskach dtoni)

W kazdym grafie zachodzi

> degv =2|E|.
vev
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Teoria graféw — cd.

Definicja 4 (Sciezka)

Spacerem w grafie nazywamy kazdy cigg krawedzi, ktéry fa-
czy pewien ciag wierzchotkéw. Sciezkg nazywamy taki spa-
cer, ktéry nie przechodzi przez zaden wierzchotek wielokrot-
nie.

Definicja 5 (Cykl)

Cyklem w grafie nazywamy Sciezke, ktéra zaczyna sie i kon-
czy w tym samym wierzchotku.
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Teoria graféw - zadanie

Mamy n miast potagczonych jednokierunkowymi drogami. Dla
kazdej pary miast A i B mozna dojecha¢ z Ado B lub z B do
A. Wykaz, ze istnieje takie miasto, z ktérego da sie dojechaé
do kazdego innego.
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Teoria graféw — cd.

Definicja 6 (Graf dwudzielny)

Graf dwudzielny to taki, ktérego zbidr wierzchotkdéw V moz-
na rozdzieli¢ na dwa zbiory Vi i V5 w taki sposdb, ze zadna
krawedZ nie jest incydentna do dwdch wierzchotkéw z tego
samego zbioru.

1IKO

Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma cykli
nieparzystej dtugosci.
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Teoria graféw — cd.

Definicja 7 (Cykl Eulera)

Cyklem Eulera nazywamy taki cykl, ktéry przechodzi przez
wszystkie krawedzie grafu dokfadnie raz.

Twierdzenie 3

7
| \

Graf spdjny ma cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
jego wierzchotki maja parzysty stopien.

| g
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Teoria graféw — cd.

Definicja 8 (Cykl Hamiltona)

Cyklem Hamiltona nazywamy taki cykl, ktéry przechodzi
przez wszystkie wierzchotki grafu doktadnie raz.

Twierdzenie 4 (Ore)

Jedli |V| = n oraz degv + degu > n dla kazdych dwéch
réznych i niepotaczonych krawedzig u,v € V, to taki graf
ma cykl Hamiltona.
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Cykl Eulera - zadania
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W turnieju badmintona wzieto udziat n zawodnikéw, gdzie n
jest liczba nieparzysta. Kazdych dwéch zawodnikéw zagrato
ze soba dokfadnie dwa mecze, nie byto remiséw. Okazafto sie,
ze kazdy zawodnik wygrat tyle samo meczéw co przegrat.
Wykazaé, ze mozna uniewazni¢ doktadnie potowe wszystkich
meczéw w taki sposéb, by réwniez wéréd waznych meczéw
kazdy zawodnik wygrat tyle samo meczéw co przegrat.

W tablicy n x n wybrano k pél. Udowodnij, ze da sie je po-
kolorowa¢ na biato i czarno w taki sposéb, zeby w kazdym
wierszu i kolumnie liczba biatych i czarnych pdl réznita sie
0 co najwyzej 1.
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Metoda probabilistyczna — podstawy

Fakt 5 (Union Bound)

Jesli Al, A2, ..

to z niezerowym prawdopodobienstwem nie zachodzi zadne

., A, sa zdarzeniami losowymi oraz

P(A;) + P(A2) +--- + P(Ap) < 1,

z tych zdarzen.

Fakt 6 (Liniowos¢ wartosci oczekiwanej)

Dla zmiennych losowych Xi, X5, .

E(X1 + Xo 4 - 4+ X,) = E(X1) + E(X2) + - - - + E(X,).

.., X, zachodzi réwnosé
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Metoda probabilistyczna — cd.

Fakt 7 (Wartos¢ oczekiwana jako $rednia)
Dla kazdej zmiennej losowej X zachodzi
min(X) < E(X) < max(X).

Ponadto jesli min(X) < max(X), to obie powyzsze nierdw-
nosci sa ostre.
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Metoda probabilistyczna — prébka

Twierdzenie 5 (Caro-Wei)
Udowodnij, ze w kazdym grafie G = (V/, E) istnieje zbidr
niezalezny o liczbie wierzchotkéw co najmniej

Z 1
Y. degv +1

Dane sg wektory vi, va, ..., v, €™, kazdy o dtugosci 1. Udo-
wodnij, ze istnieja takie €1,¢2,...,e, € {—1,1}, ze

le1vi + eava + - -+ + epvi| > V.
|
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