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Stowo wstepne

Rok szkolny 2023/2024 byt pierwszym rokiem dzialalno$ci Matematycznego Internetowego Kota Olimpijskiego,
w skrécie MIKO. Od samego poczatku MIKO wyréznialo si¢ na tle znanych przedsiewzieé, tworzac ogdlnopolska
spoleczno$é¢, ktéra nie tylko taczy doswiadczonych olimpijczykow, ale tez stawia na dzielenie si¢ wiedza z mniej
doswiadczonymi kolegami.

U podstaw MIKO lezy zasada zarazem prosta i owocna. Wyrazem glebokiego zrozumienia tematu jest umiejet-
noé¢ objasnienia go innym. Fundament tej inicjatywy stanowi z kolei zasada wzajemnosci — kazdy wnosi cos od
siebie, majac $wiadomosé, ze jego wysilek wraca do niego w postaci pracy i zaangazowania reszty spolecznosci.
To wlasdnie ta nieformalna umowa i poczucie wspdlodpowiedzialnoéci sprawiaja, ze niewielki wklad jednostki
wspéltworzy preznie dzialajace srodowisko i przynosi nieprzecietne efekty.

W roku szkolnym 2023/24 dzialaly dwie grupy — ,Srednia” oraz ,Final++". Zajecia prowadzili znakomici
olimpijezycy, w tym medalisci i medalistki Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej, Srodkowoeuropej-
skiej Olimpiady Matematycznej oraz FEuropejskiej Olimpiady Matematycznej Dziewczat. Uczestnicy mierzyli
sie z zadaniami na poziomie odpowiednio drugiego etapu Olimpiady Matematycznej lub finatu tejze i olimpiad
miedzynarodowych. W spotkaniach grupy , Final+4” regularnie brato udziat okoto 20 oséb, natomiast grupy
,Sredniej” — zwykle 40-60 o0s6b.

Serdecznie zachecamy do dotaczenia do spolecznoéci MIKO i wspéttworzenia jej w kolejnych latach. Od czasu
utrwalonego w tej publikacji MIKO istotnie si¢ rozwinelo — powstaly nowe grupy poza matematyka obejmujace
informatyke, sztuczna inteligencje oraz fizyke, a liczba cztonkéw przekroczyta juz 2000.

Sktadamy serdeczne podziekowania wszystkim prowadzacym za ich czas, zaangazowanie i gotowos¢ do dzielenia
sie wiedzg oraz do$wiadczeniem. Wyrazy wdziecznosci kierujemy réwniez do oséb pracujacych nad niniejsza
publikacja — za staranno$¢ i ogrom wysitku wlozony w opracowanie i udostepnienie tych materiatow.

Mamy nadzieje, ze przygotowane opracowanie stanie sie rzetelnym wsparciem dla kolejnych uczniéw przygoto-
wujacych sie do Olimpiady Matematycznej, a takze inspiracja do dalszego dojrzewania matematycznego.

Organizatorzy MIKO
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Grupa Srednia




Twierdzenie o trdjlisciu

Antoni Luczak

Twierdzenie (O tréjlisciu)

Niech punkt I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Przez L oznaczmy srodek tuku BC
niezawierajacego punktu A. Z kolei J4 niech bedzie $rodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC
stycznego do boku BC. Woéwczas spetnione sg rownosci

IL =BL =CL = JyL.

Ta

Dowdéd. Niech 4BAC = 2a, 4ABC = 23 oraz {BCA = 2, wtedy
a+ B4y =90°

Na poczatku pokazemy, ze LI = LB, co jest réwnowazne pokazaniu, ze SIBL = JLIB. Przenoszac katy

po okregu dostajemy, ze
JCBL = 4CAL = 4IAC = «,

czyli
JIBL=a+ 3 oraz <BIL=<4IBA+JBAI=a+ 0,

a wiec LI = LB. Analogicznie, LI = LC.

Zauwazmy, ze SIBJ, = 90°, bowiem BI i BJ 4 sa dwusiecznymi pod katem prostym. Wtedy IJ4 jest Srednica
okregu opisanego na tréojkacie prostokatnym I BJ 4. Analogicznie IJ 4 jest érednica okregu opisanego na trojkacie
prostokatnym ICJ 4, czyli mamy okrag O(IBJAC), w ktérym BL = IL = C'L, czyli L jest $rodkiem tego okregu,
co oznacza, ze 1L = LJ 4. O
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Zadania tatwe

Zadanie 1.

Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag opisany na tréjkacie ABI przecina BC po raz
drugi w punkcie D. Okrag opisany na tréjkacie AIC przecina BC po raz drugi w punkcie E. Udowodnié, ze I
jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ADE.

Zadanie 2.

Niech punkt I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a punkt M — srodkiem boku AB. Oznaczmy
przez N drugie przeciecie prostej AJ z okregiem opisanym na trdjkacie ABC. Zalézmy, ze <BIM = 90°.
Wyznaczyé stosunek Al : IN.

Zadanie 3.
Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Proste BI, CI przecinaja okrag opisany na tréojka-
cie ABC odpowiednio w punktach P, Q. Wykazaé, ze prosta PQ jest symetralng odcinka Al.

Zadanie 4.

W tréjkat ABC wpisano okrag o srodku I. Proste Al i BI przecinaja okrag opisany na tréjkacie ABC od-
powiednio w punktach P i @, réznych od A i B. Punkt F jest takim punktem, Zze czworokat CPF(Q jest
réwnoleglobokiem. Dowiesé, ze jesli I # F, to SCIF = 90°.

Zadania troche trudniejsze

Zadanie 5.
Punkt H jest ortocentrum ABC. Proste AH, BH, CH przecinaja BC, CA, AB odpowiednio w punktach D,
E, F. Udowodnié, ze okrag opisany na trojkacie DEF przechodzi przez $rodek odcinka AH.

Zadanie 6.

Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do odcinkéw BC, C'A, AB odpowiednio w punktach D, E, F.
Niech J,, Jp 1 J. beda odpowiednio $rodkami okregow wpisanych w trojkaty AEF, BDF, CDE. Prosta l, jest
symetryczna do prostej BC' wzgledem prostej JpJ., analogicznie okreslamy proste [l i [.. Dowies¢, ze proste [,
lp, l. przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 7.

Niech K i L beda takimi punktami na tukach odpowiednio BC'i BA okregu opisanego na trojkacie ABC, ze KL ||
AC'. Udowodnié, ze $rodki okregéw wpisanych w trojkaty BCK i ABL sa rownoodlegle od érodka tuku AC,
zawierajacego punkt B, okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Zadanie 8.
Tréjkat ABC spelnia <BAC = 60°. Niech O, I, H oznaczaja odpowiednio $rodek okregu opisanego, $rodek
okregu wpisanego oraz ortocentrum trojkata ABC. Udowodnié, ze O = IH.

Zadanie 9. (IMO 2006 P1)
Niech I oznacza $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC. Punkt P lezy wewnatrz tego trdjkata i spelnia

JPBA+ JPCA = 4PBC + 4PCB.

Wykazaé, ze AP > Al oraz, ze réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P = I.

Zadanie 10.

Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Prosta AI przecina odcinek BC w punkcie D. Sy-
metralna odcinka AD przecina proste BI oraz CI odpowiednio w punktach P i Q). Dowies¢, ze wysokosci
trojkata PQD przecinaja si¢ w punkcie I.
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Zadania po kole

Zadanie 11.

Punkty B, C' lezg na okregu Q. Punkty A;, As lezg na tym samym tuku BC' okregu €2 oraz spelniajg A; As = 1.
Niech Iy, I oznaczaja odpowiednio srodki okregéw wpisanych w A1 BC, As BC. Udowodnié, ze dlugoéé¢ odcinka
I, I5 nie zalezy od wyboru punktéw Aq, As.

Zadanie 12.

Tréjkat ABC, w ktérym AB < AC, jest wpisany w okrag Q). Dwusieczne SCBA i SACB przecinaja sie w I
oraz przecinaja ) po raz drugi odpowiednio w punktach P, Q). Niech N oznacza $rodek tuku BAC' okregu €.
Udowodnié, ze

(1) AN || PQ,
(2) NPIQ jest réwnoleglobokiem oraz wywnioskowaé stad, ze NT przechodzi przez $rodek PQ,

(3) gdy Ip, I oznaczaja odpowiednio $rodki okregéw B-dopisanego oraz C-dopisanego tréjkata ABC', to punk-
ty B, C, Ip, I leza na okregu o érodku NV,

(4) SANI = JIMB, przy czym M to $rodek BC.

Zadanie 13.
W konfiguracji z Zadania 7, udowodnié, ze $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty BCK, ABL, punkt B oraz
srodek tuku ABC' leza na jednym okregu.

Zadanie 14.
Wysokosci BE, C'F trbjkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Niech M oznacza $rodek odcinka BC'. Dodat-
kowo, niech I oznacza $rodek okregu wpisanego w tréjkat M EF. Udowodnié, ze SAITH = 90°.
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Antoni Luczak.

Zadanie 1.

Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Okrag opisany na trdjkacie ABI przecina BC po raz
drugi w punkcie D. Okrag opisany na tréjkacie AIC przecina BC' po raz drugi w punkcie E. Udowodnié, ze I
jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ADE.

Rozwigzanie:

Na mocy twierdzenia o trojliSciu, okrag opisany na ABI jest symetryczny wzgledem dwusiecznej kata ACB.
Otrzymujemy zatem, ze D jest odbiciem A wzgledem tej dwusiecznej oraz ID = [ A. Podobnie IE = I A, co
daje teze.

Zadanie 2.

Niech punkt I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a punkt M — srodkiem boku AB. Oznaczmy
przez N drugie przeciecie prostej AJ z okregiem opisanym na tréjkacie ABC. Zalézmy, ze <BIM = 90°.
Wyznaczy¢ stosunek Al : IN.

Rozwigzanie:
Niech J oznacza srodek okregu A-dopisanego do ABC. Na mocy twierdzenia o tréjlisciu mamy

IN =JN.
Ponadto ¢JBI = 90°, wigc IM || AJ. Z twierdzenia o linii $rodkowej wynika, ze
Al =1J.

W takim razie AI : IN = 2.
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Zadanie 3.
Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Proste BI, CI przecinaja okrag opisany na tréjka-
cie ABC odpowiednio w punktach P, Q. Wykazaé, ze prosta PQ jest symetralng odcinka Al.

Rozwigzanie:
Na mocy twierdzenia o tréjlidciu mamy

PA =PI oraz QA=0QI,

co daje teze.

Zadanie 4.

W trojkat ABC wpisano okrag o érodku I. Proste AI i BI przecinaja okrag opisany na trdjkacie ABC od-
powiednio w punktach P i @Q, réznych od A i B. Punkt F' jest takim punktem, ze czworokat CPFQ jest
réwnoleglobokiem. Dowiedé, ze jesli I # F, to SCIF = 90°.

Rozwiazanie:
Na mocy poprzedniego zadania prosta PQ jest symetralng odcinka CI. Skoro F' jest odbiciem wierzchotka C'
wzgledem $rodka PQ, to IF || PQ. Jednak PQ L CI, zatem

JCIF = 90°,

co bylo do wykazania.
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Zadanie 5.
Punkt H jest ortocentrum ABC. Proste AH, BH, CH przecinaja BC, CA, AB odpowiednio w punktach D,
E, F. Udowodnié, ze okrag opisany na trdjkacie DEF przechodzi przez srodek odcinka AH.

Rozwigzanie:

Wystarczy zauwazyé, ze H, A, B, C to odpowiednio $rodek okregu wpisanego oraz §rodki odpowiednich okregéw
dopisanych do tréjkata DEF. Na mocy twierdzenia o tréjliSciu $rodek odcinka AH jest srodkiem tuku EF
okregu opisanego na trojkacie DEF', co konczy dowdd.

Zadanie 6.

Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do odcinkow BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, F, F.
Niech J,, Jp i J. beda odpowiednio srodkami okregéw wpisanych w trojkaty AEF, BDF, CDE. Prosta [, jest
symetryczna do prostej BC' wzgledem prostej JpJ.., analogicznie okreslamy proste I i [.. Dowies$é, ze proste g,
lp, lc przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:
Tréjkaty AFE, BFD oraz CDE sg rownoramienne, zatem punkty J,, Jy i J,. lezg odpowiednio na symetralnych
odcinkow F'E, FD i DE. Wtedy punkty J,, Jy, J. sa $rodkami odpowiednich tukéw EF, FD, DE okregu

wpisanego.

Na mocy Zadania 3 otrzymujemy, ze EP | J,J., wtedy punkt E przechodzi po symetrii na punkt P, analogicznie
dla dwdch pozostatych. Zatem proste l,, Iy, I przechodza przez srodek okregu wpisanego w DEF'.
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Zadanie 7.

Niech K i L beda takimi punktami na tukach odpowiednio BC i BA okregu opisanego na tréjkacie ABC, ze KL ||
AC'. Udowodni¢, ze $rodki okregéw wpisanych w trojkaty BCK i ABL sa rownoodlegle od $rodka tuku AC,
zawierajacego punkt B, okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwiazanie:
Niech X, Y oznaczaja odpowiednio $rodki tukéw C'K, AL, natomiast I, J $rodki okregéw wpisanych w BC'K
oraz ABL. Skoro tuki CX K, AY L maja réwne dlugoéci, to z twierdzenia o tréjliciu otrzymujemy

IX=XC=YA=YJ

Niech N oznacza $rodek tuku ABC. Mamy NA = NC oraz <NAB = SNCB.

Zauwazmy, ze
JNYJ=J4NYB=4NXB=<44NXI,

zatem ANY J = ANIX, z czego dostajemy teze.

Zadanie 8.
Tréojkat ABC spelnia <BAC = 60°. Niech O, I, H oznaczaja odpowiednio $rodek okregu opisanego, srodek
okregu wpisanego oraz ortocentrum trojkata ABC. Udowodnié, ze O = IH.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
JBHC = 4BIC = 4BOC = 120°.

Katy te pokazuja, ze O oraz H leza na okregu tréjlisSciowym BIC. Ponadto wiadomo, ze proste AH, AO
sa symetryczne wzgledem dwusiecznej kata BAC. Skoro $rodek okregu BIC réwniez lezy na tej dwusiecznej,
to HI = IO, co bylo do wykazania.
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Zadanie 9. (IMO 2006 P1)
Niech I oznacza $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC. Punkt P lezy wewnatrz tego trdjkata i spelnia

4PBA+ 4PCA = 4PBC + 4PCB.

Wykazaé, ze AP > Al oraz, ze r6wnoé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P = I.
Rozwiazanie:
Korzystajac z podanej réwnosci obliczamy, ze

IBPC = 4BIC = 90° + ﬁBzAC,

zatem punkt P lezy na okregu tréjlidciowym i spelnia
PN =1IN,
gdzie N to érodek tuku BC okregu opisanego na tréjkacie ABC. Na mocy nieréwnosci tréjkata mamy

AP+ PN > AN = AI+IN <= AP > Al,

przy czym réwno$c zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P = I.
A

Zadanie 10.

Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Prosta AI przecina odcinek BC' w punkcie D. Sy-
metralna odcinka AD przecina proste BI oraz CI odpowiednio w punktach P i Q. Dowie$é, ze wysokoSci
tréjkata PQD przecinaja sie¢ w punkcie 1.

Rozwigzanie:

Wystarczy pokazaé, ze PD | QC oraz QD 1 PB. Skoro AQ = QD oraz @ lezy na dwusiecznej kata ACB, to
czworokat AQDC jest cykliczny. Analogicznie czworokat APDB jest cykliczny. Potega punktu w I pokazuje,
ze BCPQ takze jest cykliczny. Mamy zatem

JCQP = JCBP = 4PBA = 4PDA.

Analogicznie

JQPB = 4ADQ.
W polaczeniu z faktem, ze PQ 1 AD, otrzymujemy pozostale prostopadlosci.



Twierdzenie o tréjlisciu MIKO 2023/24

Zadanie 11.

Punkty B, C leza na okregu ). Punkty A;, As leza na tym samym tuku BC okregu 2 oraz spelniaja A1 A; = 1.
Niech I, I3 oznaczaja odpowiednio $rodki okregéw wpisanych w A; BC, A; BC'. Udowodnié, ze dlugosé odcinka
I, 15 nie zalezy od wyboru punktéw Aq, As.

Rozwigzanie:
Na mocy twierdzenia o tréjlisciu punkty B, C, I, I leza na jednym okregu o érodku N, gdzie N to Srodek
tego tuku BC, ktéry nie zawiera Ay, Ay. Warunek A; As = 1 méwi, ze A3 N Ay jest staly.

Wtedy AL} NIy bedzie takim samym tréjkatem réwnoramiennym we wszystkich przypadkach, zgodnie z ce-
cha bok-kat-bok. W takim razie réwniez dlugosé I 15 jest stala.
A
Ay _—

Zadanie 12.
Trojkat ABC, w ktérym AB < AC, jest wpisany w okrag Q. Dwusieczne SCBA i SACB przecinaja sie w I
oraz przecinaja ) po raz drugi odpowiednio w punktach P, Q). Niech N oznacza $rodek tuku BAC okregu €.

Udowodnié, ze
(1) AN || PQ,
(2) NPIQ jest rownoleglobokiem oraz wywnioskowaé stad, ze NI przechodzi przez $rodek PQ,

(3) gdy Ip, Ic oznaczaja odpowiednio $rodki okregéw B-dopisanego oraz C-dopisanego tréjkata ABC, to punk-
ty B, C, Ip, I leza na okregu o $rodku NV,

(4) SANI = JIMB, przy czym M to $rodek BC.
Rozwigzanie:
(1) AN jest dwusieczna zewnetrzng kata BAC, zatem jest prostopadla do AI. Podobnie PQ L AI, wiec
AN || PQ.

10
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(2) Z twierdzenia o tréjlisciu

PI=AP.

Dodatkowo katy oparte na tukach AP, AQ, AN to odpowiednio v/2, 5/2, |3 —~|/2. Wynika stad, ze katy
oparte na tukach AP, QN sa réwne. W takim razie

NQ=AP=1P.
Analogicznie NP = AQ = Q1.
4
P
Qf
\ I
B =C

(3) Mamy
AIeBlp = 31Oz = 90°,

zatem punkty B, C, Ip, Ic lezg na okregu o Srednicy Iglc. Zgodnie z punktem 1., punkt N lezy na Igles
oraz spelnia NB = NC'. Oznacza to, ze jest $rodkiem tego okregu.

Ip

(4) Z poprzednio pokazanej cyklicznosci mamy podobiefistwo
Alglcl ~ ABCI.
Skoro N, M sa érodkami odpowiadajacych bokéw tych trojkatow, to otrzymujemy réwniez podobienstwo
NIgNI ~ ABMI.

To daje nam réwnosé¢ katoéw z tezy.
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Twierdzenie o tréjlisciu MIKO 2023/24

Ic-

Zadanie 13.
W konfiguracji z Zadania 7, udowodnié, ze $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty BCK, ABL, punkt B oraz
srodek tuku ABC' leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Jak zauwazono w Zadaniu 7, zachodzi
JINIB = 4NJB,

co implikuje, ze punkty B, N, I, J leza na jednym okregu.

Zadanie 14.
Wysokosci BE, CF tréjkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Niech M oznacza $srodek odcinka BC'. Dodat-

kowo, niech I oznacza $rodek okregu wpisanego w tréjkat M EF. Udowodnié, ze SAITH = 90°.

Rozwigzanie:
Podobnie jak w Zadaniu 5 korzystamy z faktu, ze H, A, B, C to srodek okregu wpisanego i $rodki odpowiednich
okregow dopisanych do tréjkata DEF, gdzie D to trzeci spodek wysokosci w trdjkacie ABC. Skoro

JBEC = 4BFC =90°

oraz punkt M jest srodkiem BC, to M jest érodkiem okregu opisanego na BCEF oraz w szczeg6lnosci

ME = MF.
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Twierdzenie o tréjlisciu MIKO 2023/24

Ponadto M lezy na dwusiecznej zewnetrznej kata EDF', wiec punkt M lezy na okregu opisanym na DEF.
Dostajemy zatem, ze I lezy na okregu tréjliSciowym opisanym na EH F A. Skoro $rednica tego okregu jest AH,
to

JAIH = 90°,

co nalezalo pokazac.
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Inwersja
Filip Manijak

Teoria

Definicja (Inwersja)

Inwersja to przeksztalcenie plaszczyzny. Inwersje wykonujemy wzgledem danego okregu (o $rodku
w punkcie O i promieniu R). Obraz A’ punktu A to punkt na pélprostej OA, taki ze

R2=0A-04'.

Twierdzenie (Wlasnosci inwersji)

Inwersja jest dualna, czyli dla dowolnego punktu A mamy (A’) = A4;
Proste przechodza w okregi przechodzace przez $rodek okregu inwersyjnego;

Okregi przechodzace przez $rodek okregu inwersyjnego przechodza w proste;

(1)
()
(3)
(4) Okregi nieprzechodzace przez srodek okregu inwersyjnego przechodza w inne okregi;
(5) Okrag inwersyjny przechodzi na samego siebie;

(6) Proste przez srodek okregu inwersyjnego przechodza na siebie same

(7)

Jezeli dwa obiekty sa styczne, to ich obrazy réwniez sa styczne (proste réwnolegle uznaje
sie za styczne);

(8) Dla dowolnych punktéw A # B spelniona jest réwnosé¢ SOAB = 4OB'A’.

Dowdd powyzszych wlasnosci zostaje pozostawiony Czytelnikowi — jest to idealne ¢wiczenie, aby lepiej zrozumieé
dziatanie tego przeksztalcenia. Ilustracje poszczegdlnych wlasnoéci:
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Zadania ¢wiczeniowe

Zadanie 1.
Dany jest okrag w o $rodku w punkcie O i promieniu OA. Na promieniu OA leza punkty B i C. Punkty B’ i C’
to obrazy inwersyjne punktéw B i C' wzgledem okregu w. Punkt D lezy na okregu w. Udowodnié, ze

¥BDC = 4B'DC'.

Zadanie 2.
Dany jest tréjkat ABC z okregiem wpisanym w o srodku w punkcie I. Udowodnié, ze punkt I jest ortocentrum
trojkata A’B'C’, gdzie punkty A’, B’ i ' sa obrazami inwersyjnymi punktéw A, B i C' wzgledem okregu w.

Zadanie 3.

Dane sg proste prostopadle AB i CD przecinajace si¢ w punkcie F. Niech w4 to okrag o $rodku w punk-
cie A, ktéry przechodzi przez punkt E. Analogicznie definiujemy okregi wg, we 1 wp. Udowodnié, ze przecigcia
okregéw w4 1 we, wa 1 wp, wp 1 we oraz wp i wp leza na jednym okregu.

Inwersja v BC

Definicja (Inwersja v BC)

Dla danego tréjkata ABC inwersja v BC' to ztozenie dwbch przeksztalcen (dla danego tréjkata ABC),
czyli inwersji wzgledem okregu o §rodku w punkcie A i promieniu VAB - AC' oraz odbicia wzgledem
dwusiecznej kata <BAC.

Twierdzenie (Wtasnoéci inwersji v BC')

W inwersji v/ BC:"

1) Obraz punktu B to punkt C;

Obraz srodka okregu wpisanego to érodek okregu A-dopisanego;
Obraz prostej BC' to okrag opisany na trojkacie ABC

)
)
4) Obraz $rodka okregu opisanego to odbicie punktu A wzgledem prostej BC;
) Obraz okregu dopisanego to okrag dowpisany;

)

Obraz ortocentrum lezy na okregu opisanym na tréjkacie BOC, przy czym O to $rodek okregu
opisanego na tréjkacie ABC.

Podobnie, jak wczesniej dowdd powyzszych wlasnosci pozostawiamy Czytelnikowi.
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Wtiasnoscei 1., 2.1 5.

Wlasnosé 4.
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Wtlasnosé 6.

Zadania po kole

Zadanie 4.
Okrag 2 ma promien R i érodek A. Udowodnié, ze jezeli okrag w przechodzi na samego siebie w inwersji
wzgledem €, to potega punktu A wzgledem w to R?.

Zadanie 5.
Dany jest okrag Q2 o srednicy AB i érodku w punkcie O. Cigciwa C'D okregu (2 przecina odcinek AB w punkcie M.
Zal6zmy, ze okregi ®(AOC) i ®(BOD) przecinaja sie w punkcie K. Udowodnié, ze

IMEKO = 90°.

Zadanie 6.

Oznaczmy okrag opisany na tréjkacie ABC jako w, a érodek okregu wpisanego w ten trojkat jako I. Okrag O
jest styczny do odcinkéw AC, BC' i do okregu w w punkcie P, a S jest §rodkiem tego tuku AB okregu w,
na ktorym lezy punkt C. Wykazaé, ze punkty P, I, S sa wspoélliniowe.

Zadanie 7.

Niech AB bedzie cigciwa okregu 2. Niech w bedzie okregiem stycznym do prostej AB w punkcie X i do krétszego
huku AB okregu €2 w punkcie Y. Punkt M to srodek tuku AB okregu €2, ktéry nie zawiera punktu Y. Udowodnié,
ze prosta XY przechodzi przez punkt M.

Zadanie 8.
Punkty A, B, C leza na jednej prostej. Punkt D lezy poza prosta AB. Udowodnié, ze $rodki okregdéw ©(ABD),
®(ACD), ®(BDC) i punkt D leza na jednym okregu.

Zadanie 9.
W tréjkacie ABC dwusieczna kata {BAC przecina bok BC' w punkcie D i okrag ©(ABC) w punkcie E. Okrag
o $rednicy DE przecina okrag @(ABC) w punkcie F. Udowodnié, ze prosta AF' to symediana w tréjkacie ABC.

Zadanie 10.
Dany jest trojkat ABC. Punkt I to srodek okregu wpisanego w ten tréjkat. Punkt D lezy na okregu ©(AIC) i
nie lezy na odcinku BI. Punkt M to srodek odcinka DI. Punkt M lezy na okregu ®(ABC'). Udowodnié, ze

JICA = JMCD.
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Zadanie 11.

Dane sa dwa okregi ortogonalne: w; i wy. Odcinek AB jest srednicg okregu wq, przy czym punkt B lezy wewnatrz
okregu woy. Niech punkt O to $rodek okregu wy. Okregi v1 i 2 to okregi przechodzace przez punkt A i punkt O
oraz styczne do okregu ws, odpowiednio w punktach X i Y. Udowodnié, ze punkty X, Y, O, B leza na jednym
okregu.

Zadanie 12.

Trapez ABCD o podstawach AB i C'D jest wpisany w okrag o;. Okrag oo jest styczny do odcinkéw BC
i C'A oraz jest styczny wewnetrznie do okregu 07 w punkcie F. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do
odcinka AB w punkcie E. Dowies¢, ze punkty E, F, D leza na jednej proste;j.

Zadanie 13.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o $rednicy AC. Punkt F to przeciecie odcinkéw AC' i BD. Punkt F
to taki punkt na okregu ®(COD), ze odcinek OF to srednica okregu ©(COD). Punkt G to przeciecie okre-
gow ©(AOB) i ®(COD). Udowodnié, ze punkty G, F' i E sg wspo6iliniowe.

Zadanie 14. (Inwersja ujemna)

Dany jest tréjkat ABC, przy czym AB > AC. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC. Punkt F jest spodkiem
wysokosci z punktu A, punkt M to $rodek odcinka BC, za$ punkt @ to taki punkt na okregu ©(ABC), ze
JAQH = 90°. Punkt K to taki punkt na okregu ©(ABC), ze SQK H = 90°. Zalézmy, ze punkty A, B, C, K,
Q leza na okregu @(ABC) w tej kolejnosci. Udowodnié, ze okregi ©(KHQ) i ©(K FM) sa styczne.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Filip Manijak*, Antoni Mazur.

Zadanie 1.
Dany jest okrag w o $rodku w punkcie O i promieniu OA. Na promieniu OA lezg punkty B i C. Punkty B’ i C’
to obrazy inwersyjne punktéw B i C' wzgledem okregu w. Punkt D lezy na okregu w. Udowodnié, ze

4BDC = 4B'DC".
Rozwigzanie:
7 wtasnoéci inwersji wiemy, ze
JODB = 4DB'C oraz <4ODC = 40C'D.

Zauwazmy, ze

IBDC = 30DC — JODB = 40C'D — 3OB'D = 4B'DC’.

Zadanie 2.
Dany jest trojkat ABC z okregiem wpisanym w o srodku w punkcie I. Udowodnié, ze punkt I jest ortocentrum
trojkata A’ B'C’, gdzie punkty A’, B’ i C' sa obrazami inwersyjnymi punktéw A, B i C' wzgledem okregu w.

Rozwiazanie:
Oznaczmy D jako punkt przecigcia prostej B'I z prostg A’C’ i E jako punkt przeciecia prostej A'T i prosta B'C”.
Zauwazmy, ze

JA'B'T=4BAI, JIA'C' = JICA, oraz <IA'B' = JIBA.

Stad otrzymujemy, ze
IB'DA’ =180° — SA'B'I — JIA'C' — JIA'B" = 90°,

poniewaz polowa sumy katéw w trojkacie ABC' jest réwna

JBAI + JIBA + JICA = 90°.

Analogicznie dowodzimy, ze <C'EA’ = 90°. Otrzymujemy, ze punkt I lezy na dwdch wysokosciach tréjka-
ta A’B’C’, co nalezato wykazac.
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Zadanie 3.

Dane sa proste prostopadte AB i CD przecinajace sie w punkcie F. Niech w, to okrag o srodku w punk-
cie A, ktéry przechodzi przez punkt E. Analogicznie definiujemy okregi wg, we 1 wp. Udowodnié, ze przecigcia
okregdéw w4 1 we, wa 1 wp, wp 1 we oraz wp i wp leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy inwersje o srodku w punkcie F i dowolnym promieniu
r < min{AE, BE,CE,DFE}.

Wtedy okrag wa przechodzi na prosta prostopadta do AE, okrag wp na prosta prostopadla do BFE, i analogicznie
okregi we 1 wp. Proste te tworza prostokat. Przeciecia okregow przechodza na przeciecia prostych, a poniewaz
na prostokacie mozna opisaé okrag, to na przecieciach tez, co konczy dowdd.

Zadanie 4.
Okrag © ma promien R i $rodek A. Udowodnié, ze jezeli okrag w przechodzi na samego siebie w inwersji
wzgledem €, to potega punktu A wzgledem w to R2.

21



Inwersja MIKO 2023/24

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze jesli prosta przechodzaca przez punkt A tnie okrag w w punktach B i C, to po inwersji punkt B

przechodzi na punkt C, wiec
R?* = AB - AC = Pot(4, w),

co konczy dowdd.

Zadanie 5.
Dany jest okrag €2 o srednicy AB isrodku w punkcie O. Cieciwa C'D okregu €2 przecina odcinek AB w punkcie M.
Zal6zmy, ze okregi ®(AOC) i ®(BOD) przecinaja si¢ w punkcie K. Udowodnié, ze

IMKO = 90°.

Rozwigzanie:

Bez straty ogdlnosci cieciwa C'D przecina odcinek AB na odcinku OB. Zauwazmy, ze po inwersji wzgledem
okregu ) otrzymujemy, ze punkt K’ to punkt przeciecia AC i BD, a M’ to punkt przeciecia prostej AB
z okregiem ®(OCD). Teza jest réwnowazna temu, ze

JOM'K’ = 90°.
7 powodu, ze
JACB =90°,

to wystarczy wykazaé, ze punkty K', M’, B i C leza na jednym okregu. Przenoszac kat SCM’'O po okre-
gach ®(OCM’'D) i ®(ABC) wyliczamy

JCM'O = $CDO = 90° — @

= JCBD —90° = 90° — JCBK' = JCK'B.

= 90° — JCAD =
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Zadanie 6.

Oznaczmy okrag opisany na trojkacie ABC jako w, a $rodek okregu wpisanego w ten trdjkat jako I. Okrag O
jest styczny do odcinkéw AC, BC i do okregu w w punkcie P, a S jest $rodkiem tego tuku AB okregu w,
na ktérym lezy punkt C'. Wykazaé, ze punkty P, I, S sa wspélliniowe.

Rozwigzanie:
Po inwersji wzgledem okregu o srodku C' i promieniu vCA - C'B i odbiciu wzgledem dwusiecznej kata SACB
otrzymujemy, ze
e punkt P przechodzi na punkt stycznosci okregu C-dopisanego z bokiem AB,
e punkt S przechodzi na przecigcie prostych C'S i AB,
e punkt / przechodzi na punkt J,
gdzie J oznacza $rodek okregu C-dopisanego trojkata ABC. Zauwazmy, ze punkty C, J, S’, P’ leza na jednym

okregu, poniewaz
IS8'CJ =90° =4SP J.

Wobec tego punkty P, I, S przed inwersja lezaly na jednej prostej, co nalezato wykazaé.
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Zadanie 7.

Niech AB bedzie cigciwa okregu 2. Niech w bedzie okregiem stycznym do prostej AB w punkcie X i do krétszego
huku AB okregu €2 w punkcie Y. Punkt M to srodek tuku AB okregu €2, ktéry nie zawiera punktu Y. Udowodnié,
ze prosta XY przechodzi przez punkt M.

Rozwigzanie:

Zrébmy inwersje wzgledem okregu o Srodku w punkcie M i promieniu M A = M B. Zauwazmy, ze okrag w
przechodzi na prosta AB oraz, ze punkt stycznosci do cigciwy AB przechodzi na punkt stycznoéci do tuku AB.
Stad punkty stycznosci X oraz Y sa swoimi obrazami inwersyjnymi. Leza one zatem na jednej prostej ze srodkiem
inwersji.

,,M,,

Zadanie 8.
Punkty A, B, C leza na jednej prostej. Punkt D lezy poza prosta AB. Udowodnié, ze srodki okregéw ©(ABD),
O(ACD), ®(BDC) i punkt D leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Oznaczmy $rodek okregu @(ABD) jako Oq, $rodek okregu ©®(ACD) jako O i $rodek okregu @(BCD) jako Os.
Rozwazmy inwersje o Srodku w punkcie D i dowolnym promieniu. Wtedy punkty A’, B’, C' i D leza na jednym
okregu. Zauwazmy, ze punkt O lezy na okregu o $rodku w punkcie A’ i promieniu A’D oraz na okregu o $rodku
w punkcie B’ i promieniu B’D. Punkt O] jest zatem odbiciem punktu D wzgledem prostej A’ B’. Analogicznie
dowodzimy, ze punkty O} i Of sa odbiciami punktu D wzgledem prostych A’C’ i B'C’. Punkty O}, O5 i Of leza
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zatem na prostej Steinera punktu D i tréjkata A’B’'C’, sy zatem wspolliniowe. Wynika stad, ze przed inwersja
punkty D, O1, Os i O3 lezaly na jednym okregu, co nalezato pokazaé.

Zadanie 9.
W tréjkacie ABC dwusieczna kata <BAC przecina bok BC' w punkcie D i okrag ®(ABC) w punkcie E. Okrag
o $rednicy DE przecina okrag @(ABC) w punkcie F. Udowodnié, ze prosta AF' to symediana w tréjkacie ABC.

Rozwigzanie:

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu ®(ABC). Wtedy punkt przeciecia stycznych do okregu ®(ABC) w punk-
tach B i C przechodzi na $rodek BC, ktory oznaczmy przez M. Chcemy teraz wykazaé, ze punkty A, F', M,
O leza na jednym okregu. Zauwazmy, ze punkt E jest §rodkiem tuku BC' okregu @(ABC) niezawierajacego
punktu A. Niech punkt G bedzie srodkiem tuku BAC okregu ©(ABC). Wowczas

JGFE =90° = 4DFE,
wiec punkty G, D, F sg wspotliniowe. Stad

JAFM = 4AFD + IDFM = JAFG + $DEM
= JAEG + JAEG = 24 AEO = 180° — $AOM,

wiec punkty A, F', M, O lezg na jednym okregu, co trzeba bylo pokazaé.
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P

Zadanie 10.
Dany jest trojkat ABC. Punkt I to srodek okregu wpisanego w ten tréjkat. Punkt D lezy na okregu ©(AIC) i
nie lezy na odcinku BI. Punkt M to $rodek odcinka DI. Punkt M lezy na okregu @(ABC). Udowodnié, ze

JICA = SMCD.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze po inwersji wzgledem okregu wpisanego w tréjkat ABC' punkt D przechodzi na punkt lezacy
na odcinku A’C’, a odbicie punktu I wzgledem punktu D’ — punkt M’ — lezy na okregu ®(A’B’C”). Poniewaz
punkt I to ortocentrum tréjkata A’B’C’ i punkt D’ nie lezy na odcinku B’I, to punkt D’ jest $rodkiem
odcinka A’C’. Jest tak, poniewaz jedyne dwa punkty lezace na odcinku A’C’ takie, ze punkt I odbity wzgledem
nich lezy na okregu opisanym na tréjkacie A’B’C”, to spodek wysokosci poprowadzonej z wierzchotka B’, ktéry
lezy na odcinku B’I, i $rodek odcinka A’C’. Stad dostajemy, ze czworokat TA’M'C’ jest réwnolegtobokiem.
Zatem

ATA'C" = SA'C'M =180° — C'D'M — ID'M'C = JID'C’ — SIM'C".

oraz z wlasnosci inwersji
JICA=<IA'C' =<ID'C' — JIM'C' = 4ICD — SICM = 4MCD,

co nalezalo dowiesc.
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Zadanie 11.

Dane sa dwa okregi ortogonalne: wy i wy. Odcinek AB jest Srednicg okregu wq, przy czym punkt B lezy wewnatrz
okregu wsy. Niech punkt O to $rodek okregu wy. Okregi v1 i 2 to okregi przechodzace przez punkt A i punkt O
oraz styczne do okregu wy, odpowiednio w punktach X i Y. Udowodnié, ze punkty X, Y, O, B leza na jednym
okregu.

Rozwigzanie:

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu wy, wtedy punkty X i Y przechodza na punkty stycznosci stycznych
z punktu A do okregu ws. Teza jest rownowazna temu, ze obrazy tych punktéw sg wspotliniowe z punktem B.
Niech punkt B’ bedzie obrazem punktu B po inwersji wzgledem okregu ws. Poniewaz punkt B lezy na okregu wy,
to punkt B’ takze, zatem JAB'B = 90°. Biegunowa punktu B wzgledem okregu wy to prosta przechodzaca
przez punkt B’ i prostopadla do prostej BB’, przechodzi ona zatem przez punkt A. Z twierdzenia La Hire’a
punkt B lezy na biegunowej punktu A wzgledem okregu ws, tak samo jak punkty X’ i Y’, co koficzy dowdd.
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Zadanie 12.

Trapez ABCD o podstawach AB i C'D jest wpisany w okrag o0,. Okrag oy jest styczny do odcinkow BC
i C'A oraz jest styczny wewnetrznie do okregu o1 w punkcie F. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do
odcinka AB w punkcie E. Dowies$é, ze punkty E, F', D leza na jednej prostej.

Rozwiazanie:

Zrébmy inwersje o promieniu v AC - BC zlozona z odbiciem przez dwusieczng kata SACB. Wtedy punkt F
przejdzie na punkt stycznosci odcinka AB i okregu C-dopisanego trojkata ABC, zas punkt E na punkt na okregu
opisanym na tréjkacie ABC. Znanym faktem jest, ze wowczas AE = BF', wiec symetria wzgledem symetralnej
odcinka AB przeksztalca punkt E w punkt F’ i punkt C w punkt D (kazdy trapez wpisany w okrag jest
réwnoramienny). Stad dostajemy, ze czworokat CEF'D jest trapezem réwnoramiennym, czyli jest wpisany
w okrag. Oznacza to, ze po inwersji punkty D', F, E’ sg wspolliniowe. Punkt D’ lezy na prostej AB, poniewaz
punkt D lezal na okregu ©(ABC). Z wlasnosci inwersji

JCE'D' = 4CE'F = 4CF'E = 4CF'D/,

wiec punkty C, D', E’, F’ leza na jednym okregu. Oznacza to, ze przed inwersjg punkty D, E, F byly wspotli-
niowe, co nalezalo dowies¢.
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Zadanie 13.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o érednicy AC. Punkt E to przeciecie odcinkéw AC i BD. Punkt F
to taki punkt na okregu ®(COD), ze odcinek OF to srednica okregu ©(COD). Punkt G to przeciecie okre-
gow ©(AOB) i ®(COD). Udowodnié, ze punkty G, F i E sg wspo6iliniowe.

Rozwiazanie:

Zrébmy inwersje wzgledem okregu ©(ABCD) i zauwazmy, ze punkt G przechodzi na punkt przeciecia pro-
stych AB 1 CD. 7 twierdzenia Brocarda wynika, ze punkt ten lezy na biegunowej punktu E wzgledem okre-
gu @(ABCD). Wobec tego

JOE'G' =90° oraz JOGE = 90° = JOGF,

czyli punkty E, F, G sa wspoélliniowe, co trzeba bylo pokazaé.
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Zadanie 14. (Inwersja ujemna)

Dany jest tréjkat ABC, przy czym AB > AC. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC. Punkt F jest spodkiem
wysokosci z punktu A, punkt M to $rodek odcinka BC, za$ punkt @ to taki punkt na okregu G(ABC), ze
JAQH = 90°. Punkt K to taki punkt na okregu ®(ABC), ze SQKH = 90°. Zalézmy, ze punkty A, B, C, K,
Q leza na okregu ©(ABC) w tej kolejnosci. Udowodnié, ze okregi ©(KHQ) i ©(KFM) sa styczne.

Rozwiazanie:

Niech punkt H’ bedzie odbiciem symetrycznym punktu H wzgledem punktu M. Znanym faktem jest, ze wowczas
odcinek AH' jest $rednica okregu ©(ABC). Wynika stad, ze punkty H', H, Q sa wspo6lliniowe i takze punkty H,
M, @ sa wspoélliniowe. Rozwazmy inwersje negatywnag o $rodku w punkcie H i takim promieniu, ze okrag
dziewieciu punktéw przechodzi na okrag opisany na trojkacie ABC. Wéwczas w tej inwersji:

e punkty A oraz F' przechodza na siebie nawzajem,

e punkty @ oraz M przechodza na siebie nawzajem,

e punkty K oraz L przechodza na siebie nawzajem.
Teza jest réwnowazna temu, ze prosta ML jest styczna do okregu ®(AQL). Zauwazmy, ze proste LM i AQ
sa réwnolegle (poniewaz SHML = SHKQ = 90° = SHQA). Mamy tez, ze punkt L lezy na okregu dziewie-
ciu punktow tréjkata ABC'. Jednokladnosé o srodku w punkcie H i skali 2 zamienia okrag dziewieciu punktéw

trojkata ABC w okrag ©(ABC), wiec zamienia punkt L w punkt L’ lezacy na okregu ®(ABC) oraz zamienia
punkt M w punkt H’. Z wlasnosci jednokladnosci wynika, ze

JQH'L' = SHH'L) = SHML = 90°,

czyli odcinek QL' jest $rednica okregu ©®(ABC). Ale odcinek AH' takze jest $rednica okregu ©(ABC), wiec

L'H  AQ
2 27

LM =

Stad i z réwnoleglosci prostych LM i AQ wynika, ze LA = LQ. Wtedy styczna do okregu ©(LAQ) w punkcie L
jest prosta rownolegla do prostej AQ przechodzaca przez punkt L, czyli prosta LM, co bylo do udowodnienia.
Zauwazamy, ze odcinek LT jest prostopadly do prostej AQ i AO = AQ), co konczy dowdd.

A

______
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Teoria graféw
Maciej Aniot

Stopien wierzchotka

Zadanie 1.
Na zjazd MIKO zaproszono wiele oséb. Niektérzy uczestnicy podali sobie rece. Pokazaé, ze liczba os6b, ktore
uscisnely dlon nieparzyscie wielu uczestnikom imprezy, jest parzysta.

Zadanie 2.

Kazde miasto polaczone jest dwukierunkowa droga z doktadnie 100 innymi miastami, tak ze z kazdego miasta
mozna dojecha¢ do kazdego innego. Pokazaé, ze po usunieciu jednej z drég weiaz z kazdego miasta bedzie mozna
dojechaé¢ do kazdego innego.

Zadanie 3. (USAMO 1989 P2)
W turnieju tenisa 20 zawodnikéw rozegrato tacznie 14 meczéw, przy czym kazdy zawodnik rozegral przynajmniej
jeden mecz. Udowodnié, ze w pewnych 6 meczach zagrato 12 réznych zawodnikéw.

Grafy eulerowskie
Definicja (Sciezka i cykl Eulera)

Sciezka Eulera to taka $ciezka w grafie, kt6ra przechodzi przez kazda jego krawedz dokladnie raz. Graf,
w ktoérym istnieje Sciezka Eulera, nazywamy poteulerowskim.

Cykl Eulera to taki cykl w grafie, ktory przechodzi przez kazda jego krawedz dokladnie raz. Graf, w kto-
rym istnieje cykl Eulera, nazywamy eulerowskim.

Twierdzenie

Graf spéjny jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego wierzcholki sg parzystego stopnia.

Graf spojny jest péleulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy liczba jego wierzchotkéw o nieparzystym stopniu
jest réwna 0 lub 2.

Udowodnimy powyzsze twierdzenie. Niech C' bedzie cyklem Eulera w grafie G i niech v bedzie dowolnym
wierzchotkiem. Kazda z krawedzi incydentnych do v kolorujemy na czerwono, jesli cykl C' wchodzi ta krawedzia
do wierzchotka v, lub na niebiesko, jesli cykl C' opuszcza ta krawedzia wierzchotek v. Poniewaz mozemy przejsé
cyklem C, zaczynajac i konczac w wierzchotku v, krawedzi niebieskich musi by¢ tyle samo co czerwonych. Zatem
v jest parzystego stopnia. Wobec dowolnoéci wyboru v wszystkie wierzchotki grafu G sa parzystego stopnia.

Zalézmy teraz, ze wszystkie wierzcholki grafu G sg parzystego stopnia. Zaczynamy w pewnym wierzchotku s
i spacerujemy kolejnymi krawedziami, przechodzac kazda krawedzia co najwyzej raz, az ponownie odwiedzimy
wierzchotek s. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze z parzystosci stopni kazdy wierzchotek rézny od s mozemy opudcié.
Niech C' bedzie otrzymanym cyklem. Usunmy wowczas z grafu krawedzie nalezace do C. Zauwazmy, Ze po
wykonaniu tej operacji weiaz kazdy wierzcholek jest parzystego stopnia (byé moze zero). Dopdki istnieje krawedZ
nienalezaca do cyklu C, wybieramy nowy wierzchotek s lezacy na cyklu C, z ktérego wychodzi taka krawedz
(wierzcholek taki istnieje wobec spdjnosci G) i powtarzamy opisana wczesniej procedure. Otrzymany w ten
spos6b cykl C’ dotaczamy do cyklu C, tak ze przechodzimy najpierw cyklem C do pierwszego odwiedzenia s,
nastepnie przechodzimy C’ i kontynuujemy cyklem C. Na mocy przedstawionego rozumowania graf G jest
eulerowski.

Jedli Sciezka Eulera P w grafie G zaczyna sie w wierzchotku s i konczy w ¢, to albo s = t i graf G jest
eulerowski (nie ma wierzcholkéw nieparzystego stopnia), albo s # ¢ i po dodaniu krawedzi (s, t) otrzymujemy
graf eulerowski — wéwczas s i t sa jedynymi wierzchotkami nieparzystego stopnia. Analogicznie, jesli graf G ma
doktadnie dwa wierzcholki nieparzystego stopnia, to taczymy je krawedzia i stosujemy powyzsza konstrukcje
cyklu Eulera. Po usunigciu dodanej krawedzi otrzymujemy Sciezke Eulera.
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Zadanie 4.
Rozstrzygnaé, czy skoczek moze przejsé po szachownicy 8 x 8 w taki sposob, aby z kazdej pary wzajemnie
odwrotnych ruchéw wystapil doktadnie jeden z nich. Odpowiedzie¢ na pytanie réwniez dla kréla i wiezy.

Zadanie 5.

W spotkaniu bierze udzial 2n 4+ 1 oséb, przy czym kazda z nich przyjazni sie (z wzajemnoscia) z dokltadnie
n innymi osobami. Pokazaé, ze zgromadzeni moga przekazywac sobie pitke, tak ze zostanie ona podana dokladnie
raz miedzy kazda para oséb, ktére sie przyjaznia i wréci do osoby, ktora miala jg na poczatku.

Zadanie 6. (IMO 2020 P3)

Dane jest 4n kamykdéw o wagach kolejno 1,2,...,4n. Kazdy kamyk jest w jednym z n koloréw i sa dokladnie
4 kamyki kazdego koloru. Pokazaé¢, ze kamyki mozna podzieli¢ na dwa stosy, spelniajac przy tym nastepujace
warunki.

e Suma wag kamykéw na obu stosach jest réwna.

e Kazdy stos zawiera po dwa kamyki kazdego koloru.

Twierdzenie Halla

Definicja (Skojarzenie)

Skojarzeniem nazywamy podzbiér M krawedzi grafu o tej wlasnosci, ze kazdy wierzcholek grafu jest
koncem co najwyzej jednej krawedzi z M.

Twierdzenie (Halla)

Niech G = (AU B, E) bedzie grafem dwudzielnym. Skojarzenie M o tej wlasnosci, ze kazdy wierzcholek
ze zbioru A jest koncem pewnej krawedzi z M, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego S C A
zachodzi

IS] < IN(S)],

przy czym N (S) to zbiér wszystkich wierzcholkéw potaczonych krawedzia z pewnym wierzcholtkiem w S.

Po dowdd powyzszego twierdzenia Czytelnik zechce zajrzeé¢ na strone

Zadanie 7.

Niech n bedzie liczba naturalng i niech Si,Sa,...,S, beda takimi podzbiorami zbioru {1,2,...,n}, ze dla
kazdego 1 < k < n suma kazdych k zbioréw sposérdéd Si, Ss, ..., S, ma co najmniej k elementéw. Udowodnié,
ze istnieje taka permutacja (a1, as,...,a,) zbioru {1,2,...,n}, ze a; € S;.

Zadanie 8. (Baltic Way 2013 P6)
Swiety Mikotaj ma co najmniej n prezentéw dla n dzieci. Wiadomo, ze k-te dziecko uwaza doktadnie z; > 0
spoéréd tych prezentéw za pozadane. Ponadto

1 1

1
— 4=+ +—<L
T T2 In

Udowodni¢, ze Mikolaj moze obdarowaé kazde dziecko takim prezentem, ktéry to dziecko uwaza za pozadany.

Zadanie 9.
Wszystkie wierzchotki grafu dwudzielnego G = (AU B, FE) sa stopnia d > 1. Udowodnié, ze w grafie G istnieje
skojarzenie rozmiaru co najmniej min{|A|, |B|}.

Zadanie 10. (Zwardon 2008, zadanie 16)

Dana jest liczba catkowita n > 2. Tablica n x n jest wypelniona liczbami 0 i 1, tak ze kazdy podzbiér n pdl,
z ktérych zadne dwa nie lezg w tej samej kolumnie ani w tym samym wierszu, zawiera co najmniej jedno pole
z liczba 0. Udowodnié¢, ze mozna tak wybraé k wierszy oraz [ kolumn, ze k + [ > n oraz w kazde pole lezace
jednocze$nie w wybranym wierszu i w wybranej kolumnie jest wpisane 0.
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Zadanie 11.
Dany jest graf dwudzielny G = (AUB, E), w ktérym najwiekszy ze stopni wierzchotkéw jest réwny A. Wykazad,
ze w grafie G istnieje skojarzenie rozmiaru co najmniej |E|/A.

Zasada ekstremum

Zadanie 12.
Kazdy wierzchotlek grafu G jest stopnia co najmniej §. Wykazaé, ze w grafie G jest Sciezka dtugosci co najmniej 4.

Zadanie 13. (Balkan MO 2002)
Kazdy wierzcholek grafu G jest stopnia co najmniej 3. Udowodnié¢, ze G zawiera cykl parzystej dtugosci.

Zadanie 14.

Graf G = (V, E) jest spdjny oraz |V| = 2n dla pewnego n € Z,. Udowodnié, ze istnieje taki podzbiér E' C E,
ze kazdy wierzcholek grafu (V, E’) jest nieparzystego stopnia.
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Rozwigzania

Autor rozwigzan: Maciej Aniol.

Zadanie 1.
Na zjazd MIKO zaproszono wiele osob. Niektérzy uczestnicy podali sobie rece. Pokazaé, ze liczba oséb, ktore
uécisnety dlon nieparzyscie wielu uczestnikom imprezy, jest parzysta.

Rozwigzanie:
Rozwazmy graf, ktérego wierzchotki reprezentuja uczestnikéw zjazdu, a krawedzie — udciski dloni. Zauwazmy,
ze suma stopni wszystkich wierzchotkéw jest parzysta, poniewaz jest rowna dwukrotnosci liczby krawedzi.

Gdyby liczba wierzcholtkéw o nieparzystym stopniu byla nieparzysta, to suma stopni wszystkich wierzchotkéw
rowniez bylaby nieparzysta, wbrew powyzszej obserwacji. To konczy dowdd.

Zadanie 2.

Kazde miasto polaczone jest dwukierunkowa droga z doktadnie 100 innymi miastami, tak ze z kazdego miasta
mozna dojechaé do kazdego innego. Pokazaé, ze po usunieciu jednej z drog wciaz z kazdego miasta bedzie mozna
dojechaé¢ do kazdego innego.

Rozwigzanie:

Naturalnie interpretujemy miasta jako wierzchotki grafu, a drogi — jako nieskierowane krawedzie w tym grafie.
Zal6zmy, ze usunieta droga prowadzi z miasta A do miasta B. Je$li wciaz mozna dojechaé¢ z miasta A do B,
to teza jest oczywiScie prawdziwa. Przypusémy zatem, ze po usunieciu tej drogi nie da sie dojecha¢ z A do B.
Woéwezas A jest jedynym wierzchotkiem o nieparzystym stopniu w spéjnej sktadowej grafu, do ktérej nalezy. To
jednak niemozliwe na mocy poprzedniego zadania.

Zadanie 3. (USAMO 1989 P2)
W turnieju tenisa 20 zawodnikéw rozegralo tacznie 14 meczéw, przy czym kazdy zawodnik rozegral przynajmniej
jeden mecz. Udowodni¢, ze w pewnych 6 meczach zagrato 12 réznych zawodnikdw.

Rozwigzanie:
Skonstruujmy graf, w ktérym wierzchotkami sg gracze, a krawedZ miedzy nimi wystepuje wtedy i tylko wtedy,
gdy rozegrali oni miedzy soba mecz.

Niech dj oznacza stopien k-tego wierzchotka. Dla kazdego wierzchotka wybierzmy dowolnie dy — 1 sposrdéd
wychodzacych z niego krawedzi i oznaczmy je do usuniecia. Nastepnie usunmy kazda z oznaczonych krawedzi.
Zauwazmy, ze w ten sposéb usuniemy co najwyzej

di+do+--+dyy—20=2-14—-20=238
krawedzi, zatem zostanie przynajmniej 6 nieusunietych krawedzi. Ponadto po przeprowadzeniu opisanej proce-

dury z kazdego wierzchotka wychodzi co najwyzej jedna krawedz. Zatem dowolnie wybrane 6 krawedzi sposréd
pozostatych odpowiada meczom o zadanej wlasnosci.

Zadanie 4.
Rozstrzygnaé, czy skoczek moze przejsé po szachownicy 8 x 8 w taki sposéb, aby z kazdej pary wzajemnie
odwrotnych ruchéw wystapil doktadnie jeden z nich. Odpowiedzie¢ na pytanie réwniez dla kréla i wiezy.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze chodzi o zbadanie istnienia Sciezki Eulera w grafie, gdzie wierzcholtkami sa pola szachownicy,
a krawedziami — dozwolone ruchy miedzy nimi. Nalezy wiec policzyé wierzchotki nieparzystego stopnia.

(i) Zauwazmy, ze z dowolnego z 8 pél bezposrednio sasiadujacych z polem w rogu szachownicy mozemy przejs$é
do dokladnie 3 réznych pdl.

(ii) W przypadku krola tatwo zauwazy¢, ze z kazdego z pdl na brzegu szachownicy mozna przej$¢ do niepa-
rzyscie wielu pol.

(iii) Dla wiezy nie ma wierzcholkéw nieparzystego stopnia, poniewaz niezaleznie od wyboru pola wieza moze
przejsé do 14 réznych pol.

Wobec powyzszego odpowiedz jest twierdzaca tylko dla wiezy.
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Zadanie 5.

W spotkaniu bierze udzial 2n 4+ 1 oséb, przy czym kazda z nich przyjazni sie (z wzajemnoscia) z dokladnie
n innymi osobami. Pokazadé, ze zgromadzeni moga przekazywaé sobie pitke, tak ze zostanie ona podana doktadnie
raz miedzy kazda parg osob, ktére sie przyjaznia i wréci do osoby, ktora miala ja na poczatku.

Rozwiazanie:
Rozwazmy graf G, w ktérym wierzchotkami sg osoby biorace udzial w spotkaniu oraz krawedz miedzy osobami
A i B wystepuje wtedy i tylko wtedy, gdy A przyjazni sie¢ z B.

Wykazemy najpierw, ze graf G jest spojny. Wezmy dowolne dwa wierzchotki A i B. Zauwazmy, ze pozostatych
wierzchotkéw jest 2n — 1. Poniewaz kazdy z wierzcholkéw A i B jest stopnia n, z zasady szufladkowej Dirichleta
istnieje wierzcholek potaczony krawedzia zaréwno z A, jak i z B.

Poniewaz suma stopni wierzcholkéw jest parzysta, liczba n(2n + 1) musi by¢ parzysta, z czego wnioskujemy, ze
liczba n tez jest parzysta. Poniewaz wszystkie wierzchotki grafu spéjnego G sa parzystego stopnia, graf G jest
eulerowski, co konczy dowdd.

Zadanie 6. (IMO 2020 P3)

Dane jest 4n kamykéw o wagach kolejno 1,2, ..., 4n. Kazdy kamyk jest w jednym z n koloréw i sa dokladnie
4 kamyki kazdego koloru. Pokazaé, ze kamyki mozna podzieli¢ na dwa stosy, spelniajac przy tym nastepujace
warunki.

e Suma wag kamykéw na obu stosach jest rowna.

o Kazdy stos zawiera po dwa kamyki kazdego koloru.

Rozwigzanie:

Skonstruujmy 2n par kamykoéw, tak aby w kazdej z par suma wag kamykéw byta réwna 4n + 1. Rozwazmy
graf, ktérego wierzchotkami sg kolory, a kazdej z utworzonych par odpowiada krawedz (by¢ moze petla) miedzy
kolorami kamykéw tworzacych te pare. Zauwazmy, ze wowczas kazdy wierzcholek ma stopien 4 (przyjmujemy
tu standardowa konwencje, ze petla zwigksza stopiefi wierzchotka o 2).

Czytelnik zechce przekonaé sie, ze warunek konieczny i dostateczny istnienia cyklu Eulera jest prawdziwy takze
dla graféw z petlami. Wobec tego kazda spdjna sktadowa jest grafem eulerowskim i zbiér krawedzi rozwazanego
grafu dzielimy na roztaczne cykle Eulera dla spdjnych sktadowych. Kazdy z otrzymanych cykli jest parzystej
dhugoéci, poniewaz w spojnej sktadowej o m wierzchotkach jest dokladnie 2m krawedzi.

Teraz z kazdego cyklu wybierzmy co druga krawedz, po czym wszystkie kamyki z par odpowiadajacych wybra-
nym krawedziom umie$émy na pierwszym stosie, a pozostale — na drugim stosie. Wowczas otrzymamy podziat
spelniajacy warunki zadania.

Zadanie 7.
Niech n bedzie liczbg naturalna i niech Si,Ss,...,5, beda takimi podzbiorami zbioru {1,2,...,n}, ze dla

kazdego 1 < k < n suma kazdych k zbioréw sposrdéd Si, Ss, ..., S, ma co najmniej k elementéw. Udowodnié,
ze istnieje taka permutacja (a1, as,...,ay) zbioru {1,2,...,n}, ze a; € S;.
Rozwigzanie:

Rozwazmy graf dwudzielny o wierzchotkach {1,...,n}U{1,...,n}, w ktérym krawedz (i, j) wystepuje wtedy
i tylko wtedy, gdy j € S;. Wowczas teza wynika z twierdzenia Halla.

Zadanie 8. (Baltic Way 2013 P6)
Swiety Mikotaj ma co najmniej n prezentéw dla n dzieci. Wiadomo, ze k-te dziecko uwaza doktadnie xj; > 0
sposrod tych prezentéow za pozadane. Ponadto

1 1 1
— 4+ — 4+ — <1
x1 €2 Ln

Udowodnié¢, ze Mikotaj moze obdarowaé kazde dziecko takim prezentem, ktory to dziecko uwaza za pozadany.
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Rozwigzanie:
Dowolnie wybierzmy k < n dzieci o numerach di,...,d;. Niech y; = x4,. Zauwazmy, ze z zalozenia wynika
1/y1 + -+ 1/yr < 1. Wéwezas z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna a harmoniczna mamy

Y1 +y2 + -+ Yk k

> > k.
1 il 1
k E+y7+"'+ﬁ

Zatem y; + - - - + yi > k2. Niech a; bedzie liczbg prezentéw pozadanych przez dziecko d;, ktére nie sg pozadane
przez zadne z dzieci d; dla i < j. Zauwazmy, ze y; < a1 + as + -+ - + a;. Stad

k(ay + - +ap) > kay + (k—Dag + - +ap > y1 + -+ y > k2,
wiec a1 +---+ar = k.

Czytelnik zechce skorzystaé teraz z twierdzenia Halla dla odpowiednio skonstruowanego grafu.

Zadanie 9.
Wizystkie wierzchotki grafu dwudzielnego G = (A U B, E) sa stopnia d > 1. Udowodnié, ze w grafie G istnieje
skojarzenie rozmiaru co najmniej min{|A|, |B|}.

Rozwigzanie:
Bez straty ogdlnoscei niech |A| < |B|. Jedli S C A, to dokladnie d|S| réznych krawedzi jest incydentnych do
pewnego wierzcholka ze zbioru S. Analogicznie dokladnie d| N ()| krawedzi ma koniec ze zbioru N(S). Poniewaz
z definicji N(5) kazda krawedZ wychodzaca z wierzchotka ze zbioru S ma drugi koniec w zbiorze N (S), zachodzi
nieré6wnosc

d|S| < d|N(S)].

Wobec tego spelniony jest warunek Halla, skad wynika teza twierdzenia.

Zadanie 10. (Zwardon 2008, zadanic 16)

Dana jest liczba catkowita n > 2. Tablica n X n jest wypelniona liczbami 0 i 1, tak ze kazdy podzbiér n pdl,
z ktérych zadne dwa nie leza w tej samej kolumnie ani w tym samym wierszu, zawiera co najmniej jedno pole
z liczba 0. Udowodnié, ze mozna tak wybraé¢ k wierszy oraz [ kolumn, ze k + 1 > n oraz w kazde pole lezace
jednoczesnie w wybranym wierszu i w wybranej kolumnie jest wpisane 0.

Rozwigzanie:
Rozwazmy graf dwudzielny G o zbiorze wierzcholkéw {1,...,n}U{1,...,n}, w ktérym krawedz (r, ¢) wystepuje
wtedy i tylko wtedy, gdy na przecieciu r-tego wiersza oraz c-tej kolumny znajduje sie liczba 1.

Woéwczas z zalozenia wynika, ze w grafie G nie istnieje skojarzenie rozmiaru n. Korzystamy teraz z twierdzenia
Halla w przeciwna strone niz dotychczas i wnioskujemy, ze istnieje taki podzbioér wierszy S C {1,...,n}, ze

S| > [N (S)]-
Rozwazmy teraz kolumny C' = {1,...,n} \ N(S). Wtedy
S|+ 1C] = 15|+ (n = [N(S)]) > n

oraz z definicji grafu G na przecieciu wiersza z S oraz kolumny z C' znajduje si¢ liczba 0. To koniczy dowdd.

Zadanie 11.
Dany jest graf dwudzielny G = (AU B, E), w ktérym najwiekszy ze stopni wierzcholtkéw jest réwny A. Wykazad,
ze w grafie G istnieje skojarzenie rozmiaru co najmniej |E|/A.

Rozwigzanie:

Bez straty ogélnosci niech |A| > |B|. Skonstruujmy graf G’ = (AU B’, E’) nastepujaco. Zbiér B’ powstaje przez
dodanie |A| — | B| wierzchotkéw do B, poczatkowo izolowanych. Zauwazmy, ze suma stopni wierzchotkéw z A
jest réwna sumie stopni wierzchotkdéw z B’ — kazda z nich réwna jest liczbie krawedzi grafu. Mozemy zatem
dodawaé krawedzie parami wierzchotkéw a € A, b € B’ stopnia mniejszego niz A, az kazdy wierzchotek bedzie
stopnia dokladnie A. W ten sposéb otrzymujemy multizbiér krawedzi E’ D E.

Nastepnie korzystamy A-krotnie z Zadania 9, aby otrzymaé¢ podzial zbioru E’ na A skojarzen, kazde rozmia-
ru |A]. Na mocy zasady szufladkowe] Dirichleta jest wéréd nich takie skojarzenie M, ktére zawiera co najmniej
|E|/A oryginalnych krawedzi grafu. Wéwczas M N E jest skojarzeniem odpowiedniego rozmiaru w G.
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Zadanie 12.
Kazdy wierzcholek grafu G jest stopnia co najmniej 6. Wykazaé, ze w grafie G jest $ciezka dlugosci co najmniej 4.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie dowolna Sciezka maksymalnej dlugosci i niech xg, x1, ..., xr beda kolejnymi wierzcholtkami na
tej Sciezce. Przypuéémy, ze k < §. Wowcezas wierzcholek xg jest polaczony krawedzig z pewnym wierzchotkiem v
roznym od x1,...,xg. Stad jednak istnieje Sciezka dluzsza od P, powstala przez przedluzenie P o krawedz
(v, zo). Wobec otrzymanej sprzecznosci musi zachodzié k > 0, co bylo do wykazania.

Zadanie 13. (Balkan MO 2002)
Kazdy wierzcholek grafu G jest stopnia co najmniej 3. Udowodnié¢, ze G zawiera cykl parzystej dtugosci.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie dowolna Sciezka maksymalnej dlugosci i niech xg,x1,...,xr beda kolejnymi wierzchotkami
na tej Sciezce. Analogicznie jak w poprzednim zadaniu wnioskujemy, ze xg nie moze sasiadowaé z zadnym
wierzchotkiem poza $ciezka P. Niech x1, x4, xp, 1 < a < b beda sasiadami xy. Wéwczas pewne dwie sposrod
liczb 1, a,b sa tej samej parzystosci. Dla ustalenia uwagi niech beda to a i b. Wowczas wskazujemy cykl

(1‘0; Ta, Ia+l7 <oy Th—1, Tbh, 1’0)

dtugosci b — a + 2, co konczy dowdd.

Zadanie 14.
Graf G = (V, E) jest spdjny oraz |V| = 2n dla pewnego n € Z,. Udowodnié, ze istnieje taki podzbiér E' C E,
ze kazdy wierzchotek grafu (V) E’) jest nieparzystego stopnia.

Rozwigzanie:

Powiemy, ze zbiér W C V jest dobry, jesli istnieje taki podzbiér F' C E, ze kazdy wierzcholek grafu (W, F') jest
nieparzystego stopnia. Niech S bedzie dobrym zbiorem o maksymalnej mocy. Przypuéémy, ze S # V. Zauwazmy,
ze liczba | S| jest parzysta na mocy Zadania 1. Zatem istnieja rézne wierzchotki u,v € V'\ S. Poniewaz graf G jest
spéjny, niezaleznie od wyboru u i v istnieje Sciezka taczaca te wierzchotki. Wezmy teraz taka pare wierzchotkow
u,v € V'\ S, ze taczaca je $ciezka jest mozliwie najkrétsza.

Zauwazmy, ze wszystkie wierzchotki wewnetrzne na najkrétszej Sciezce miedzy u i v nalezg do zbioru S. W prze-
ciwnym wypadku mielibySmy sprzeczno$¢ z minimalnoscia. Niech P bedzie zbiorem krawedzi nalezacych do tej
Sciezki. Rozwazmy zbiér
F'=(FUP)\ (FnP),

przy czym F jest takim podzbiorem krawedzi, ze kazdy wierzcholek (S, F') jest nieparzystego stopnia. Czytelnik
zechce przekonaé sie, ze kazdy wierzchotek w grafie (S U {u,v}, F') jest nieparzystego stopnia. Stad jednak
S U {u,v} jest dobry wbrew maksymalnosci S. Wobec otrzymanej sprzecznosci musi zachodzi¢ S = V. To
konczy dowdd.
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Potega punktu
Mitosz Ptlatek

Definicja (Potega punktu)

Na ptlaszczyZznie dany jest punkt P oraz okrag w o $rodku w punkcie O. Prosta k przechodzi przez
punkt P i przecina okrag w w punktach A i B. Wéwczas potegg punktu P nazywamy

pot(P,w) = +£(PO? —r?) = £PA - PB,

gdzie r to promien okregu w. Jesli punkt P lezy wewnatrz okregu w, to znak jest ujemny, a jesli punkt P
lezy na zewnatrz okregu w, to znak jest dodatni.

D

Rysunek 1: AP-PB=CP-PD

Rysunek 2: PA-PB = PC - PD = PE?

Twierdzenie (Twierdzenie o osi potegowe;j)

Niech dane beda dwa okregi, ktére nie sg wspétsrodkowe. Miejscem geometrycznym punktéw o réwnej
potedze wzgledem tych dwdch okregdéw jest prosta prostopadla do prostej taczacej $rodki tych okregow.
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Dowdd. Oznaczmy te okregi jako wy i we, $rodki tych okregéow jako Op i Og, a ich promienie jako 71 i ro. Wezmy
punkt K na odcinku O;0, taki, ze potega punktu K wzgledem tych okregéw jest taka sama. Poprowadzmy
prosta prostopadla do prostej O10s przez punkt K. Wezmy dowolny punkt P na tej prostej. Wtedy

pot(P,w;) = PO? —r? = KO? + KP? — r? = pot(K,w) + K P?.

Analogicznie
pot(P,ws) = pot(K,ws) + K P2

Stad pot(P,w;) = pot(P,wsz). Czytelnik zechce sprawdzié¢, ze punkt o réwnej potedze wzgledem dwdch nie
wspoélsrodkowych okregdéw zawsze istnieje. O

Rysunek 3: O$ potegowa

Uwaga: Czesto w zadaniach przydatnym okazuje sie rozpatrzenie zdegenerowanego okregu, to znaczy okregu
bedacego punktem (okregu o promieniu zero).

Twierdzenie (Potegowe kryterium wspélokregowosci punktéw
1 2o} o O y

Dany jest czworokat ABC' D na ptaszczyznie. Proste AB i C'D przecinaja sie¢ w punkcie P, gdzie punkt P
lezy albo na obu odcinkach AB i C'D, albo nie lezy na zadnym z nich. Wowczas czworokat ABCD jest
cykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy

PA-PB=PC-PD.

Dowdd. Przeprowadzamy rozumowanie w dwie strony

Niech czworokat ABCD jest cykliczny. Wtedy

PA - PB = pot(P,®(ABCD)) = PC - PD.

Zal6zmy, ze zachodzi PA- PB = PC - PD.

Niech punkty A, B, C sa wspotliniowe. Wtedy, poniewaz proste AB i C'D przecinaja sie wylacznie w punkcie P,
to P = C. Skoro
PA-PB=PC-PD =0,

to punkt P jest jednym z punktéow A, B. Wtedy mamy do czynienia z trzema punktami, a przez trzy punkty
da sie¢ przeprowadzi¢ okrag.

Niech punkty A, B, C nie sg wspoétliniowe. Poprowadzmy przez nie okrag w. Niech punkt D’ bedzie drugim
punktem przeciecia prostej CD z okregiem w (jezeli prosta jest styczna, to rozwazamy D = C'). Teza jest
réwnowazna udowodnieniu D = D’. Wéwczas z pierwszej czeéci dowodu zachodzi

pot(P,w) = £PA- PB = £PC - PD' = £PC - PD,

czyli PD = PD'. Przypusémy, ze P jest $rodkiem odcinka DD’. Niech punkt P lezy na odcinku CD. Wéwczas
punkt P lezy tez na odcinku AB. Jednak to by oznaczato, ze

pot(P,w) = —PA-PB = —PC-PD' = —PC - PD,

czyli punkt P lezy na odcinku C'D. Jak jednak ustaliliémy, punkty D, P, D', C leza w tej kolejnoSci na prostej
— sprzeczno$é. Analogicznie jesli punkt P nie lezy na odcinku CD, to oznacza, ze punkty D i D’ musza by¢
sobie réwne, co chcieliémy pokazac. O
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Twierdzenie (Twierdzenie o wspéipekowosci osi potegowych)

Dane sa trzy okregi wq, we, w3 0 parami réznych srodkach. Wowczas osie potegowe okregdéw wy 1 wa, wo
iws, wy 1 ws sg wspétpekowe lub parami rownolegte.

Dowdd. Niech py,., oznacza o$ potegowa okregéw w; oraz w; oraz niech punkty O1, Oz, O3 beda srodkami
okregdw w1, wa, ws.

Rozpatrzmy przypadek, w ktorym punkty O1, Oz, O3 leza na jednej prostej. Wtedy z twierdzenia o osi potegowej,
kazda z 081 Puywss Dwswss Pwsw, jest prostopadla do prostej 0103, czyli sa one wzgledem siebie réwnolegte.

Teraz zalézmy, ze punkty O1, Oz, O3 nie sa wspdtliniowe. Niech punkt X bedzie punktem przeciecia osi pu;w,,
Duwsws- Punkt X istnieje, poniewaz proste 0102 i O203 nie sg réwnolegle, a zatem proste Py, s, Pwsws t€Z Die
sa rownolegle. Teza sprowadza si¢ do spostrzezenia, ze punkt X musi leze¢ tez na osi potegowej okregéow ws
iwy. Skoro X € Py, t0 pot(X,wi) = pot(X,ws), a skoro X € puyu,, t0 pot(X,ws) = pot(X,ws). Wobec
tego pot(X,w1) = pot(X,ws), wiec X € pusqu,, co cheieliémy pokazad. O

o
AN ,

Rysunek 4: Osie potegowe trzech okregéw

Twierdzenie (Wniosek z twierdzenia o osiach potegowych)

Dane sa dwa czworokaty cykliczne ABCD i CDEF. Czworokat ABEF jest cykliczny wtedy i tylko
wtedy, gdy proste AB, CD i EF sa wspolpekowe.

Dowdéd. Przeprowadzmy dowdd w dwie strony.
Niech czworokat ABEF jest cykliczny. Wéowczas

pot(A, ©(ABCD)) = 0 = pot(A, ©(ABEF))
oraz  pot(B,®(ABCD)) =0 = pot(B,0ABEF),
czyli prosta AB jest osia potegowa okregéw ©(ABCD) i @(ABEF). Analogicznie prosta EF jest osia pote-

gowa okregéw O(CDEF) i ©(ABEF) oraz prosta CD jest osia potegowa okregéw ©(ABCD) i ©(CDEF).
Z twierdzenia o osiach potegowych proste AB, CD, EF sa wspdipekowe.
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Niech proste AB, CD, EF przecinaja sie w punkcie X. Wtedy
XA-XB=pot(X,06(ABCD)) = XC - XD =pot(X,o(CDEF)) = XE - XF.

7 potegowego kryterium wspoélokregowosci, punkty A, B, E, F leza na jednym okregu. O

Rysunek 5: Proste AB, CD, EF i czworokaty cykliczne ABCD, CDEF

Twierdzenie (Twierdzenie o okregu potegowym)

Miejscem geometrycznym punktéw o statym ilorazie poteg wzgledem dwoch okregéw jest okrag przecho-
dzacy przez punkty przecie¢ tych okregow. Jedli staly iloraz jest réwny 1, to miejscem geometrycznym
tych punktow bedzie 0§ potegowa, bedaca szczegdlnym przypadkiem okregu o promieniu nieskonczonym.

Dowdd. Niech wi,ws beda rozwazanymi w twierdzeniu okregami, a wspomniang proporcja bedzie u. Jezeli p = 1,

to
pOt (Xa wl)

pot(X, ws)

Rzeczywiscie zbiér tych punktow jest osia potegowa okregdw wq, ws.

=1, wiec pot(X,wi)=pot(X,ws) dla wszystkich punktéw X.

Przypadek p # 1 rozwazymy analitycznie. Sprawdzimy, ze punkty przecie¢ okregéw maja wzgledem nich pote-
ge 0, wiec oczywiscie naleza do zbioru punktéw. Dobierzmy uktad wspolrzednych kartezjanskich w taki sposéb,
aby $rodek mniejszego z okregdéw (bez straty ogélnosci wq) znajdowal sie w poczatku ukladu wspélrzednych,
srodek drugiego okregu (w2) na osi odcietych oraz niech promien okregu wq jest réwny r; = 1. Wtedy okregi
mozemy opisaé réwnaniami

w4y =1 oraz Wyt (x—x0)? + 9% =12

Szukamy réwnania zbioru wszystkich punktéw X = (z,y), ktére spelniaja warunek

pow(X,w1) = p - pow (X, ws)
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Z definicji potegi punktu wzgledem okregu mozemy zapisaé
[XO1? =12 = pu- (|XOo|* = 1?),
2 2
(Ve=0P+G-0?) —1=n(Ve-ml+s) —w?

? +y? — 1= plx —x2) + py® — pr?,
(n+ V)a? + 2uzs + (n+ 1)y* = 1+ pal — pr?,

2 2,.2
HT2 2 2 2, M3
+1)(x— + (p+ 1)y =14 pzs — pr® + ,
(1 )( u+1> (n+1y pry =P
2
oo w2 \T L  lhpad—pr? o plad
p+1 1 (p+1)2

Jak widaé, zapisaliémy ten zbior w postaci podobnej do réwnania okregu. Rzeczywiscie, poniewaz wykazaliSmy,
ze istnieja rozwigzania rzeczywiste tego réwnania (punkty przeciecia), a jednoczesnie lewa strona jako suma
kwadratéw jest liczba dodatnia, to kwadrat promienia tez jest liczba dodatnia, czyli zbior jest okregiem. O

Zadania na poziomie OMJ

Zadanie 1.
Dane sg dwa okregi wy i we przecinajace si¢ w punktach A i B oraz ich wspdlna styczna k, styczna do tych
okregow odpowiednio w punktach C' i D. Udowodnié, ze AB potowi odcinek CD.

Zadanie 2.

Rozwazamy dwa okregi wy i wy roztaczne zewnetrznie oraz cztery wspolne styczne do tych okregéw, styczne
do nich odpowiednio w punktach A; i As, By i By, C1 i Cy, Dy i Dy. Punkty P, Q, R, S sa odpowiednio
srodkami odcinkéw Aj As, By Bs, C1C5, D1 Ds. Wykazaé, ze punkty te leza na jednej prostej.

Zadanie 3.
Dane sa dwa okregi wq i wy oraz dwie styczne zewnetrzne k i [, styczne do tych okregéw odpowiednio w punk-
tach A i B oraz C' i D. Odcinek AD tnie okregi w; i we odpowiednio w punktach E i F. Udowodnié¢, ze
AE = DF.

Zadanie 4.
Szesciokat ABCDEF jest wypukly oraz

AB=BC, CD=DE, EF=FA.

Wykazaé, ze proste zawierajace wysokosci trojkatéw BC'D, DEF, F AB, poprowadzone odpowiednio z wierz-
chotkéw C', E, A, przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozgrzewka

Zadanie 5.

Niech ABC bedzie trdjkatem ostrokatnym. Niech prosta przechodzaca przez punkt B prostopadta do prostej AC
przecina okrag o Srednicy AC' w punktach P i @), oraz niech prosta przechodzaca przez punkt C prostopadta do
prostej AB przecina okrag o $rednicy AB w punktach R i S. Udowodnié, ze punkty P, @, R, S leza na jednym
okregu.

Zadanie 6. (IMO 1995 P1)

Niech A, B, C, D beda czterema réznymi punktami na jednej prostej, w tej kolejnoéci. Okregi o $rednicach AC
i BD przecinaja sie w punktach X i Y. Prosta XY tnie BC' w punkcie Z. Niech P bedzie punktem na prostej XY
réoznym od punktu Z. Prosta C'P przecina okrag o srednicy AC w punktach C'i M, a prosta BP przecina okrag
o Srednicy BD w punktach B i N. Udowodnié¢, ze proste AM, DN i XY sa wspo6lpekowe.
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Zadania na poziomie II etapu OM

Zadanie 7. (72 OM, II etap, zadanie 2)
Punkt P lezy na boku C'D réwnolegloboku ABC D, przy czym S DBA = JCBP. Punkt O jest srodkiem okregu
przechodzgcego przez punkty D i P oraz stycznego do prostej AD w punkcie D. Wykazaé, ze AO = OC.

Zadanie 8.

Niech C bedzie punktem na okregu w o érednicy AB i niech D bedzie $rodkiem tuku AC' nie zawierajacego
punktu B. Niech E bedzie rzutem punktu D na prostg BC i niech F' bedzie punktem przeciecia sie prostej AF
z tym okregiem. Udowodnié¢, ze prosta BF potowi odcinek DFE.

Zadanie 9.
Dany jest trojkat ABC o okregu opisanym w, dla ktérego AB = BC. Styczne w punktach A i B przecinaja sie
w punkcie D. Prosta DC' przecina ponownie okrag w w punkcie . Udowodnié, ze prosta AF potowi odcinek BD.

Zadanie 10. (Kazakh MO 2008)

Punkt B jest srodkiem tego tuku AC okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry zawiera punkt B. Punkt J
jest srodkiem okregu B-dopisanego do tego tréjkata. Prosta BBy przecina prosta AC w punkcie Bs. Punkt I
jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Udowodnié, ze proste Bol i ByJ sg prostopadle.

Zadanie 11.

Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Pro-
wadzimy trzy proste przez Srodki odcinkéw AFE i AF', przez srodki odcinkéw BF i BD oraz przez srodki
odcinkéw C'D i CE. Wykazaé, ze Srodek okregu opisanego na trdojkacie wyznaczonym przez te trzy proste
pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Zadanie 12. (USAMO 1998 P2)

Niech wi, we beda wspélsrodkowymi okregami, z wo wewnatrz wi. Z punktu A na okregu w; narysowano
styczna AB do okregu ws, przy czym punkt B lezy na okregu ws. Niech C' bedzie drugim punktem przeciecia
prostej AB z okregiem w; i niech D bedzie srodkiem odcinka AB. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina
okrag wo w punktach F i F' w taki sposéb, ze symetralne DE i C'F przecinajg sie w punkcie M na prostej AB.
Znalez¢ stosunek AM/MC.

Zadanie 13.
Punkt G jest punktem przeciecia srodkowych tréjkata ABC. Punkty R i S lezg odpowiednio na odcinkach GB
i GC oraz spelniaja rownosci

JABS = JACR = 4180° — IBGC.

Wykazaé, ze
JRAS + 4BAC = 4BGC.

Zadanie 14. (IMO 2000 P1)

Dwa okregi wy, wo przecinaja sie w punktach M i N. Niech [ bedzie wspdlna styczna okregow wi, wa, tak,
ze punkt M lezy blizej prostej [ niz punkt N. Punkty stycznosci prostej [ z okregami wi i we to odpowiednio
punkty A i B. Niech prosta réwnolegta do prostej | przechodzaca przez punkt M przecina ponownie okregi wy
i we odpowiednio w punktach C' i D. Proste C'A i DB przecinaja sie w punkcie E, proste AN i CD w punkcie P,
proste BN i CD w punkcie Q. Udowodnié, ze EP = EQ.

Zadanie 15. (IMO 2008 P1)

Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC. Okrag w4 o srodku w érodku odcinka BC' przechodzacy
przez punkt H przecina bok BC' w punktach A; i As. Podobnie definiujemy punkty By, Bs, Cy i Cy. Udowodnié,
ze punkty A, Ao, By, Bs, Cy i Cs leza na jednym okregu.

Zadanie 16. (IMO 2013 P4)

Niech ABC' bedzie trojkatem ostrokatnym o ortocentrum w punkcie H, niech W bedzie punktem na BC.
Oznaczmy przez M i N spodki wysokosci z wierzcholtkéw B i C'. Oznaczmy przez wy okrag opisany na BW N,
niech X bedzie punktem na w; antypodycznym do punktu W. Analogicznie definiujemy ws jako okrag opisany
na CWM i punkt Y jako punkt na okregu we antypodyczny do W. Udowodnié, ze punkty X, Y i H sa
wspotliniowe.
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Zadania na poziomie finalu OM

Zadanie 17. (IMO Shortlist 2021 G1)

Dany jest réwnolegtobok ABC D, w ktérym AC = BC. Punkt P lezy na po6lprostej AB inie lezy na odcinku AB.
Okrag opisany na trojkacie AC D przecina odcinek PD w punkcie ). Okrag opisany na tréjkacie APQ przecina
ponownie odcinek PC' w punkcie R. Dowie$é¢, ze proste CD, AQ, BR przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 18. (IMO 2010 P4)

Niech P bedzie punktem wewnatrz trojkata réznobocznego ABC. Proste AP, BP, C'P przecinaja okrag opisany
na tréjkacie ABC w punktach K, L i M. Styczna w punkcie C' do okregu opisanego przecina prostg AB
w punkcie S. Udowodnié, ze jedli SC = SP, to MK = M L.

Zadanie 19. (IMO 2012 P5)

Niech ABC bedzie tréjkatem, w ktérym SBCA = 90° i niech D bedzie spodkiem wysokosci z punktu C. Niech
punkt X bedzie punktem wewnatrz odcinka C'D. Niech K bedzie punktem na odcinku AX, takim ze BK = BC.
Podobnie niech L bedzie takim punktem na odcinku BX, ze AL = AC. Niech M bedzie punktem przeciecia
prostych AL i BK. Udowodnié¢, ze MK = M L.

Zadanie 20. (IMO Shortlist 2013 G4)

Niech ABC bedzie trojkatem takim, ze AB < AC'. Niech P oraz @ beda dwoma réznymi punktami na prostej AC
takimi, ze $PBA = 4QBA = JACB (punkt A lezy miedzy P i C). Przypusémy, ze istnieje punkt D wewnatrz
odcinka BQ, dla ktérego PD = PB. Niech prosta AD przecina ponownie okrag opisany na tréjkacie ABC
w punkcie R. Udowodnié, ze QB = QR.

Zadanie 21. (IMO 2009 P2)

Niech ABC bedzie tréjkatem o Srodku okregu opisanego O. Punkty P i ) leza na odcinkach C'A i AB. Niech K,
L i M beda srodkami odcinkéw BP, CQ i PQ. Przypu$émy, ze odcinek PQ jest styczny do okregu opisanego
na tréjkacie KLM. Udowodnié, ze OP = OQ).

Zadanie 22. (IMO Shortlist 2011 G5)

Niech ABC bedzie tréjkatem o srodku okregu wpisanego I oraz okregu opisanym w. Niech D i E beda drugimi
punktami przeciecia okregu w z prostymi Al i BI. Cigciwa DFE przecina prosta AC w punkcie I oraz prosta BC
w punkcie G. Niech P bedzie punktem przeciecia prostej przechodzacej przez punkt F' réwnolegtej do prostej AD
z prosta przez punkt G réwnolegla do prostej BE. Niech K bedzie punktem przeciecia prostych stycznych do
okregu w w punktach A i B. Udowodnié, ze proste AE, BD i KP sa wsp6lpekowe lub parami rownolegte.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Milosz Platek*, Adam Tutkowski.

Zadanie 1.
Dane sg dwa okregi wy i we przecinajace sie w punktach A i B oraz ich wspdlna styczna k, styczna do tych
okregow odpowiednio w punktach C' i D. Udowodnié, ze AB potowi odcinek C'D.

Rozwigzanie:
Niech X bedzie dowolnym punktem na prostej AB. Stad mamy

pot(X,wy1) = XA - XB = pot(X,ws),

zatem prosta AB jest osia potegowa okregdw wy oraz wy. Niech punkt M bedzie punktem wspdlnym prostych AB
oraz C'D. Wéwczas M lezy na osi potegowej okregéw wy i wo. Zatem z potegi punktu mamy MC? = M D?,
czyli MC = M D.

Zadanie 2.

Rozwazamy dwa okregi wy i wy rozlaczne zewnetrznie oraz cztery wspolne styczne do tych okregéw, styczne
do nich odpowiednio w punktach A; i As, By i By, C; i Cy, Dy i Dy. Punkty P, Q, R, S sa odpowiednio
srodkami odcinkéw A; As, By Bs, C1Cy, D1 Ds. Wykazaé, ze punkty te leza na jednej prostej.

Rozwigzanie:
Wystarczy zauwazy¢, ze wszystkie punkty P, @), R, S maja réwna potege wzgledem wy i wo, wiec leza na ich
osi potegowej. Zatem lezg one na jednej proste;j.
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Zadanie 3.
Dane sa dwa okregi wq i wy oraz dwie styczne zewnetrzne k i [, styczne do tych okregéw odpowiednio w punk-
tach A i B oraz C' i D. Odcinek AD tnie okregi w; i we odpowiednio w punktach E i F. Udowodnié, ze
AE = DF.

Rozwiazanie:
Z potegi punktu otrzymujemy, ze
AB? = AF - AD oraz DC? = DE - DA,

Niech P bedzie punktem przecigcia prostych k i [. Zauwazmy, ze AB = CD, istotnie na mocy twierdzenia

o odcinkach stycznych mamy
AB=PA—-PB=PC—-PD=CD.

Laczymy powyzsze wnioski i otrzymujemy

AF -AD = DEFE - DA.

Dzielimy réownanie stronami przez AD i dostajemy, ze

AE = AF — EF = DE — EF = DF,

co nalezalo dowiesé.

Zadanie 4.
Szesciokat ABCDEF jest wypukly oraz

AB=BC, CD=DEFE, EF=FA.

Wykazaé, ze proste zawierajace wysokosci trojkatéw BC'D, DEF, F AB, poprowadzone odpowiednio z wierz-
chotkéow C', E, A, przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy trzy okregi wi, ws, ws, odpowiednio o srodkach w punktach B, D i F' i promieniach AB, CD, EF.
Wowezas prosta prostopadia z punktu A do prostej BF to o$ potegowa okregéw wy i wsz. Istotnie przechodzi
ona przez punkt A, czyli przez jedno z przecieé tych okregdéw oraz jest prostopadia do prostej taczacej srodki
tych okregéw. Analogicznie pokazujemy, ze pozostale proste to osie potegowe odpowiednich okregéw. Na mocy
twierdzenia o wspolpekowosci osi potegowych otrzymujemy teze.
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Zadanie 5.

Niech ABC bedzie trdjkatem ostrokatnym. Niech prosta przechodzaca przez punkt B prostopadta do prostej AC
przecina okrag o Srednicy AC' w punktach P i @), oraz niech prosta przechodzaca przez punkt C' prostopadta do
prostej AB przecina okrag o $rednicy AB w punktach R i S. Udowodnié, ze punkty P, @, R, S leza na jednym
okregu.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze zadane okregi przechodza przez spodek wysokosci z wierzchotka A w trojkacie ABC', poniewaz kat
wpisany oparty na $rednicy okregu jest prosty. Wobec tego wysokos$é tréjkata z wierzchotka A jest osig potegowa
tych okregéw. Oznacza to, ze ortocentrum H tréojkata ABC lezy na osi potegowej tych okregbw, czyli przeciecie
prostych PQ oraz RS lezy na osi potegowej tych okregdéw. Z potegi punktu otrzymujemy, ze

HS -HR=HP - HQ,

zatem na mocy potegowego kryterium wspolokregowosci punktéw, czworokat PSQR jest cykliczny.
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Zadanie 6. (IMO 1995 P1)

Niech A, B, C, D beda czterema réznymi punktami na jednej prostej, w tej kolejnosci. Okregi o Srednicach AC
i BD przecinaja sie w punktach X i Y. Prosta XY tnie BC' w punkcie Z. Niech P bedzie punktem na prostej XY
réznym od punktu Z. Prosta C'P przecina okrag o $rednicy AC w punktach C'i M, a prosta BP przecina okrag
o $rednicy BD w punktach B i N. Udowodnié, ze proste AM, DN i XY sa wsp6ipekowe.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze teza jest réwnowazna pokazaniu cyklicznosci czworokata AM N D w my$l wniosku z twierdzenia
o osiach potegowych. Skoro punkt P lezy na osi potegowej tych okregéw, to z potegi punktu dostajemy réwnosé

PM -PC = PN - PB.

Wobec tego czworokat BM NC jest cykliczny na mocy potegowego kryterium wspoétokregowosci punktéw. Stad
mamy

JAMN 4 SNDA = 90° + SCMN + SNDA = 90° + SNBD + SNDB = 180°,

wiec czworokat AM N D jest cykliczny, co jest rownowazne tezie.

Zadanie 7. (72 OM, II etap, zadanie 2)
Punkt P lezy na boku C'D réwnolegloboku ABCD, przy czym <DBA = <CBP. Punkt O jest srodkiem okregu
przechodzacego przez punkty D i P oraz stycznego do prostej AD w punkcie D. Wykazaé, ze AO = OC.

Rozwigzanie:
Teza jest réwnowazna pokazaniu, ze punkty A i C' maja rowng potege wzgledem zadanego okregu. Potega
punktu A jest réwna AD? = BC?, a punktu C jest réwna C'P - CD. Wobec tego chcemy pokazaé, ze
BC? =CP-CD,
czyli, ze okrag opisany na trdjkacie DBP jest styczny do prostej BC. Zachodza réwnosci
JCBP = 4DBA = 4BDC,

wiec w my$l twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa otrzymujemy szukana
stycznosé, co konczy dowdd.
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Zadanie 8.

Niech C bedzie punktem na okregu w o érednicy AB i niech D bedzie $rodkiem tuku AC' nie zawierajacego
punktu B. Niech E bedzie rzutem punktu D na prosta BC' i niech F' bedzie punktem przeciecia sie prostej AE
z tym okregiem. Udowodnié, ze prosta BF potowi odcinek DFE.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze proste DE oraz AC sa réwnolegle, poniewaz katy DEC i ACB sg proste. Po przeliczeniu katéw
otrzymujemy nastepujace réwnosci

JEDC = ¥DCA = SDBA = SDBC,

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z réwnych dlugosci tukéw AD oraz DC. Zatem w my$l twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa, prosta DE jest styczna do okregu w. Ponownie z réwnoleglosci
prostych DE oraz AC mamy, ze

JDEF = 4DEA = 4EAC = 4FBC = JFBE,

wiec okrag opisany na tréjkacie EF' B jest styczny do prostej DE. Wéwczas prosta F'B jest osia potegowa okre-
gbéw w oraz O(EFB). Niech M bedzie punktem przeciecia prostych F'B oraz DE. Z potegi punktu otrzymujemy
réwnosé

MD? = ME?,

czyli MD = ME.

Zadanie 9.
Dany jest trojkat ABC o okregu opisanym w, dla ktérego AB = BC'. Styczne w punktach A i B przecinaja sie
w punkcie D. Prosta DC' przecina ponownie okrag w w punkcie . Udowodnié, ze prosta AFE potowi odcinek BD.
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze promien OB, gdzie O jest srodkiem okregu w jest zawarty w symetralnej odcinka AC. Stad
prosta DB jest réwnolegla do AC. Z tej réwnolegloéci oraz twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa
otrzymujemy réwnosci

IBDE = SDCA = IDAE,

wiec okrag opisany na tréjkacie DEA jest styczny do prostej DB. Wéwczas prosta AFE jest osig potegowa
okregéw w oraz @(DEA). Oznaczmy punkt przeciecia prostych BD oraz AFE jako M. Zatem z potegi punktu
otrzymujemy, ze

MB? = MD?,

czyli MB = MD.

Zadanie 10. (Kazakh MO 2008)

Punkt Bj jest $rodkiem tego tuku AC' okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry zawiera punkt B. Punkt J
jest érodkiem okregu B-dopisanego do tego trojkata. Prosta BB przecina prosta AC' w punkcie By. Punkt [
jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Udowodnié, ze proste Bol i ByJ sg prostopadle.

Rozwiazanie:

Niech M bedzie Srodkiem tuku AC, ktéry nie zawiera punktu B. Stad M B; jest Srednica okregu opisanego
na tréjkacie ABC. W szczegdlnosci kat M BB; jest prosty. Dwusieczna zewnetrzna jest prostopadta do dwu-
siecznej wewnetrznej, wiec punkty Bi, B, Bs sa wspolliniowe. Ponadto, z twierdzenia o tréjlisciu wiemy, ze
czworokat TC' JA jest cykliczny. Niech X to drugi punkt przeciecia prostej BsJ z okregiem &(ICJA). Skoro

JJBB; = 90°,

to teza jest rownowazna temu, ze punkt I to ortocentrum trojkata By B;J. Wobec tego wystarczy pokazaé, ze
prosta Bi [ jest prostopadia do prostej BaJ. Z potegi punktu By wzgledem okregéw ©(AICX J) oraz ©(AB; BC)
wiemy, ze

By X - BoJ = BoC - BoA = BB - By B,
wiec czworokat X J BB jest cykliczny. Wobec tego

IB1XJ = IB1BJ =90° = JIAJ = JIXJ,

czyli punkty X, I, B; sa wspoélliniowe. Oznacza to, ze proste Bil oraz BsJ sa prostopadle, co chcieliSmy
pokazacd.
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Zadanie 11.

Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Pro-
wadzimy trzy proste przez Srodki odcinkéw AFE i AF, przez srodki odcinkéw BF i BD oraz przez srodki
odcinkéw CD i CE. Wykazaé, ze Srodek okregu opisanego na trdojkacie wyznaczonym przez te trzy proste
pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwigzanie:

Niech proste k, I, m to odpowiednio proste przechodzace przez $rodki odcinkow AFE i AF', przez srodki odcin-
kéw BF' i1 BD oraz przez $srodki odcinkéw C'D i CE. Niech punkty X, Y, Z to punkty przeciecia sie odpowiednio
prostych [ i m, m ik oraz k il. Zastosujmy twierdzenie o wspélpekowosci osi potegowych dla dwdch zdegenero-
wanych okregéw (okregu o promieniu zero) o $rodku w punkcie B i C oraz okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Zauwazmy, ze osie potegowe okregu wpisanego w trojkat ABC i okregu zdegenerowanego majacego Srodek
w punkcie B oraz okregu wpisanego w trojkat ABC i zdegenerowanego w punkcie C' to odpowiednio proste [
oraz m. Wobec tego proste [, m oraz symetralna BC' przecinaja sie w jednym punkcie, bedacym punktem X.
Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Po przeliczeniu katéw otrzymujemy, ze

JOXY =90° — J(m, BC) = 90° — 4 (m, CA) = JOY X,

wiec punkt O lezy na symetralnej odcinka XY. Analogicznie pokazujemy, ze punkt O lezy na pozostatych
symetralnych, z czego dostajemy teze.
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Zadanie 12. (USAMO 1998 P2)

Niech wi, we beda wspélsrodkowymi okregami, z wo wewnatrz wi. Z punktu A na okregu w; narysowano
styczna AB do okregu ws, przy czym punkt B lezy na okregu ws. Niech C' bedzie drugim punktem przeciecia
prostej AB z okregiem w; i niech D bedzie érodkiem odcinka AB. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina
okrag wo w punktach F i F' w taki sposéb, ze symetralne DE i C'F przecinaja sie w punkcie M na prostej AB.
Znalez¢ stosunek AM/MC.

Rozwiazanie:
Z symetrii osiowej wzgledem prostej prostopadlej do AB w punkcie B otrzymujemy, ze AB = BC'. Ponadto
z potegi punktu mamy, ze

AE-AF:ABZ:%AB-2AB:AD~AC,

wiec na mocy potegowego kryterium wspotokregowosci punktéw, czworokat CDFEF jest cykliczny. Punkt M
to $rodek tego okregu, poniewaz jest przecieciem symetralnych DE oraz CF. W szczegdlnoéci punkt M jest
srodkiem odcinka DC'. Niech x = AD, wéwczas mamy

1
DC =DB+ BC =AD + AB =3x oraz DM:§DC:gx.

Otrzymujemy w taki sposéb, ze

Zadanie 13.
Punkt G jest punktem przeciecia srodkowych tréjkata ABC. Punkty R i S lezg odpowiednio na odcinkach GB
i GC oraz spelniaja rownosci

JABS = JACR = 4180° — ¥BGC.

Wykazaé, ze
JRAS +4BAC = 4BGC.

Rozwiazanie:

Niech punkty D, E, F to $rodki odcinkéw BC, CA i AB. Z warunku <ABS = 180° — 4BGC oraz na mo-
cy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie miedzy styczna a cigciwg otrzymujemy, ze okrag opisany
na trojkacie GBS jest styczny do prostej AB. Z potegi punktu oraz z faktu, ze BF = AF, zatem

AF? = BF? = FG - FS.
Zatem okrag opisany na trojkacie AGS jest styczny do prostej AB. Stad mamy
JGAS =180° — JASG — 4AGS = 4FGA — 4FAG.
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Analogicznie okrag opisany na tréjkacie AGR jest styczny do prostej AC. Otrzymujemy, ze
JRAG = 180° — SJAGR — JARG = JAGE — 4GAE.
Laczymy powyzsze rownosci i dostajemy
JRAS = JRAG 4+ 4GAS = (JFGA — 4FAG) + (JAGE — 4GAE) = 4FGE — 4FAE.
z tego wynika, ze
JRAS 4+ 4BAC = 4FGE — JFAE + JFAE = JFGE = 4BGC,

co nalezato wykazacé.

Zadanie 14. (IMO 2000 P1)

Dwa okregi wy, wo przecinaja si¢ w punktach M i N. Niech [ bedzie wspdlna styczna okregow wi, wa, tak,
ze punkt M lezy blizej prostej I niz punkt N. Punkty stycznosci prostej | z okregami wy i wy to odpowiednio
punkty A i B. Niech prosta réwnolegla do prostej | przechodzaca przez punkt M przecina ponownie okregi w
i we odpowiednio w punktach C'i D. Proste C'A i DB przecinaja sie w punkcie E, proste AN i CD w punkcie P,
proste BN i CD w punkcie Q. Udowodnié, ze EP = EQ).

Rozwigzanie:
Pokazemy, ze M to érodek PQ oraz ze
JEMD = 90°,

z czego bedzie wynikaé nasza teza. Niech X to punkt przeciecia prostych NM oraz AB. Z osi potegowej
okregdéw wy i wo otrzymujemy, ze punkt X to $rodek odcinka AB. Z réwnolegloéci prostych PQ i AB oraz
na mocy twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwg mamy, ze A to srodek tuku C'M i punkt B to srodek
luku M D. Ponadto zauwazmy, ze trojkaty NAX oraz NPM i tréjkaty NBX oraz NQM sa podobne w mys$l
cechy podobienstwa kat-kat-kat. Stad punkt M jest $rodkiem odcinka PQ. Zatem

JABM = 4BMD = 4BDM = 4ABE.
Analogicznie otrzymujemy réwnosci
IMAB = 4CMA = 4MCA = 4BAE,
czyli punkt M to odbicie punktu F wzgledem AB. Stad otrzymujemy juz szukang prostopadlosé prostych M E

iCD.
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Zadanie 15. (IMO 2008 P1)

Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC'. Okrag w4 o srodku w érodku odcinka BC' przechodzacy
przez punkt H przecina bok BC' w punktach A; i As. Podobnie definiujemy punkty By, Bs, Cy i Cs. Udowodnié,
ze punkty A, Ao, By, Bs, Cy i Cs leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Niech O1, Oz, O3 to $rodki kolejnych okregéw zadanych w tresci zadania, ktére oznaczmy jako wy, wo 1 ws.
Skoro O; to srodek odcinka BC i O3 to $rodek odcinka A B, to na mocy twierdzenia o linii érodkowej prosta 0103
jest réwnolegta do prostej AC, czyli prostopadta do prostej BH. Skoro H lezy na osi potegowej okregdw wi i ws
oraz proste BH i 0103 sa prostopadle, to BH jest osig potegowa okregdéw wi i ws. Zatem

BA, - BAs; = BC, - BCy,

wiec z potegowego kryterium wspédtokregowosci punktéw czworokat A3 AoChCs jest cykliczny. Analogicznie po-
kazujemy cykliczno$é pozostalych dwéch czworokatow A; As By By oraz By BsCyCs. Jezeli pewne z tych trzech
okregéw sa wspolérodkowe, to otrzymujemy teze, poniewaz gdy dwa okregi maja wspélny srodek i jednoczesnie
punkt wspélny, to sg tym samym okregiem. Jesli zadne dwa nie sa wspétsrodkowe, to korzystajac z twierdzenia
o wspolpekowosci osi potegowych otrzymujemy, ze proste AB, BC, C'A sa wspblpekowe, co jest oczywiscie
sprzeczne. Zatem pewne dwa z tych okregéw muszg by¢ wspotérodkowe, z czego dostajemy cykliczno$é szescio-
kqta A1A231B201C2.
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Zadanie 16. (IMO 2013 P4)

Niech ABC' bedzie trojkatem ostrokatnym o ortocentrum w punkcie H, niech W bedzie punktem na BC.
Oznaczmy przez M i N spodki wysokosci z wierzchotkéw B i C'. Oznaczmy przez wy okrag opisany na BW N,
niech X bedzie punktem na w; antypodycznym do punktu W. Analogicznie definiujemy wy jako okrag opisany
na CWM i punkt Y jako punkt na okregu ws antypodyczny do W. Udowodnié, ze punkty X, Y i H sa
wspotliniowe.

Rozwigzanie:
Niech Z to drugi punkt przeciecia zadanych okregow. Wykazemy, ze punkty X, H, Z, Y sa wspolliniowe.
Po przeliczeniu katéw otrzymujemy, ze

INZM =360° — INZW — SIMZW = JABC + SBCA.

Zatem mamy
JBAC + INZM =180° — 4NZM + SNZM = 180°.

Stad czworokat ANZM jest cykliczny. Wiemy jednak, ze czworokat ANHM jest takze cykliczny, wiec pie-
ciokat ANHZM jest cykliczny. Ponadto zauwazmy, ze czworokat NBC M jest cykliczny, poniewaz SBMC =
JBNC'. Zatem z potegi punktu mamy, ze

AN -AB =AM - AC,
wiec punkt A lezy na osi potegowej okregdw wi i we. Wobec tego punkty A, Z, W sa wspotliniowe. Ponownie

liczymy katy i otrzymujemy, ze
90° = JHZA =180° — SHZW,

wiec SHZW = 90°. Ponadto wiemy, ze
IXZW = JWZY = 90°.

Laczymy powyzsze wnioski otrzymujemy wspoétliniowosé punktow X, H, Z, Y.
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ﬂ N B

X

Zadanie 17. (IMO Shortlist 2021 G1)

Dany jest rownoleglobok ABC D, w ktérym AC = BC'. Punkt P lezy na pélprostej AB inie lezy na odcinku AB.
Okrag opisany na trojkacie AC'D przecina odcinek PD w punkcie . Okrag opisany na tréjkacie AP(Q przecina
ponownie odcinek PC' w punkcie R. Dowies¢, ze proste CD, AQ, BR przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:
Przeliczamy katy i otrzymujemy, ze

JCBA = JCAB = JACD = JAQD = 180° — JAQP = 180° — JARP = JARC,

wiec czworokat C ABR jest cykliczny. Niech X bedzie drugim punktem przeciecia prostej BR z okregiem opi-
sanym na trojkacie ARP. Ponownie przeliczamy katy i dostajemy réwnosci

JXAP = YXRP = 180° — 4BRC = 4CAB,

czyli mamy
IDAB + 9BAX = YDAB + gCAB = 4DAB + 4ABC = 180°.

Zatem punkty D, A, X sa wspélliniowe. Zauwazmy teraz, ze czworokat C DX R jest cykliczny, poniewaz,
JAXR + 4DCR = JAPC + SDCR = 180°.

7 twierdzenia o wspolpekowosci osi potegowych dla okregdéw opisanych na czworokatach CDAQ, QAXR
i CDXR otrzymujemy wspo6tpekowosé prostych CD, AQ i BR, co nalezato dowiesé.
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Zadanie 18. (IMO 2010 P4)

Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata roznobocznego ABC. Proste AP, BP, C P przecinaja okrag opisany
na tréjkacie ABC w punktach K, L i M. Styczna w punkcie C' do okregu opisanego przecina prostg AB
w punkcie S. Udowodnié, ze jedli SC = SP, to MK = M L.

Rozwiazanie:
Z potegi punktu otrzymujemy, ze
SB-SA=SC%=SP?

wiec prosta SP jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie ABP. Z tej stycznosci mamy, ze J.SPB = <BAP,
wiec
JSPK = 4BPK — 4BPS = (180° — YAPB) — 4PAB = JABP = 4ABL.

Po przeliczeniu katéw otrzymujemy, ze
IMCA=180° — 4CPA — JPAC = JKPC — 4KAC = (4PCS — 4SPK) — 4K LC.
W taki sposob otrzymujemy, ze

IMKL = 4MCL
= JMCA+ JACL
= (4PCS — 4SPK — 4KLC) + JABL
= JPCS — SKLC + (JABL — SSPK)
= JPCS — IKLC
= JPCS — JKCS
= JMCK
— IMLK,

przy czym skorzystaliSmy z faktu, ze prosta C'S jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie ABC'. Sko-
ro JMKL=<4MLK, to MK = ML.
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Zadanie 19. (IMO 2012 P5)

Niech ABC bedzie tréjkatem, w ktérym S BCA = 90° i niech D bedzie spodkiem wysokosci z punktu C. Niech
punkt X bedzie punktem wewnatrz odcinka C'D. Niech K bedzie punktem na odcinku AX, takim ze BK = BC.
Podobnie niech L bedzie takim punktem na odcinku BX, ze AL = AC. Niech M bedzie punktem przeciecia
prostych AL i BK. Udowodnié, ze MK = ML.

Rozwiazanie:

Niech w; i we to okregi o srodkach w punktach A i B oraz promieniach AC i BC. Niech punkty P i Q
to odpowiednio drugie przeciecie prostej AK z okregiem ws i drugie przecigcie prostej BL z okregiem wy.
Zauwazmy, ze prosta C'D jest osig potegowa okregdéw w; i wy, wiec na czworokacie PLK () mozna opisaé okrag
— oznaczmy go w.

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu w;. Skoro okregi wy i ws sg ortogonalne, to okrag ws przejdzie na samego
siebie. Wobec tego punkty K i P przejda na siebie na wzajem. Dodatkowo punkt L przejdzie na samego siebie.
Wobec tego okrag w przejdzie na samego siebie. Oznacza to, ze ten okrag jest ortogonalny do okregu ws.
Zatem styczna w punkcie L do okregu w; przejdzie przez $rodek okregu w. Analogicznie styczna w punkcie K
do okregu wo przejdzie przez $rodek tego okregu. W taki sposéb proste AL i BK sa styczne do okregu w,
czyli MK = ML.

Zadanie 20. (IMO Shortlist 2013 G4)

Niech ABC bedzie trojkatem takim, ze AB < AC'. Niech P oraz () beda dwoma réznymi punktami na prostej AC
takimi, ze $PBA = 4QBA = JACB (punkt A lezy miedzy P i C). Przypusémy, ze istnieje punkt D wewnatrz
odcinka BQ), dla ktérego PD = PB. Niech prosta AD przecina ponownie okrag opisany na tréjkacie ABC
w punkcie R. Udowodnié, ze QB = QR.

Rozwigzanie:
Niech E bedzie drugim punktem przeciecia prostej BQ) z okregiem opisanym na trojkacie ABC. Wéwczas
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punkt A jest $rodkiem tuku EB niezawierajacego punktu C. Rozwazmy inwersje o srodku w punkcie A oraz
promieniu AB. W tej inwersji punkt @ przechodzi na punkt C, a punkt D przechodzi na punkt R. Zatem
czworokat DRCQ jest cykliczny. Poniewaz SABP = JACB, prosta PB jest styczna do okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Z potegi punktu otrzymujemy

PA-PC = PB?=PD?
Zatem prosta PD jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie ADC'. Przeliczajac katy, otrzymujemy

JQBR = 4EAR
= 180° — JADE — JAEB
= JADB — JAEB
= (4PDB + 4PDA) — JACB
= (4PBD + JARQ) — JACB
= 2JACB + JACD — JACB
= JACB + JACD.

Ponadto
JBRQ = 4BRD + 4QRD = 4ARB + 4QRD = JACD + JACB.

Oznacza to, ze trojkat QBR jest réwnoramienny, wiec QB = QR.

P

Zadanie 21. (IMO 2009 P2)

Niech ABC bedzie tréjkatem o srodku okregu opisanego O. Punkty P i ) leza na odcinkach CA i AB. Niech K|
L i M beda srodkami odcinkéw BP, CQ i PQ. Przypusémy, ze odcinek PQ jest styczny do okregu opisanego
na tréjkacie K LM . Udowodnié, ze OP = OQ.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze teza jest réGwnowazna temu, ze punkty P i @) maja réwna potege wzgledem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Wystarczy pokazaé, ze

QA-QB = PA- PC.
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Skoro K, M sa $rodkami bokéw BP i PQ, to odcinek KM jest linia srodkowa trojkata BPQ. Stad prosta KM
jest rownolegta do prostej BQ, oraz 2 - KM = B(). Analogicznie prosta LM jest rownolegla do prostej C'P
oraz 2 - LM = CP. Zauwazmnmy, ze

IMKL = JLMP =180° — JLMQ = 180° — JCPQ = JQPA.

Analogicznie
IMLK = SAQP.

Zatem tréjkaty AQP i M LK sa podobne. Otrzymujemy, ze
AQ LM  2-LM CP

AP~ KM 2-KM BQ’

wiec AQ-BQ = AP-CP,

co chcieliSmy pokazaé.

Zadanie 22. (IMO Shortlist 2011 G5)

Niech ABC bedzie tréjkatem o srodku okregu wpisanego I oraz okregu opisanym w. Niech D i E beda drugimi
punktami przeciecia okregu w z prostymi Al i BI. Cieciwa DFE przecina prosta AC w punkcie I oraz prosta BC'
w punkcie GG. Niech P bedzie punktem przeciecia prostej przechodzacej przez punkt F' réwnoleglej do prostej AD
7 prosta przez punkt G réwnolegla do prostej BE. Niech K bedzie punktem przeciecia prostych stycznych do
okregu w w punktach A i B. Udowodnié, ze proste AE, BD i KP sa wspélpekowe lub parami réwnolegle.

Rozwiazanie:
Skoro
JIAF = 4DAC = 4BAD = 4BED = JIEF,

to czworokat AIF'E jest cykliczny. Okrag opisany na tym czworokacie oznaczmy przez wi. Analogicznie czwo-
rokat BDGI jest cykliczny; oznaczmy jego okrag opisany przez ws.

Prosta AE jest osig potegows okregéw w i wy, natomiast prosta BD jest osig potegows okregéw w i we. Niech
t bedzie osia potegowa okregéw wi i we. Z twierdzenia o trzech osiach potegowych wiemy, ze te trzy proste
przecinaja sie w jednym punkcie albo sa parami réwnolegle. Pokazemy, ze prosta t jest w istocie prosta PK.
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Niech L bedzie drugim punktem przeciecia okregdw wi i we, zatem t = IL. Jesli okregi sg styczne, to L = I
it jest ich wspdlna styczna. Niech prosta t przecina okregi opisane na tréjkatach ABL oraz F'GL odpowiednio
w punktach K’ # L oraz P’ # L. Korzystajac z katéw skierowanych otrzymujemy

J(AB,BK') = 4(AL,LK") = 4(AL, LI) = 4(AE,EI) = J(AE,EB) = 4(AB, BK).
Zatem BK' | BK. Analogicznie otrzymujemy AK' || AK, a wigc K’ = K. Dalej mamy
I(P'F,FG) = 4(P'L,LG) = A(IL, LG) = A(ID, DG) = 4(AD, DE) = 4(PF, FG),

skad P'F || PF oraz analogicznie P'G || PG. Wobec tego P’ = P. Oznacza to, ze prosta ¢ przechodzi przez
punkty K oraz P, co konczy dowdd.
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Sylwia Sapkowska

W zadaniach moga pojawiac sie rézne techniki, réwniez te, ktére pozornie wydaja sie nie by¢ zwiagzane z algo-
rytmika, ale jednak z informatycznego punktu widzenia sa prostsze.

Sumy prefiksowe

Definicja (Sumy prefiksowe)

Caly trik polega na tym, by zamiast jakiego$ ciagu (a1, as,...,a,) rozwazaé ciag bg,b1,...,b, sum
prefiksowych, gdzie by = 0 (suma pustego prefiksu) oraz

%
bi=Y ar, dlal<i <n.
k=1

\. J

Warto zauwazy¢, ze ciag sum prefiksowych ma n + 1 elementow. Warto o nich pamietaé, gdy mamy zadania,
w ktérych operujemy sumg na przedziale, poniewaz

Zak = br — blfl.
k=l

Zadanie 1.
Udowodnié¢, ze w kazdym ciggu n liczb catkowitych istnieje spojny podciag o sumie podzielnej przez n.

Zadanie 2. (71 OM, II etap, zadanie 2)

Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Mitosz, w ramach odpoczynku od geometrii, sitowni i Sylwii, ma za
zadanie napisa¢ na tablicy wszystkie liczby od 1 do 2n — 1 po kolei, przy czym kazda z nich moze napisacé
czerwong albo niebieska kreda. Powiemy, ze para liczb 4, j € {1,...,2n — 1}, przy czym i < j, jest urocza,
jesli nieparzyécie wiele sposrdd liczb 4, i 4+ 1, ..., j zostalo napisanych na tablicy na niebiesko. Wyznaczy¢,
w zaleznosci od n, najwieksza liczbe uroczych par, jaka Milosz moze uzyskac.

Zadanie 3.
Dane s dodatnie liczby catkowite a1, as, ..., an oraz by, by, ..., b, spemiajace a; < n oraz b; < m dla
1<i <moraz 1 < j < n. Udowodnié, ze istnieja zbiory indekséw I C {1,...,m}, J C {1,...,n}, dla ktérych

réownosé
E a; = E bj.

i€l jeJ

jest spelniona oraz I # @, J # @.

Algorytmy zachlanne

Definicja (Algorytm zachlanny)

Algorytm zachlanny to taki algorytm, ktory w kazdym kroku dokonuje wyboru, ktéry wydaje sie w danej
chwili najkorzystniejszy. Tak wiec dokonywany jest lokalnie optymalny wybdér w nadziei, ze doprowadzi
to do globalnie optymalnego rozwiazania’

%Cormen T'., Leiserson C., Rivest R., Stein C., Wprowadzenie do algorytméw, wyd. VII, rozdzial 16

Przyktadowo, w kazdym kroku do konstruowanego rozwiazania dolaczamy element najwigkszy sposréd pozo-
stalych albo kontynuujemy wykonywanie odpowiednich operacji do momentu spelnienia tezy.
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Kilka dobrych rad do zadan:

(1) jesli opracujemy strategie wskazujaca, jakie dzialania sa najkorzystniejsze, jej poprawnosé mozemy latwo
uzasadni¢ poprzez odwolanie sie do metody ekstremum i argumentu, ze ewentualna zamiana prowadzitaby
do polepszenia rozwiazania,

(2) warto rozpatrywaé procesy wystepujace w zadaniu od tylu; mozemy na przyklad zastanowié sie, jaka
operacja zostala wykonana jako ostatnia oraz z jakiego powodu,

(3) konstruowany przez nas algorytm (w przypadku obiektéw skoficzonych) powinien byé skoniczony, co za-
zwycza] wymaga odrebnego uzasadnienia.

Zadanie 4. (72 OM, II etap, zadanie 1)

Maciek ma n kart ponumerowanych kolejno liczbami 1, 2, ..., n, ktore uktada na stole w rzedzie, w dowolnej
wybranej przez siebie kolejnosci. Maciek bedzie zdejmowaé karty ze stolu w kolejnosci zgodnej z numeracja:
wpierw zdejmie karte o numerze 1, potem karte o numerze 2, i tak dalej. Zanim Maciek zacznie zdejmowaé karty,
Marysia pokoloruje kazda z kart na czerwono, niebiesko albo zélto. Udowodnié¢, ze Marysia moze pokolorowaé
karty w taki sposdb, ze podczas ich zdejmowania przez Macka w kazdym momencie spetniony bedzie nastepujacy
warunek: pomiedzy dowolnymi dwiema kartami tego samego koloru znajduje sie co najmniej jedna karta innej
barwy.

Zadanie 5. (31 OI, II etap)
Mamy dane n pojemnikéw, kazdy o pojemnoéci k € Z oraz n substancji o catkowitych dodatnich objetosciach

ai, as, ..., a,. Wiadomo, ze
n
E a; < nk.
i=1

Kazda substancja moze zosta¢ podzielona na dowolnie wiele pojemnikéw w dowolnych catkowitych ilodciach.
Udowodnié¢, ze mozliwe jest umieszczenie substancji w pojemnikach tak, by w kazdym pojemniku znajdowaly
sie maksymalnie dwie rézne substancje (sumaryczna objeto$é substancji w danym pojemniku nie moze przekro-
czyC k).

Zadanie 6. (73 OM, I etap, zadanie 7)

W kazdym wierzchotku 2021-kata foremnego siedzi tresowana papuga. Kazdej przekatnej tego wielokata przy-
pisano numer bedacy dodatnia liczba catkowita, przy czym réznym przekatnym przypisano rézne numery. Na
sygnal tresera papugi zaczynaja lata¢ wzdhuz przekatnych, od wierzchotka do wierzchotka. Przestrzegaja one
nastepujacej reguly: przed kazdym lotem kazda papuga sprawdza, ktére przekatne majace koniec w jej obecnym
polozeniu maja wiekszy numer od wszystkich przekatnych, wzdtuz ktérych ta papuga dotychczas leciata; spo-
§réd nich wybiera te o najnizszym numerze i leci wzdtuz niej. Jesli takich przekatnych nie ma, papuga przestaje
lata¢. Wykazaé, ze kazda papuga zatrzyma sie w innym wierzchotku.

Uwaga. W jednym wierzcholku moze znajdowac sie wiele papug réwnoczesnie. Kazda papuga moze odwiedzaé
wielokrotnie ten sam wierzcholek.

Zadanie 7. (IMO Shortlist 2001 C4)
Zbior liczb calkowitych {x,y, 2z} dla ¢ < y < z nazywamy przydatnym dla pomocy kuchennej, gdy
{z —y, y — x} = {420,2137}.

Udowodnié, ze wszystkie nieujemne liczby catkowite mozna podzieli¢ na parami roztaczne zbiory przydatne dla
pomocy kuchenney.

Algorytmy grafowe

Definicja (Drzewo)

Nastepujace definicje sa rownowazne. Opisywany przez nie graf nazywamy drzewem.
(a) Nieskierowany graf spdjny i acykliczny.
(b) Graf nieskierowany, w ktérym pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami istnieje dokladnie jedna
Sciezka.

(¢) Graf spdjny o n wierzcholkach i n — 1 krawedziach.
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Definicja (Drzewo ukorzenione)

Drzewem ukorzenionym nazywamy pare (T,v), gdzie T jest drzewem, a v jest wybranym jego wierz-
chotkiem. Wierzchotek ten nazywamy korzeniem. Przyjmujemy konwencje, ze korzen znajduje sie ,na
gbrze” drzewa, a potozenie kazdego wierzchotka wzgledem korzenia okreslamy poprzez jego odlegtosé od
korzenia mierzong dlugoscia jedynej Sciezki taczacej te wierzchotki.

Definicja (Przodek wierzchotka)

Dane jest ukorzenione drzewo z korzeniem r. Méwimy, ze wierzchotek u jest przodkiem wierzchotka v,
jezeli u lezy na Sciezce laczacej v z korzeniem r. Ponadto jezeli u jest przodkiem wierzchotka v oraz wu
i v sa potaczone krawedzia, to u nazywamy ojcem lub rodzicem wierzchotka v, natomiast v nazywamy
synem lub dzieckiem wierzchotka u.

Definicja (Poddrzewo i naddrzewo)

Poddrzewo o korzeniu v to zbiér wszystkich wierzchotkéw, ktore sa potomkami wierzchotka v, tacznie
7 samym v.

Naddrzewo wierzcholka v to zbiér wszystkich wierzchotkéw drzewa ukorzenionego, ktére nie naleza do
poddrzewa o korzeniu w v.

Definicja (Lis¢)

W ogélnym grafie G lisciem nazywamy wierzchotek stopnia 1. W drzewie ukorzenionym przyjmuje
sie dodatkowo konwencje, ze korzen nie jest liSciem, chyba ze drzewo sktada si¢ wylacznie z jednego
wierzchotka.

Ponizsze definicje mogg by¢ przydatne w zwiezltym formulowaniu rozwiazan.

Definicja (Most)

Mostem nazywamy krawedz, ktorej usuniecie zwieksza liczbe spojnych sktadowych grafu.

Definicja (Punkt artykulacji)

Punktem artykulacji nazywamy wierzcholek, ktérego usuniecie zwigksza liczbe spdjnych sktadowych
grafu.

Przy okazji warto zauwazy¢, ze w drzewach kazda krawedz jest mostem oraz wszystkie wierzcholki nie bedace
liSciami sa punktami artykulacji.

Definicja (Drzewo rozpinajace)

Drzewem rozpinajgcym nazywamy drzewo powstale po usunieciu niektérych krawedzi z grafu, ktore
zawiera wszystkie wierzcholki wyjsciowego grafu.

Definicja (Centroid)

Centroidem nazywamy taki wierzcholek drzewa, ktérego usuniecie powoduje rozpad drzewa na spdjne
sktadowe o rozmiarach co najwyzej |n/2].
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Algorytm DFS i drzewo DF'S

dfs(wierzcholek v):
oznacz Vv jako odwiedzony
dla kazdego wierzcholka x sasiadujacego z vVv:
jesli x nieodwiedzony:
dfs (x)

Mozemy o tym mys$le¢ w ten sposéb, ze robimy sobie spacer po drzewie. Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy w wierz-
chotku v. Sa dwie mozliwoéci:

(i) jesli istnieje sasiadujacy wierzcholek, w ktérym jeszcze nie bylidmy, to tam idziemy,

(ii) w przeciwnym wypadku wszyscy sasiedzi juz sa odwiedzeni, wiec wracamy droga, ktéra przyszlismy.
Na podstawie algorytmu DFS krawedzie mozemy podzieli¢ na

(a) krawedzie drzewowe, czyli takie, ktérymi przeszliémy naszym spacerem — tworza one pewne ukorzenione
drzewo rozpinajace, ktére nazywamy drzewem DF'S,

(b) krawedzie wsteczne, czyli wszystkie pozostale krawedzie grafu.

Warto mysle¢ o krawedziach drzewowych jako skierowanych w dél, a o krawedziach wstecznych, jako skiero-
wanych w gore. Dobrym ¢wiczeniem na zrozumienie algorytmu jest pokazanie, ze krawedzie wsteczne lacza
wierzchotek v wytacznie z jego przodkami.

Zadanie 8.
Dany jest spdjny graf G o parzystej liczbie wierzchotkéw. Udowodnié, ze mozemy usunaé czeéé¢ krawedzi, tak
aby kazdy wierzchotek miat nieparzysty stopien.

Zadanie 9.
Niech G bedzie spojnym grafem nieskierowanym. Udowodni¢, ze krawedzie w grafie G moga zostaé zorientowane
w taki sposéb, ze otrzymany graf jest silnie spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy graf G nie posiada mostéw.

Uwaga. Graf skierowany jest silnie spdjny jesli dla wszystkich wierzcholkdw w oraz v (u # v) istnieje $ciezka
z wierzchotka u do wierzchotka v.

Zadanie 10.
Wyznaczyé maksymalng liczbe punktow artykulacji w spdjnym grafie, ktéry ma n wierzchotkéw.

Zadanie 11. (67 OM, II etap, zadanie 6)
Mamy nieskierowany spdjny graf o parzystej liczbie krawedzi. Udowodnié, ze krawedzie da sie podzieli¢ na takie
pary, ze odcinki z jednej pary maja wspoélny koniec.

Centroidy

Zadanie 12.
Udowodnié, ze w kazdym drzewie istnieje centroid. Kiedy centroid nie jest unikalny? Pokazaé przyklad grafu,
ktéry ma dwa centroidy.

Zadanie 13. (30 OI, II etap)

Antek i Marysia graja w gre na planszy, ktora jest drzewem, czyli ma n pdél i n — 1 par pol sasiadujacych
ze soba, gdzie kazde dwa pola laczy dokladnie jedna $ciezka. Poczatkowo wszystkie pola planszy sa biale,
oprbcz pewnego jednego pola x pokolorowanego na czerwono, ktore nalezy do Antka, i jednego innego pola y
pokolorowanego na niebiesko, ktére nalezy do Marysi. Gracze naprzemiennie wybieraja jedno dowolne pole u
pokolorowane na swdj kolor, a nastepnie koloruja na ten kolor jedno dowolne biale pole v, ktore sasiaduje
z polem u. Gre przegrywa ten gracz, ktéry nie bedzie moégt wykonaé ruchu. Rozstrzygnaé, kto ma strategie
wygrywajaca w zaleznosci od poczatkowych pél x oraz y.
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Zadanie 14.

Pewien kraj sklada sie z n miast polaczonych n — 1 drogami tak, ze istnieje (niekoniecznie bezposrednie)
polaczenie drogowe pomiedzy kazda para miast. Niedlugo odbedzie sie jagiellonski turniej gry we flanki i jestes
organizatorem tego prestizowego przedsiewziecia. Zglosilo sie dokladnie 2k druzyn pochodzacych z 2k réznych
miast vy, vs,...,vs,. Podczas zawodoéw druzyny beda graly w k parach, ale jeszcze nie ustalono, jaki bedzie
podzial. Ponadto kazda druzyna bedzie potrzebowaé¢ noclegu. W kazdym miescie jest doktadnie jeden hotel.
Druzyny bedace w parze nocuja w tym samym hotelu (inne pary moga nocowaé¢ w tym samym hotelu). Spelniony
musi by¢ przy tym warunek: jesli druzyny z miast u i w graja w parze, to ich hotel musi znajdowaé si¢ w miescie
lezacym na najkrotszej Sciezce taczacej wierzcholki v oraz w. Wyznaczy¢ podziat na druzyny, ktéry minimalizuje
liczbe réznych hoteli i spelnia powyzszy warunek.

Bonus

Zadanie 15. (Mszana 2023)

Kostek wpisal w plansze n x n, przy czym n > 3, wszystkie liczby calkowite od 1 do n2, tak ze liczby j oraz j+1
sa w sasiadujacych polach dla j = 1,2,...,n? — 1. Przyszedl Marek S. i chcialby dowiedzieé¢ sie, w jakim polu
znajduje si¢ 1. Niestety Kostek nie chce pokaza¢ mu planszy, ale zgodzil si¢ zagra¢ w gre. W jednym ruchu
Marek S. moze wybra¢ dowolne pole i zapytaé o jego zawartoéé. Liczba n jest urocza, gdy Marek S. jest w stanie
(swoim genialnym umystem) znalezé jedynke w mniej niz 3n ruchach. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoficzenie
wiele uroczych liczb.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Sylwia Sapkowska*, Jan Kosiorowski, Michal Oprocha.

Zadanie 1.
Udowodnié, ze w kazdym ciagu n liczb catkowitych istnieje spéjny podciag o sumie podzielnej przez n.

Rozwigzanie:

Niech ciag (a;)}_; bedzie ciggiem danym w tresci zadania. Dodatkowo niech ciag (b;)7, bedzie ciagiem sum
prefiksowych ciagu (a;). Ciag (b;) ma n+ 1 wyrazéw, zatem z zasady szufladkowej Dirichleta pewne dwie reszty
z dzielenia przez n powtoérza sie wéréd wyrazéw tego ciagu. Niech tymi wyrazami beda b;, b;, gdzie i < j. Wtedy
przedzial [i 4+ 1, j] spelnia warunki zadania, poniewaz

J
n|bj—bi= Z ag .

k=i+1

Zadanie 2. (71 OM, II etap, zadanie 2)

Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Mitosz, w ramach odpoczynku od geometrii, sitowni i Sylwii, ma za
zadanie napisa¢ na tablicy wszystkie liczby od 1 do 2n — 1 po kolei, przy czym kazda z nich moze napisac
czerwong albo niebieska kreda. Powiemy, ze para liczb i, j € {1,...,2n — 1}, przy czym i < j, jest urocza,
jesli nieparzyscie wiele sposéréd liczb i, ¢ + 1, ..., j zostalo napisanych na tablicy na niebiesko. Wyznaczy¢,
w zaleznosci od n, najwieksza liczbe uroczych par, jaka Milosz moze uzyskac.

Rozwigzanie:

Niech (ai)fgl_l bedzie takim ciggiem, ze jesli Milosz napisal liczbe i niebieskim kolorem, to a; = 1, a jesli Milosz
napisal liczbe i czerwonym kolorem, to a; = 0, gdzie 1 < ¢ < n. Dodatkowo niech ciag (b;)?, bedzie ciagiem
sum prefiksowych ciagu (a;). Wtedy warunek, ze w przedziale [i,j] jest nieparzyscie wiele niebieskich liczb,
oznacza, 7e

J
Zak =bj—bi_1 =1 (mod 2).
k=i

Zatem wynik jest réwny liczbie par (b;,b;) réznej parzystosci dla 1 <i < j < n. Jedli w ciagu (b;) jest p liczb
parzystych, to jest 2n — p liczb nieparzystych, a wynik wynosi
p-(2n—p).

Jest on maksymalny dla p = n, poniewaz to wyrazenie jest funkcja kwadratows zmiennej p. Zatem maksymalny
wynik to n2, ktéry jest osiagalny, gdy Miloszowi polamie sie czerwona kreda i pokoloruje wszystkie liczby
na niebiesko.

Zadanie 3.
Dane sa dodatnie liczby catkowite ai, a2, ..., a,, oraz by, b, ..., b, spelmiajace a; < n oraz b; < m dla
1<i <moraz 1 < j < n. Udowodnié, ze istnieja zbiory indekséw I C {1,...,m}, J € {1,...,n}, dla ktérych

rownosé
E a; = E bj.

i€l jeJ

jest spelniona oraz I # @, J # @.

Rozwigzanie:
Chcemy znalez¢ dowolne podzbiory o réwnej sumie. Poniewaz bezposrednie operowanie takimi przedziatami jest
niewygodne, wykazemy twierdzenie silniejsze — ze istnieja dwa spdjne przedzialy o réwnej sumie. Niech

Ai:iakv Bi:i:bk,
k=1 k=1

przy czym Ay = By = 0 oraz 1 < i < n. Jesli A,, = B, to teza jest spelniona, wiec zalézmy bez straty
ogolnosci, ze A,, < B,,. Dla dowolnego 1 < k < m mamy A, — By > 0 oraz A — B,, < 0. Wynika to z faktu, ze
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wraz ze wzrostem j warto$¢ wyrazenia Ay — B; jest SciSle malejaca, a zatem dla dostatecznie duzych j przyjmuje
wartosci ujemne. Niech
f(k)=min{A; —B; >0:0<i <n},

czyli innymi stowy szukamy najwiekszego indeksu, gdy wyrazenie Ay — B; jest nieujemne. Z ograniczenia b; < m
wynika oszacowanie
f(E)<m—-1 dla 1<k<m.

Jedli istnieje k takie, ze f(k) = 0, to teza jest spelniona. W przeciwnym wypadku mamy m liczb A4, ...,
A,, oraz jedynie m — 1 mozliwych warto$ci, jakie moga przyjmowaé. Zatem z zasady szufladkowej Dirichleta
istnieje k < I, takie ze f(k) = f(I). Niech s < t beda takie, ze f(k) = Ay — B, oraz f(I) = A, — B;. Wtedy

AkaS:Alth, WiQC ak+1+~~'+al:AlfAk:BthS:bs+1+“'+bt,

co konczy dowod.

Zadanie 4. (72 OM, II etap, zadanie 1)

Maciek ma n kart ponumerowanych kolejno liczbami 1, 2, ..., n, ktore uktada na stole w rzedzie, w dowolnej
wybranej przez siebie kolejnosci. Maciek bedzie zdejmowaé karty ze stolu w kolejnosci zgodnej z numeracja:
wpierw zdejmie karte o numerze 1, potem karte o numerze 2, i tak dalej. Zanim Maciek zacznie zdejmowaé karty,
Marysia pokoloruje kazda z kart na czerwono, niebiesko albo z6tto. Udowodnié, ze Marysia moze pokolorowaé
karty w taki sposob, ze podczas ich zdejmowania przez Macka w kazdym momencie spelniony bedzie nastepujacy
warunek: pomiedzy dowolnymi dwiema kartami tego samego koloru znajduje sie co najmniej jedna karta innej
barwy.

Rozwigzanie:

Zastanéwmy sie nad procesem odwrotnym: Maciek kladzie na stét po kolei karty n, n — 1, ..., 1. W kazdym
momencie karta, ktéra doklada, musi by¢ innego koloru niz ta po lewej i prawej stronie, ktoéra zostata juz
polozona (jesli istnieje).

Skoro sasiednich kart moze byé maksymalnie dwie, a Marysia ma (az!) trzy kolory, to zawsze znajdzie sie kolor,

ktorego nie ma wsrod sasiadéw i ktérego Marysia moze uzy¢, by spetni¢ warunek z zadania i nie popsué zabawy
Mackowi.

Zadanie 5. (31 OI, II etap)
Mamy dane n pojemnikéw, kazdy o pojemnoéci k € Z oraz n substancji o catkowitych dodatnich objetosciach

ai, ag, ..., ay. Wiadomo, ze
n
E a; < nk.
i=1

Kazda substancja moze zosta¢ podzielona na dowolnie wiele pojemnikéw w dowolnych catkowitych ilosciach.
Udowodnié¢, ze mozliwe jest umieszczenie substancji w pojemnikach tak, by w kazdym pojemniku znajdowaty
sie maksymalnie dwie rézne substancje (sumaryczna objetosé substancji w danym pojemniku nie moze przekro-
czyC k).

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowéd indukcyjny. Baza indukcji jest oczywista — istnieje tylko jeden pojemnik. Zalézmy

indukcyjnie, ze teza jest spetniona dla n—1 pojemnikéw. Rozwazmy dowolne n pojemnikéw. Strategia zachtanna:
1. Bierzemy nowy pusty pojemnik.

2. Bierzemy substancje o najmniejszej objetosci — oznaczmy ja, jako x. Oczywiscie z < k, poniewaz gdyby = >

k, to
n
Zai > nk,
i=1

sprzeczno$¢. Do tego pojemnika wlewamy cala substancje x.

3. Wezmy tez inna substancje o najwigkszej objetoéci — oznaczmy ja, jako y. Jesli y < k, to kazda z sub-
stancji mozemy wla¢ do innego pojemnika, co oczywiscie bedzie spelnia¢ warunki zadania. W przeciwnym
wypadku dopelniamy substancja y do pelna (czyli do k) ten pojemnik, w ktérym jest x. Zauwazmy, ze
liczba dostepnych pojemnikéw oraz substancji zmniejszyla sie o jeden, a suma a; zmniejszyta sie o k —
otrzymaliSmy zalozenie indukcyjne.
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Zadanie 6. (73 OM, I etap, zadanie 7)

W kazdym wierzchotku 2021-kata foremnego siedzi tresowana papuga. Kazdej przekatnej tego wielokata przy-
pisano numer bedacy dodatnig liczba caltkowita, przy czym réznym przekatnym przypisano rézne numery. Na
sygnal tresera papugi zaczynaja lata¢ wzdluz przekatnych, od wierzcholtka do wierzchotka. Przestrzegaja one
nastepujacej reguly: przed kazdym lotem kazda papuga sprawdza, ktére przekatne majace koniec w jej obecnym
polozeniu maja wiekszy numer od wszystkich przekatnych, wzdtuz ktérych ta papuga dotychczas leciata; spo-
§réd nich wybiera te o najnizszym numerze i leci wzdluz niej. Jesli takich przekatnych nie ma, papuga przestaje
lata¢. Wykazaé, ze kazda papuga zatrzyma sie w innym wierzcholku.

Uwaga. W jednym wierzcholtku moze znajdowaé sie wiele papug rownocze$nie. Kazda papuga moze odwiedzac
wielokrotnie ten sam wierzcholek.

Rozwigzanie:

Przypu$émy nie wprost, ze mamy dwie papugi (nazwijmy je Antek i Marysia), ktére skonczyly w tym samym
wierzchotku z swoje latanie po grafie. Bedziemy patrze¢ na ostatnie ruchy papug. Obydwie Sciezki, ktérymi lataty
Antek 1 Marysia, maja najdtuzszy wspélny sufiks odwiedzanych wierzchotkéw. Niech L bedzie jego dlugoscia
i zauwazmy, ze oczywidcie L > 1. Rozwazmy trzy przypadki.

1. L = 1. Oznacza to, ze papugi spotkaly sie dopiero w wierzchotku z. Powiedzmy, ze wagi ostatnich krawedzi,
ktorymi papugi Antek i Marysia trafily do z, to odpowiednio bez straty ogélnosci a1 < as. Wtedy Antek
ma mozliwosé lotu krawedzia o wadze aq, poniewaz as > ay oraz Antek jeszcze nie uzyt tej krawedzi, wiec
na pewno poleci dalej i nie zakonczy podrézy w wierzchotku z.

2. L > 1, przy czym zadna z rozwazanych $ciezek nie zawiera sie w drugiej; w szczegdlnosci istnieje chwila,
w ktérej Sciezki te sie lacza. Powiedzmy, ze wagi ostatnich krawedzi, ktérymi Antek i Marysia trafili do tego
samego wierzcholka p, to odpowiednio bez straty ogdlnosci a; < ao, a kolejna uzyta przez nie obie krawedz
ma wage a, gdzie a; < as < a. Wtedy Antek nie wybierze krawedzi o wadze a, poniewaz ma do wyboru
krawedz o wadze aq, ktéra ma mniejsza wage i spelnia warunki.

3. L > 11 éciezka Marysi bez straty ogdlnosci zawiera sie catkowicie w Sciezce Antka. Powiedzmy, ze Antek
lecial krawedzig o wadze aq, trafit do wierzchotka Marysi, a nastepnie krawedzia o wadze aq, gdzie a1 < asg.
Oznacza to jednak, ze Marysia wybierze na pierwszy ruch krawedZ o mniejszej wadze a;, a nie ao, wiec
taka sytuacja nie zajdzie.

Wszystkie przypadki prowadza do sprzecznosci, zatem nasze zalozenie bylo bledne.

Zadanie 7. (IMO Shortlist 2001 C4)
Zbiér liezb catkowitych {z,y, z} dla = < y < z nazywamy przydatnym dla pomocy kuchennej, gdy

{z —y, y — x} = {420,2137}.
Udowodnié, ze wszystkie nieujemne liczby catkowite mozna podzieli¢ na parami roztaczne zbiory przydatne dla

pomocy kuchennej.

Rozwigzanie:

Przedstawmy zachtanny algorytm, ktéry spelnia warunki zadania. Jesli liczba zostata juz przyporzadkowana
do pewnego zbioru przydatnego dla pomocy kuchennej, to bedziemy nazywac ja odwiedzong. Dodatkowo niech
a = 420 oraz b = 2137. Kroki algorytmu zachtannego:

1. Bierzemy najmniejsze nieodwiedzone k.

2. Jesli k + a jest nieodwiedzone, to nowy zbiér to

{k, k+a, k+a+0b}.
3. Jedli k£ + a bylo juz odwiedzone, to nowym zbiorem bedzie

{k, k+b, k+a+b}.
4. Zaznaczamy wszystkie elementy tego zbioru jako odwiedzone.

Pokazemy, ze ten algorytm jest optymalny. Na poczatek pokazemy, ze w drugim i trzecim kroku liczba k+a+0b
jest jeszcze nieodwiedzona. Przypu$émy nie wprost, ze ta liczba zostala odwiedzona wczesniej, czyli nalezy do
pewnego zbioru X przydatnego dla pomocy kuchennej. Rozwazmy nastepujace przypadki.

(i) Liczba k + a + b jest najwigksza liczba w zbiorze X. Wéwczas liczba k jest juz odwiedzona — sprzecznosé.
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(ii) Liczba k+ a+b jest srodkowym elementem X. Wtedy liczba k+ a lub k+ b jest najmniejszym elementem
— sprzecznosé z pierwszym krokiem algorytmu, poniewaz wybieramy najmniejsza nieodwiedzong liczbe k.

(iii) Liczba k+a+b jest najmniejszym elementem. Analogicznie do poprzedniego przypadku ta liczba nie moze
by¢ najmniejszym elementem w zbiorze X.

Zatem liczba k + a + b w momencie wykonywania drugiego i trzeciego kroku byla jeszcze nieodwiedzona.

Teraz pokazemy, ze jesli liczba k + a zostata odwiedzona, to liczba k + b nie byla jeszcze odwiedzona, czyli
faktycznie mozemy wziaé zbiér opisany w trzecim kroku. Zalézmy nie wprost, ze liczby k + a oraz k + b zostaty
odwiedzone i liczba k+b nalezy do pewnego zbioru Y przydatnego dla pomocy kuchennej. Rozwazmy nastepujace
przypadki.

(i) Liczba k + b jest najmniejszym elementem zbioru Y. Wtedy otrzymujemy sprzecznosé analogiczna do
poOwYyzszej.

(ii) Liczba k+b byla srodkowym elementem zbioru Y. Zatem liczba k+b—a musi by¢é najmniejszym elementem,
poniewaz w przeciwnym wypadku liczba k bylaby juz odwiedzona. Jednak

k+b—a=k+ 2137 — 420 > k,

sprzecznosc.

(iii) Liczba k+b byla najwiekszym elementem w zbiorze Y. Wowcezas liczba k —a jest najmniejszym elementem
w tym zbiorze. Wtedy dla liczby k—a wykonamy drugi krok, czyli sSrodkowym elementem bedzie liczba k—
a + a = k. Oznacza to, ze liczba k bylaby juz odwiedzona — sprzecznosc.

Zatem skoro tworzymy zbiory z liczb nieodwiedzonych, to zbiory przydatne dla pomocy kuchennej sa parami
rozlaczne. Ponadto skoro zaczeliémy od najmniejszej z liczb, to wszystkie liczby zostaly uwzglednione.

Zadanie 8.
Dany jest spéjny graf G o parzystej liczbie wierzchotkéw. Udowodnié, Zze mozemy usunaé czesé krawedzi, tak
aby kazdy wierzchotek mial nieparzysty stopien.

Rozwigzanie:

WezZmy dowolny graf G oraz drzewo rozpinajace T tego grafu. Usunmy krawedzie tego grafu w taki sposéb, aby
z grafu G otrzymac drzewo T'. Dodatkowo ukorzehmy drzewo G w pewnym wierzchotku r. Bedziemy wykonywac
nastepujacy algorytm.

(1) Wybieramy najglebszy (najdalszy od korzenia) nieodwiedzony wierzcholek v # r.

(2) Patrzymy na obecny stopien wierzchotka v. Jesli ten stopien jest parzysty, to usuwamy krawedz pomiedzy v
a rodzicem v — stopien wierzchotka v staje si¢ nieparzysty.

Jedli rozpatrujemy wierzchotek v, to wszystkie jego dzieci byly juz sprawdzone i maja nieparzysty stopien,
poniewaz sa dalej od korzenia. Pozostaje uzasadnié, ze wierzcholek r réwniez spelnia warunki — nie posiada
on rodzica, czyli niekoniecznie jego stopienn musi byé nieparzysty. Skoro liczba n jest parzysta, a do tej pory
rozpatrzyliSmy n — 1 wierzchotkéw, z ktérych kazdy ma nieparzysty stopien, to suma stopni wszystkich wierz-
chotkéw poza wierzcholkiem r jest nieparzysta. Z lematu o usciskach dloni wynika, ze suma stopni wszystkich
wierzchotkéw jest parzysta, wiec stopien 7 musi by¢ nieparzysty.

Zadanie 9.
Niech G bedzie spojnym grafem nieskierowanym. Udowodni¢, ze krawedzie w grafie G moga zostaé zorientowane
w taki sposéb, ze otrzymany graf jest silnie spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy graf G nie posiada mostéw.

Uwaga. Graf skierowany jest silnie spdjny jesli dla wszystkich wierzchotkéw u oraz v (u # v) istnieje $ciezka
z wierzchotka u do wierzcholka v.

Rozwigzanie:

Jesli graf jest silnie spdjny, to nie moze posiadaé¢ mostéow. W istocie gdyby w tym grafie istnial most o koncach
w wierzcholtkach u oraz v, to woéwczas wierzchotki u oraz v laczy dokladnie jedna Sciezka. Stad nie mozemy
jej skierowaé¢ w taki sposéb, aby graf byl silnie spojny. W takim razie zajmijmy sie implikacja w druga strone.
Rozwazmy ukorzenione drzewo DFS tego grafu. Zauwazmy, ze krawedz drzewowa u — v (bez straty ogdlnosci u
jest glebiej) jest mostem wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje krawedZ wsteczna laczaca wierzcholek z pod-
drzewa u z przodkiem v lub v. Usuniecie krawedzi u ~ v dzieli drzewo DFS na dwie czesci, ale jedli istnieje
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krawedz wsteczna, ktéra taczy poddrzewo v z naddrzewem u, to te czeéci wciaz beda spdjne. Ponadto krawedz
wsteczna nie moze by¢ mostem, poniewaz dopelnia cykl, a nic na cyklu nie jest mostem. Skierujmy krawedzie
drzewowe w dol, a krawedzie wsteczne w gére. Wtedy istnieje Sciezka od korzenia do kazdego wierzchotka tylko
krawedziami drzewowymi. Pokazemy, ze istnieje takze Sciezka od kazdego wierzchotka do korzenia. Rozwazmy
dowolny wierzcholek v. Skoro nie ma mostéw, to dla krawedzi drzewowej pomiedzy wierzcholkiem v i rodzicem v
istnieje krawedz, ktéra ja przeskakuje. Idziemy zatem w dét drzewa krawedziami drzewowymi do takiej krawedzi
wstecznej, ktéra mozemy przejéé do pewnego przodka v. Kontynuujemy ten proces i wspinamy sie coraz wyzej,
az trafiamy do korzenia. Skoro istnieja $ciezki w obie strony miedzy korzeniem, a dowolnym wierzcholkiem v,
to graf jest silnie spdjny.

Zadanie 10.
Wyznaczy¢é maksymalna liczbe punktow artykulacji w spdjnym grafie, ktéry ma n wierzchotkdw.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze jesli w pewnym drzewie rozpinajacym grafu G wierzcholek nie jest punktem artykulacji, to
dodanie jakichs$ innych krawedzi grafu G nie spowoduje, ze wierzcholek stanie sie punktem artykulacji. Drzewo
rozpinajace ma przynajmniej dwa liscie, ktére nie sg punktami artykulacji, zatem w dowolnym grafie rowniez
istnieja co najmniej dwa punkty nie bedace punktami artykulacji. Grafem, ktéry osiaga maksimum n—2 punktéw
artykulacji jest $ciezka.

Zadanie 11. (67 OM, II etap, zadanie 6)
Mamy nieskierowany spojny graf o parzystej liczbie krawedzi. Udowodnic, ze krawedzie da si¢ podzieli¢ na takie
pary, ze odcinki z jednej pary maja wspélny koniec.

Rozwigzanie:
Bedziemy rozwazaé drzewo DF'S tego grafu i podobnie jak wcze$niej bedziemy rozpatrywaé wierzchotki po kolei
od najglebszych (czyli od lisci). Sa trzy rodzaje krawedzi, ktére maja swoj koniec w wierzchotku v:

e wsteczne idace do przodka wierzcholka v niebedacego rodzicem wierzchotka v,
e krawedzie do dzieci wierzchotka v,

e krawedzie do rodzica wierzchotka v.

Dla wierzcholka v jego krawedzie bedziemy parowaé w powyzszej kolejnosci. Dodatkowo przyjmujemy, ze usuwa-
my z grafu krawedzie sparowane. W ten sposob, jesli stopien byl nieparzysty, to jedyna krawedzia jaka zostanie,
bedzie krawedz miedzy wierzchotkiem v i rodzicem wierzchotka v.

Przy rozwazaniu wierzchotka v wiemy, ze wszystkie krawedzie wsteczne, ktére taczyly wierzchotek v z wierz-
chotkiem w jego poddrzewie, sa juz sparowane. Pozostaja tylko krawedzie wsteczne do przodka v. Ponadto
rozumowanie nie psuje sie w korzeniu, poniewaz w kazdym momencie mamy parzyscie wiele krawedzi. Zatem
korzen w momencie sprawdzania bedzie mial parzysta liczbe dzieci, ktore oczywidcie da sie sparowac.

Zadanie 12.
Udowodnié¢, ze w kazdym drzewie istnieje centroid. Kiedy centroid nie jest unikalny? Pokazaé przyklad grafu,
ktéry ma dwa centroidy.

Rozwigzanie:

WeZmy dowolny wierzchotek v i ukorzenmy drzewo w tym wierzcholku. Jesli jest on centroidem, to dowédd zada-
nia zostaje zakonczony. Zalézmy teraz, ze ten wierzchotek nie jest centroidem. W takim razie istnieje poddrzewo
o rozmiarze réwnym m > |n/2]. Rozwazmy to poddrzewo. Niech wierzcholek u zawiera sie w tym poddrzewie
oraz istnieje krawedz laczaca wierzchotki u oraz v. Powtérzmy opisana wyzej procedure dla wierzchotka u. Wow-
czas wielko$¢ maksymalnego poddrzewa zmaleje. Jest tak, poniewaz powstale poddrzewo ukorzenione w wierz-
chotku v bedzie mialo rozmiar maksymalnie réwny

n—m<n—|n/2] <|[n/2].

Oczywiscie pozostale poddrzewa beda mialy rozmiar nie wiekszy niz m — 1. Taka procedura jest skonczona,
poniewaz wielko$¢ maksymalnego poddrzewa maleje zawsze co najmniej o 1 oraz oczywiscie jest dodatnia.
Oznacza to, ze w pewnym momencie rozwazany wierzchotek bedzie centroidem.
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Drzewo ma dwa centroidy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje krawedz, po obu stronach ktérej jest doktadnie
po n/2 wierzchotkéw. Dowdd tego faktu jest podobny do powyzszego. Przykladem jest graf spdjny dla n = 2.

Bonusowe rozwigzanie: Skierujmy krawedzie tak, by prowadzily od wierzcholtka tworzacego wieksze pod-
drzewo do wierzcholtka tworzacego mniejsze poddrzewo (w przypadku remiséw — dowolnie). Teza sprowadza
sie¢ do pokazania, ze istnieje taki wierzcholek v, ze stopien wejSciowy wierzchotka v to 0. Poniewaz drzewo jest
acykliczne, to ten graf skierowany rowniez. W kazdym grafie skierowanym acyklicznym taki wierzchotek istnieje
— w przeciwnym wypadku w grafie istnieje cykl.

Zadanie 13. (30 OI, II etap)

Antek i Marysia graja w gre na planszy, ktéra jest drzewem, czyli ma n pol i n — 1 par pdl sasiadujacych
ze soba, gdzie kazde dwa pola laczy dokladnie jedna $ciezka. Poczatkowo wszystkie pola planszy sa biale,
oprbcz pewnego jednego pola x pokolorowanego na czerwono, ktore nalezy do Antka, i jednego innego pola y
pokolorowanego na niebiesko, ktére nalezy do Marysi. Gracze naprzemiennie wybieraja jedno dowolne pole u
pokolorowane na swéj kolor, a nastepnie koloruja na ten kolor jedno dowolne biale pole v, ktore sasiaduje
z polem u. Gre przegrywa ten gracz, ktéry nie bedzie mogt wykonaé ruchu. Rozstrzygnaé, kto ma strategie
wygrywajaca w zaleznosci od poczatkowych pél x oraz y.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze jesli gracz pokoloruje pewien wierzchotek na swdj kolor, to w pewnym sensie oddziela on czesé
drzewa od reszty. Motywuje nas to do tego, ze optymalnym algorytmem bedzie zajmowanie jak najwigkszego
mozliwego obszaru drzewa, ktérego przeciwnik nie bedzie mégl przejac.

Rozwazmy drzewo otrzymane przez usuniecie tego wierzchotka. Wtedy powstaje kilka poddrzew. Wszystkie pola
przeciwnika musza znajdowaé sie w dokladnie jednym z nich. Istotnie, w drzewie dowolne dwa rézne wierzchotki
taczy dokladnie jedna $ciezka, wigc gdyby pola przeciwnika znajdowaly si¢ w dwoch réznych poddrzewach,
to jedyna Sciezka miedzy nimi przechodzilaby przez usuniety wierzchotek, co jest niemozliwe. Oznacza to, ze
pozostate poddrzewa sg dostepne wylacznie dla rozwazanego gracza.

Motywuje nas to do tego, ze aby zdoby¢ pewien teren dla siebie, gracz musi kontrolowa¢ wierzchotki na $ciezce
taczacej pola x i y. Kazde zajecie kolejnego wierzcholka tej Sciezki zmniejsza dostepny teren dla przeciwnika. Po
zajeciu calej $ciezki zbiory pdl dostepnych dla Antka i Marysi sa jednoznacznie okre$lone. Wéwczas wystarczy
poréwnac, kto ma wiecej wolnych pél i moze wykonaé wiecej ruchdw.

Inna perspektywa jest spojrzenie na zadanie z pojeciem centroidu drzewa. Przypomnijmy, ze centroidem drzewa
nazywamy wierzchotek, ktérego usuniecie rozdziela drzewo na poddrzewa o liczbie wierzchotkéow nie wiekszej
niz [n/2]. Gracz, ktéry zajmie centroid, zmusza przeciwnika do wykonywania ruchéw w obrebie jednego z pod-
drzew, ktére ma co najwyzej |n/2| wierzchotkéw. Sam natomiast moze zajmowaé pozostaly czeéé drzewa.

W przypadku, gdy istnieje jeden centroid, pierwszy gracz moze go osiagnaé i uzyskaé¢ przewage w liczbie do-
stepnych poél, co zapewnia mu zwyciestwo. Jesli drzewo ma dwa centroidy, sytuacja zalezy od potozenia poczat-
kowych pél x i y. Rozstrzygniecie nadal sprowadza sie do poréwnania liczby p6l w odpowiednich poddrzewach
i odleglosci od centroidéw, czyli sprawdzenia ktory z przypadkow zachodzi:

(i) Jeden z graczy moze zajaé oba centroidy — ten gracz zwycieza;

(ii) Kazdy z graczy zajmuje jeden z centroidéw. Wéwcezas kazdy z nich przejmie doktadne |n/2| pdl. Oznacza
to, ze zwyciezy gracz, ktéry zaczyna.

Zadanie 14.

Pewien kraj sktada si¢ z n miast polaczonych n — 1 drogami tak, ze istnieje (niekoniecznie bezposrednie)
polaczenie drogowe pomiedzy kazda para miast. Niedlugo odbedzie sie jagiellonski turniej gry we flanki i jestes
organizatorem tego prestizowego przedsiewziecia. Zglosito si¢ dokladnie 2k druzyn pochodzacych z 2k réznych
miast v1,vs,...,vs,. Podczas zawodéw druzyny beda graly w k parach, ale jeszcze nie ustalono, jaki bedzie
podzial. Ponadto kazda druzyna bedzie potrzebowaé¢ noclegu. W kazdym miescie jest dokladnie jeden hotel.
Druzyny bedace w parze nocuja w tym samym hotelu (inne pary moga nocowaé¢ w tym samym hotelu). Spelniony
musi by¢ przy tym warunek: jesli druzyny z miast u i w graja w parze, to ich hotel musi znajdowac si¢ w miescie
lezacym na najkrétszej $ciezce taczacej wierzchotki u oraz w. Wyznaczy¢ podzial na druzyny, ktéry minimalizuje
liczbe réznych hoteli i spelnia powyzszy warunek.

Rozwigzanie:
Odpowiedz. Wystarczy jeden hotel.
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Zauwazmy, ze jesli znajdziemy wierzcholek c taki, ze w kazdym jego poddrzewie znajduje sie co najwyzej k
druzyn, to mozna utworzy¢ pary, tak aby kazdy wierzchotek w parze pochodzit z réznych poddrzew wierzchotka c.
Wowezas $ciezka miedzy wierzchotkami kazdej pary przechodzi przez wierzcholek c, wiec wszystkie pary moga
nocowa¢ w tym samym hotelu w miescie c.

Tworzymy pary zachlannie: zawsze wybieramy dwa poddrzewa z najwigksza liczba druzyn i laczymy po jednej
druzynie z kazdego z nich. Po sparowaniu tych druzyn liczba druzyn w pozostalych poddrzewach zmniejsza sie
0 co najwyzej jeden, wiec mozemy zastosowacé krok indukcyjny. W rezultacie wszystkie pary zostana utworzone,
a kazda $ciezka przechodzi przez c.

Pozostaje pokazaé, ze taki wierzchotek c¢ istnieje. Opis ¢ przypomina definicje centroidu drzewa: traktujemy
drzewo jako graf zawierajacy 2k specjalnych wierzchotkéw (druzyny) o wadze 1 oraz n — 2k wierzchotkéw
Hikcyjnych” o wadze 0, ktére nic nie zmieniaja. Definiujemy rozmiar poddrzewa jako sume wag wierzchotkdéw
w poddrzewie. Wtedy centroid w sensie wagowym spelnia wymaganie: w kazdym jego poddrzewie znajduje sie
co najwyzej k druzyn. Istnienie takiego centroidu jest analogiczne do dowodu znanego z Zadania 13.

Zatem wszystkie druzyny mozna sparowac, tak aby kazda para miata $ciezke przechodzaca przez wierzchotek c,
a wszystkie pary moga nocowa¢ w tym samym hotelu w miescie ¢, co minimalizuje liczbe hoteli.

Zadanie 15. (Mszana 2023)

Kostek wpisal w plansze n x n, przy czym n > 3, wszystkie liczby catkowite od 1 do n?, tak ze liczby j oraz j+1
sa w sasiadujacych polach dla j = 1,2,...,n? — 1. Przyszedl Marek S. i chcialby dowiedzieé¢ sie, w jakim polu
znajduje si¢ 1. Niestety Kostek nie chce pokazaé¢ mu planszy, ale zgodzil si¢ zagra¢ w gre. W jednym ruchu
Marek S. moze wybra¢ dowolne pole i zapytac o jego zawartosé. Liczba n jest urocza, gdy Marek S. jest w stanie
(swoim genialnym umystem) znalezé jedynke w mniej niz 3n ruchach. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskorficzenie
wiele uroczych liczb.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb. Bedziemy chcieli pokazaé, ze Marek S. jest w stanie
znalezé jedynke dla n = 2t — 1. Udowodnimy poprzez indukcje, ze jezeli wiemy, ze jedynka jest w pewnym
mniejszym kwadracie 2F — 1, gdzie wszystkie pola sasiadujace z nim sa sprawdzone, to mozemy poznaé jej
dokladne potozenie w maksymalnie 3 - (28 — 1) ruchach.

Baza indukcji dla k = 1 jest oczywiscie spelniona. Rozwazmy krok indukcyjny, czyli zalézmy, ze teza jest
spelniona k — 1. Pytamy sie o cala $srodkowa kolumne w tym kwadracie. Jesli znalezliSmy jedynke, to zadanie
jest zakonczone. Zalézmy, ze tak nie jest. Zauwazmy ze ta sSrodkowa kolumna dzieli obszar, w ktorym moze by¢é
jedynka na dwa prostokaty: lewy i prawy. Popatrzmy teraz na najmniejsza liczbe, ktora kiedykolwiek znalezlismy
— oznaczmy ja przez m. Wszystkie pola sasiadujace z kwadratem zostaly sprawdzone, wiec wszystkie pola
sasiadujace z prostokatem réwniez. Skoro m jest najmniejsza uzyskang wartoscia po sprawdzeniu pola, to m
musi by¢é wewnatrz lub graniczy¢ z tym prostokatem, a wszystkie liczby mniejsze od m musza byé¢ wewnatrz.
Jesli m jest wewnatrz prostokata, to jedynka tez w nim jest. Jezeli sasiaduje tylko z jednym prostokatem, to
jedynka musi by¢ w tym prostokacie. Zostaje wiec tylko przypadek, gdy m sasiaduje z oboma prostokatami.
Wtedy mozemy spytac sie o liczbe na lewo od m. Jedli jest ona réwna m—1, to jedynka jest w lewym prostokacie.
W przeciwnym przypadku jest ona w prawym prostokacie. Wiemy wiec, ze jedynka jest w pewnym prostokacie
2k — 1 x 2F=1 — 1. Zauwazmy, ze nie korzystaliémy z faktu, ze nasz obszar jest kwadratem. Mozemy w takim
razie postapi¢ analogicznie. Tym razem jednak pytamy o caly srodkowy rzad, a nie o kolumne. W taki sposéb
dzielimy prostokat na dwa kwadraty. Oznacza to, ze przy pomocy maksymalnie

2F —1) 4 (21 —1)+2=2F1.3

ruchéw mozemy dowiedzieé sie, ze jedynka jest w pewnym kwadracie o boku 2¥~! — 1. Dodatkowo wiemy, ze
o wszystkie pola sasiadujace z tym kwadratem juz spytaliSmy, wiec z zalozenia indukcyjnego zajmie nam to
jeszcze maksymalnie 3 - (2871 — 1) ruchéw. Oznacza to, ze lacznie wykonamy maksymalnie 3 - (2¥ — 1) ruchéw.
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Nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza
Antoni Brylowski

Teoria

wierdzenie (Nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza
T 1 I\ ¢ Cauchy’ego-S

Dla kazdej pary ciagow liczb a;, b; € R zachodzi nieréwnosé

(&) (E#)> (Ees)

przy czym réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a; = kb; dla pewnej statej k #£ 0.

Twierdzenie (Nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela)

Dla kazdej pary ciagéw liczb a; € R, b; € Ry zachodzi nieréwnosé

2
Z a; > (i @)

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a; = kb; dla pewnej stalej k& # 0.

Zadania ¢wiczeniowe

Zadanie 1.
Wykazaé, ze jezeli a1,as2,...,a, E Ria;+as+---+a, =1, to

a? a3+ +a:>1/n.

Zadanie 2.
Udowodnié¢ nier6wnosé Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela.

Zadanie 3.
Udowodni¢, ze dla wszystkich z,y, z € Ry zachodzi nieréwnosc¢:
2 2 2 9
+ + > .
r+y y+z =z+<x r+y+z

Zadania tatwe

Zadanie 4.
Wykazaé, ze dla wszystkich a, b, c € Ry zachodzi nieréwnosé

a2+b2 B2+ 24a?
+ + >a+b+ec.
a+b b+c c+a

Zadanie 5. (APMO 1991)
Wykazaé, ze dla wszystkich liczb z;,y; € Ry spelniajacych warunek ZZ=1 T = ZZ=1 yr zachodzi nieréwnosé
x% x% (t% >£L’1+£L'2+"'+xn

ot
r1t+y1 T2ty Tn+Yn 2
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Zadanie 6. (Nier6wnos¢ Minkowskiego)
Udowodnié, ze dla wszystkich z;,y; € R zachodzi nieréwnosé

x%+x§+--~+x%+\/y%+y§+---+y,%>\/(xl+y1)2+(x2+y2)2+---+(xn+yn)2.

Zadanie 7.
Wykazaé, ze jezeli a,b,c >0ia+b+c=3, to
a? b? 2
>
(b+c)3 + (c+a)d + (a+b)3

ool w

Zadania sredniej trudnosci

Zadanie 8.
Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych z, y, z zachodzi nieréwnosé

VaeBr +y) +VyBy +2) + V282 +2) < 2(x +y + 2).

Zadanie 9. (Poreba wrzesien 2023)
Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, x, y, z zachodzi nieré6wnosé

T Y z 3
+ + > .
ay+bz az+bxr axr+by a+b

Zadanie 10. (Zwardon 2007, zadanie 22)
Wykazaé, ze jesli a,b,c > 0, to

a® b3 c? at+b+ec
2 3 T3 5T 3 5 2 :
a’?+ab+b b +bc+ ¢ cc+ac+a 3

Zadanie 11.
Udowodnié, ze dla wszystkich a, b, ¢ > 0 zachodzi nieré6wnosé
abcla+b+c) < a’b+bc+ Fa.

Zadanie 12.
Wykazaé, ze jesli liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trdjkata, to

a n b n c
btc—a c+a—-b a+b—c
Zadanie 13. (Nier6wnos$é Nesbitt’a)
Udowodnié, ze dla wszystkich a, b, ¢ € Ry zachodzi nieréwnosé
a L b n c S 3
b+c c+a a+b” 2
Zadanie 14.
Niech n > 4 bedzie liczba catkowita. Wykazadé, ze dla wszystkich x1,x2, ..., z, € R} prawdziwa jest nieréwnosé
1+22 1423 1+ a2 1+ 22
J)1+ +l‘2 TS n1+ Ty >n.
To + T3 T3+ T4 Tp + X1 T+ o

Zadanie 15.
Wykazaé, ze jedli a,b,c >0ia+b+c=3, to

a2+b2+b2+c2+02+a2
Vab Vbe Vea

> 6.
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Zadanie 16. (IMO 1995 P2)
Niech a, b, ¢ beda takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ze abc = 1. Udowodnié¢, ze
1 n 1 n 1 S 3
adb+c)  b(c+a) Sa+bd) 2

Zadanie 17. (IMO 1981 P1)
Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC i niech D, E, F beda rzutami prostokatnymi punktu P
odpowiednio na boki BC, CA, AB. Znalez¢ wszystkie takie punkty P, dla ktérych wyrazenie

BC  CA  AB
PD  PE PF

przyjmuje minimalna wartos¢.

Zadania trudne

Zadanie 18.
Wykazaé, ze dla wszystkich a, b, ¢ € Ry zachodzi nieréwnoscé

a n b n c <
2a+b  2b4+c¢  2c4a

Zadanie 19.
Wykazaé, ze jezeli a,b,c > 0, to

Zadanie 20.
Wykazaé, ze jesli a,b,c > 0, to

w

a b c
< -
a2+b2—|—2+b2+02—|—2+62+a2—|—2 4

Zadanie 21.

Liczby a,b,c > 1 spelniaja
1 1 1
=1.
a2—1+l)2—1+c2—1

Wykazaé, ze
1 1 1

<
a+1+b—|—1+c+1

Zadanie 22. (IZhO 2008)
Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi oraz abc = 1. Udowodnié, ze

1 1 1 >3

(a—|—b)b+ (b—|—c)c+ (c+a)a” 2

Zadanie 23.
Wykazaé, ze jesli a,b,c,d >0ia+b+c+d=4,to
a n b n c n d <2
aB+5 B+5 B+5 d+5 3
Zadanie 24.
Zalézmy, ze n € Z>4. Wykazad, ze jezeli aj,az,...,an >0ia +a3+ - +a2 =1, to

n

Z&—’_&—’_”-—’_ An >
ap+1 aj+l a2+17

(SR

(a1v/a1 + agv/ag + - - + an/ay) .
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Zadanie 25.
Wykazaé, ze jedli z,y,z >0ix+y+2=2, to

[y

Ty Yz 2T
+ - <<
3z+7y  3y+7z 3z+7x 5

Zadanie 26.
Wykazaé, ze jesli a,b,c,m,n,p>0im+n+p=1,to

n n c S ma + nb + pc
n.—— . > .
b+c cta Pato (n+pla+ (p+m)b+ (m+n)c

m -

Zadanie 27.
Liczby dodatnie x, y, z spelniaja warunek x 4+ y + z = 3. Wykazaé, ze
x Y z
<1
3y + 2 +y3+22+x - Btalty
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Antoni Brytowski*, Adam Tutkowski.

Zadanie 1.

Wykazaé, ze jezeli a1,asz,...,a, €E Riai+as+---+a, =1, to
al+ a3+ +a:>1/n.

Rozwigzanie:

Pol6zmy b; = 1 w nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza, wtedy
(a3 4+as54+--+a2) n>(a;-1+ay-1+---4a,-1)*=17%

Po podzieleniu obu stron przez n, otrzymujemy teze.

Zadanie 2.
Udowodni¢ nieréwnoé¢ Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela.

Rozwiagzanie:

Podstawmy a; = x;/\/¥i, bi = \/¥i- Zauwazmy, ze musi zachodzi¢ y; > 0. Wtedy z nieréwnosci Cauchy’ego-

Schwarza dla ciagéw a; i b; otrzymujemy

(Z3) (50) (%

2

Po podzieleniu obu stron przez Y ., y;, otrzymujemy teze dla ciagdéw x;, y; zamiast a; oraz b;.

Zadanie 3.
Udowodnié, ze dla wszystkich z,y, 2z € Ry zachodzi nieréwnoéc¢:

2 2 2 9
+ + > .
r+y y+z =z+x r+y+z

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela

v)' (VD' (VD) (VDT 9

t+y  y+z  z4z 2x+y4z) zt+y+z

co byto do udowodnienia.

Zadanie 4.
Wykazaé, ze dla wszystkich a, b, c € Ry zachodzi nieréwnosc

a2+ +E A+a?
+ +

> b+ c.
a+b b+c c+a ~ atbie
Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela
a2+ P+ P +a? a? b2 b? c? c? a?
= + + + +
a+b b+c c+a a+b a+b b+c b+c c+a cHa

N (2(a+b+c)?

= b
4(a+ b+ c) atbta

co bylo do wykazania.
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Zadanie 5. (APMO 1991)
Wykazacé, ze dla wszystkich liczb z;,y; € Ry spelniajacych warunek Y 7, zx = >, yx zachodzi nieréwnosé

m% :c% x% >x1+x2+~-~+xn

=
rT1+y1 T2ty Tn + Yn 2

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela otrzymujemy
3 3 T y > (w1 + @2+ +2,)°
z1+y1 T2+ Y2 Tntyn @it at ATty Y2t
(At Fwa)?  mitaa et

2wy taet ot an) 2 ’

przy czym pierwsza rownos¢ wynika z zalozenia o réwnych sumach x; i y;.

Zadanie 6. (Nier6wnos¢ Minkowskiego)
Udowodnié, ze dla wszystkich z;,y; € R zachodzi nieréwnosé

\/x%+x§+---+xg+\/y%+y§+---+y,%>\/(a:l+y1)2+(x2+y2)2+---+(xn+yn)2.

Rozwiazanie:
Po podniesieniu nieréwnosci danej w zadaniu do kwadratu otrzymujemy

n n n
(@i+y)? = a7 +2) zyi+ Yy
=1 =1 =1

Po redukcji wspolnych wyrazéw, podzieleniu przez 2 i ponownym podniesieniu do kwadratu, otrzymujemy

(£ (B)> ()

Zatem wyjsciowa nier6wno$¢ jest réwnowazna nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza, ktora jest prawdziwa.

i=1 i=1 i=1 =

i=1 i=1

Zadanie 7.
Wykazaé, ze jezeli a,b,c >0ia+b+c=3, to
a? b2 c?
> .
b+ (era®  (axbpE "8

|

Rozwigzanie:
Z nier6éwnoséci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela

a

2 b 2 c 2 a b c 2
a2 + b2 T 62 . (b+c) (c+a) (a+‘b) S <b+c + c+a + aJ4r )
(b+c)3  (c+a)® (a+b)3 bic c+a a+b = 2(a+b+c)
Korzystajac z tej samej nieréwnoéci, szacujemy
a b c a? b? c? a+b+c)?
+ + = + + > ( ) .
b+c c¢c+a a+b abd+ca bet+ab  ca+be” 2(ab+ bc+ ca)

Zauwazmy réwniez, ze a® + b2 + ¢ > ab + bc + ca. Istotnie, po pomnozeniu przez 2 i zastosowaniu wzoréw
skréconego mnozenia, otrzymujemy oczywiécie prawdziwa nieréwnoéé (a — b)% + (b —¢)? + (¢ — a)? > 0.

Wobec powyzszego
2 2
b (a+b+c)2
(b-(il-c + ct+a + aib) (2(ab+bc+ca))

2(a+b+c) ~ 2a+b+ec)

1 a? + b% + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca\ >
6 2(ab + be + ca)

1 a? + b2 + ¢ 2>(3/2)2_§
6 2(ab + be + ca) B

6 8

Stad i z pierwszej nieréwnosci, otrzymujemy teze.

79



Nieré6wnoséé Cauchy’ego-Schwarza MIKO 2023/24

Zadanie 8.
Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nieréwnosé

VeBr +y) +VyBy +2) + V282 +2) <2z +y + 2).

Rozwigzanie:
Po polozeniu a1 = /x, az = /Yy, a3 = /z, by = /Bx+y, bo = /By +2z, by = 32+ w nieréwnosci

Cauchy’ego-Schwarza, mamy

(x+y+@@x+y+3y+z+3bﬁﬂ>(v%@x+y%%¢m&r+d+y&6z+x02

= 2z+y+2)’> (\/x(3x+y) +Vy(By +2) + \/z(3z+x)>2

Po obustronnym spierwiastkowaniu otrzymujemy teze.

Zadanie 9. (Poreba wrzesien 2023)
Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, x, y, z zachodzi nier6wnosé

T Y z 3
+ + > .
ay+bz az+bxr axr+by a+b

Rozwiazanie:
Po rozszerzeniu utamkéw i zastosowaniu nieréwnoséci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela otrzymujemy nie-
réwnosé
22 y? 22 N (z+y+2)2
axy + brz + azy + bry + axz +bry ~ (a+b)(zy +yz + 22)

Ponadto analogicznie jak w Zadaniu 7 zauwazamy, ze 2% + y% + 22 > xy + yz + zz. Stad

(z+y+2)°
TY + Yz + zx

(x+y+2)?> 3y +yz+z22) i >3

Wobec tego
(x4+y+2)? .3
(a+b)(zy+yz+zx) ~ a+b

co konczy dowdd nieréwnosci.

Zadanie 10. (Zwardon 2007, zadanie 22)
Wykazaé, ze jesli a,b,c > 0, to

a® b3 c? a+b+c
2 3 1t 73 st 3 5 2 :
a’?+ab—+b b2 4+ bc+ ¢ cc+ac+a 3

Rozwigzanie:
Przez L oznaczmy lewa strone powyzszej nieréwnosci. Wéwcezas z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie
Engela

a* b* c*
- a3 4 a?b + ab? + b3 4+ b2c + be? + 3+ c2a + ca?
N (a2 + b2 + ¢2)? _
7 a3+ b3+ 3+ a2b+ b2c + c2a + ab? + be2 + ca?
(a® +b* + *)? a? + 0%+ ¢?

(@42 +cA)(a+bt+c) at+btec

Ponadto z nieréwnosci migedzy $rednia kwadratows i arytmetyczna

a? 4 b2 + 2 - at+b+ec . a? 4+ b+ 2 < a+b+c
V 3 E a+b+ec = 3

Z powyzszych otrzymujemy teze.
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Zadanie 11.
Udowodnié, ze dla wszystkich a, b, c > 0 zachodzi nieréwnosé

abc(a +b+c¢) < a®b+b3c+ Aa.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela
2 2 2 2
a b c a+b+c
@ B3 (atbie?
c a b a+b+c
Po pomnozeniu przez abc otrzymujemy teze.

=a+b+ec

Zadanie 12.
Wykazaé, ze jesli liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trojkata, to

a n b n c S 3

b+c—a c+a—-b a+b—c
Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela
a n b n c B a? n b2 n 2
b+c—a c+a—-b a+b—c ab+ca—a? bet+ab—0b%>  ca+bec—c2?
(a+b+c)?

~ 2(ab + b + ca) — (a% + b2 + ¢2)’
Zatem teza jest réwnowazna nieréwnosci

(a+0b+c)? S 3
2(ab + be + ca) — (a? 4+ b2 +¢2) ~
=  a®+ b+ +2(ab+be+ ca) > 6(ab+ be + ca) — 3(a® + b + ¢?)
= a®*+ v+ >ab+be+ ca

ARV

Dowdd ostatniej nieréwnosci znajduje sie w rozwiazaniu Zadania 7.

Zadanie 13. (Nieréwnosé¢ Nesbitt’a)
Udowodnié, ze dla wszystkich a, b, c € R} zachodzi nieréwnosé

w

a n b n c S
btc c+a a+b_ 2

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela

(Vatbte) (Vatbte) (Vatbie)  (Wathto)’ a+b+e) 9

b+c c+a a+b ~ 2a+b+e)  2a+bte) 2

Po odjeciu stronami 3 otrzymujemy teze.

Zadanie 14.
Niech n > 4 bedzie liczba catkowita. Wykazaé, ze dla wszystkich x1,x2, ..., z, € R} prawdziwa jest nieréwnosé
1+ 22 1+ 23 1422 1+ 22
L4 2ot nel g >,
To+T3 T3+ T4 Tp+T1 X1+ T2
Rozwigzanie:
Z nieréwnoséci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela
1+x?  1+a3 1+a2 ,  1+a2
1 + 2 NN n—1 + no_
To + I3 T3+ X4 Ty + 21 xr1 + o
1 x? 1 3 1 x2 S (n+8)?
_.%‘2+.%‘3 X9 + I3 T3+ T4 T3+ T4 xr1 + T2 ,’L‘1+.’132/ 48 7

przy czym S := 21 + o3 + - - + x,. Pozostalo zauwazy¢, ze zachodzi nieréwnoéé (n + S)? > 4Sn réwnowazna
nieréwnoéci (n — S)? > 0.
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Zadanie 15.
Wykazaé, ze jesli a,b,c >0ia+b+c=3, to

a?+b P+ A4a?

Vot Ve T Ve

> 6.

Rozwigzanie:
Z nier6wnosci miedzy érednia geometryczna i harmoniczna dla par liczb sposréd 1/a, 1/b, 1/c¢

1 2 1 2 1 2
> > >

Vab T a+b Vel b+c el cta

Wobec tego

a2+b2+b2+c2+62+a2 (a2+b2+b2+62+c2+a2>
Vab Ve Vea a+b b+ec c+a )’

Woéwezas na mocy Zadania 4

2(a2—|—b2 B+ P4ad?

> 2 =0,
a+b b+c c+a) (a+b+c)=6

co konczy dowod.

Zadanie 16. (IMO 1995 P2)
Niech a, b, ¢ beda takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ze abc = 1. Udowodnié, ze
1 1 1 3

> .
a3(b+c) + b3(c+a) + Ala+b) = 2

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela

1 1 L € VL R ¢ VL) S ¢ VIO N
a3(b+c) * b3(c+ a) * Ala+b)  alb+c) * b(c+ a) * cla+d)
(1/a+1/b+1/c)? B ab+bc+ca'

2(ab+bc+ca) 2

Wtedy na mocy nieréwnoéci miedzy srednia arytmetyczng i geometryczna

W > labe)? = 1,

3

poniewaz z zalozenia abc = 1. Zatem %(ab +bc + ca) > 3, co konczy dowdd.

Zadanie 17. (IMO 1981 P1)
Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC i niech D, E, F beda rzutami prostokatnymi punktu P
odpowiednio na boki BC, CA, AB. Znalez¢ wszystkie takie punkty P, dla ktérych wyrazenie

BC  CA  AB
PD PE PF

przyjmuje minimalna warto$é.
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Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

[ABC] = = (BC - PD+ AB- PF + CA- PE).

N

Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza dla ciagéw v BC - PD,\/CA - PE,\/AB - PF oraz \/%, 1/ %, ,/ﬁ—?

BC (CA AB
(BC~PD+CA-PE+AB-PF) (]3D+PE/'+W
BC CA AB (BC+CA+AB)2

Ve pp T PE T PET T 2[ABC]

) > (BC + CA+ AB)?,

Zauwazmy, ze prawa strona powyzszej nieréwnosci nie zalezy od wyboru punktu P. Badana warto$¢ przyjmuje
zatem najmniejsza warto$¢, gdy w nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza zachodzi réwnosé. Ma to miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy dla pewnego k # 0 zachodzi réwnosé

VBC-PD
=
\/ PD

i analogicznie k = PE, k = PF. Zatem PD = PE = PF, wiec skoro punkt P znajduje sie wewnatrz tréjka-
ta ABC', jedynym punktem minimalizujacym warto$¢ wyrazenia jest srodek okregu wpisanego w ABC.

PD = k.

Zadanie 18.
Wykazaé, ze dla wszystkich a, b, c € Ry zachodzi nieréwnoscé

a n b n c <
20+b  2b+c  2c+a

Rozwigzanie:
Po odjeciu od obu stron tezy wyrazenia 3/2 otrzymujemy

2a 2a+b+ 2b 2b+c+ 2¢c 20+a< 1
da+2b 4a+2b 4b+2c 4b+2c  4dc+2a  4c+2a 0 2]

co po pomnozeniu stronami przez —2 jest réwnowazne

b . c . a o
2a+b  2b+c  2c+a

Powyzsza nieréwnosé, réwnowazna wyjéciowej, jest prawdziwa, poniewaz z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza
w formie Engela

b n c n a b2 n 2 n a?
20+b 2b+c¢ 2c+a 2ab+b2  2bc+c2  2ca+ a?
(a+b+c)?

> _
a? + b2 + 2 + 2(ab + be + ca)

Zadanie 19.
Wykazaé, ze jezeli a,b,c > 0, to

Rozwigzanie:
Z nier6éwnosci Cauchy’ego-Schwarza w wersji Engela

2 2
atb bie cta (3) ) . _Gri+e)’
a b? L 1

1 1 1
¢ a-+b b+c ct+a a-+b + b+c + c+a
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Ponadto z nier6wnosci miedzy $rednimi arytmetycznymi i harmonicznymi par liczb sposréd 1/a, 1/b, 1/c

b~ a+b’ g+2/b+c7 c a’ c+a

1 1 4 1 1 4 1 1 4
> > >
Po dodaniu powyzszych nieréwnosci stronami otrzymujemy
1 1 1 1 1 1
2(-+-+-)2>4 + + .
a b ¢ a+b b+c cHa

(E+1+1) >2<;+;+z>(;+b+bic+;a)_2<1 .y

Zatem

4+ 4=
1 1 1 1 1 1
a+b+m+c+a a+b+b+c+c+a a b ¢

co konczy dowod.

Zadanie 20.
Wykazaé, ze jesli a,b,c > 0, to

w

a b c
< -
PN B N S B s R

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela

a? 1 (a+1)2 4a
2 + 73 Z e Z e )
a*+1 bv*+1 a®+b*+2 a*+b*+2
przy czym druga nieréwnoéé zachodzi, poniewaz (a—1)? > 0. Analogiczne nieréwnoéci zachodza dla par liczb b, ¢
oraz ¢, a. Po dodaniu ich wszystkich stronami otrzymujemy

a b c
a2—|—b2—|—2+b2—|—c2—|—2+02—|—a2—|—2
1 a? n 1 n b? n 1 n c? n 1 _3
Sa\a2+1 241 2+1 0 A2+1 0 2+1 a2+1) 4

co bylo do wykazania.

Zadanie 21.
Liczby a,b,c > 1 spelniaja

Wykazaé, ze
1 1 1

<1
a+1+b+l+c+l

Rozwigzanie:

: 1 1
Niech z := o1 Y= o

z = Cil. Wtedy

1 1 1 1 x?
= . = I - =
a2—1 a+1 a-1 1/z—2 1-—2z

oraz analogicznie dla liczb b i ¢. Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela

1 1 1 x? y? 22 (z+y+2)?
1= — > ,
a2—1+b2—1+02—1 1—2x+1—2y+1—22/3—2(x—|-y+z)

Niech S :=z + y + z i zauwazmy, ze 3/2 > S > 0. Ponadto powyzsza nieréwnosé¢ daje
(S+3)(S—1)=5%+25-3<0.

Wobec S > —3, musi zachodzi¢ S < 1, co jest rownowazne tezie.
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Zadanie 22. (IZhO 2008)
Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi oraz abc = 1. Udowodnié, ze

1

1
TED

(b+c)c +

1 S 3
(c+a)a” 2
Rozwigzanie:

Poniewaz z zalozenia abc = 1, istniejg takie z,y,2 € Ry, ze a = z/y, b =y/z, ¢ = z/x. Wowczas

(RN SRR SR SR R S

(a+b)b  (b+c)e (C—l—a)c_(§+%)% (%_i_é)é (§+§)§_
o 4 yh

- 223+ y222 | yrd + 2222 | ayB + aly?

(2 +y° +27)?

.’L‘2y2 + y2z2 + 2222 + xz3 + zy3 + ya:3 :

MIKO 2023/24

Ostatnia nieréwno$¢ jest konsekwencjg nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela. Wystarczy wykazad,

ze ostatnie wyrazenie jest nie mniejsze od 3/2, co jest réwnowazne

20zt + oyt 2+ 2022 + 2% 4 2222)) > 3(2ty? + P2 4 222 4 a2 4 2y ).
dostajemy

7ot + 42”y? — 122%y — y* = (2 — y)? (T2 4+ 22y + y°) = (z — )*(62° + (x + y)?) > 0,

Sprawdzmy, ze 22* + 22y% — 322y > 0. Istotnie, po pomnozeniu przez 4 i dodaniu 0 = 2% —y* +y* — 24 + 24—z

4

co jest oczywiscie prawda. Dwie analogiczne nieréwnoéci otrzymujemy poprzez cykliczna zamiane zmiennych.
Czytelnik zechce sprawdzié, ze po dodaniu tych nieréwnoéci otrzymamy nier6wnosé réwnowazng zadanej.

Zadanie 23.

Wykazaé, ze jesli a,b,c,d >0ia+b+c+d=4,to

a n b . c n d <
ad+5 B3+5 B4+5 dB+5 3

[\

Rozwigzanie:

Z nier6éwnos$ci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng

34141
a+3+ >3/a3.1.1:a.
Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

1 1
a>+5  3a+3
Dodajemy stronami analogiczne nieréwnosci dla a, b, ¢, d i otrzymujemy, ze
a n b L c L d c_a b n c n d
a3+5 B+5 A+5 d3+5 3a+3  3b+3 3c+3  3d+3
Teza bedzie spelniona, jezeli prawa strona bedzie nie wigksza niz 2/3. W takim razie wystarczy pokazaé, ze
1 1 1 1 a n b n c N d <9
a+l b+1 c+1 d+1 a+1 b+1 c+1 d+1 7
Zatem nalezy udowodnié, ze
1 . 1 . 1 . 1 S 9
a+l b+1 c+1 d+17 7
Powyzsza nieréwnos¢ zachodzi, poniewaz z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela
11 1 1 42 _16_,
a+1l b+1 c+1 d+17 at+btect+d+4 8 7

85



Nieré6wnoséé Cauchy’ego-Schwarza MIKO 2023/24

Zadanie 24.
Zalézmy, ze n € Zz4. Wykazad, ze jezeli aq,asz,...,a, > 01 a?+a3+---+a2=1,to
" a a a 4
k 2 n
;a%+1+a§+l+ +a% 5(a1 LFa2y/ay o any/an).
Rozwigzanie:

Z nier6wnosci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela (an4+1 := a1)

S L (S ey’

—ajy, + 1 “aj- ak+1 +tap " Y aicaiy, 1
Zauwazmy, ze Y p_, a3/2 > 1. Skoro > ;_, ai =1, to dla kazdego 1 < k < n mamy a; < 1. Daje to nieréwno$é
n n
S>3t
k=1 k=1

Zatem teza jest réwnowazna temu, ze >, _; ai . a,QH_1 < 1/4. Niech zy, := ai. Jesdli liczba n jest parzysta, to

n/2 n/2

Z-Tkl'kJrl 21'219 1 szk < %7
k=1

poniewaz jesli a + b = 1, to z nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczna

b
a;r 2\/@, czyli ab < -

Jesdli liczba n jest nieparzysta, to bez straty ogdélnosci niech z; > x5. Wtedy
T172 + Tox3 + 374 < T1(T2 + 23) + T4(W2 + 73),

wiec mozemy zastapi¢ n liczb x; przez n — 1 liczb z1, =2 + x3, 4, X5, ..., Ty 0 sumie réwnej 1. Wowczas
powolujemy sie na przypadek parzysty.

Zadanie 25.
Wykazaé, ze jesli z,y,z >0ixz+y+ 2z =2, to

Ty Yz zr
+ + < -
3x+7Ty 3y+7z 3z+7x 5

| =

Rozwigzanie:
WeZmy pewne dodatnie liczby p, g. Wtedy z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza

(pz + qu)(py + qr) > (VPTV/PY + Vayaxr)® = zy(p + @)

wiec

Ty py +qz
< 3
pr+qy  (p+q)

Oznacza to, ze skoro x +y + z = 2, to

T z 2T y+7r 3x+7z 3247 10z +y+ =2 1
y y <3y N N y _10@@+y+z2) 1

Sr+7y By+7: 3247z S 100 100 100 100 5

co byto do wykazania.
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Zadanie 26.
Wykazaé, ze jesli a,b,c,m,n,p>0im+n+p=1,to
. . tp. c S ma + nb + pc .
b+c c+ta a+b  (n+pa+(p+m)b+ (m+n)c

Rozwigzanie:
Dodajmy do obu stron tezy zadania wyrazenie 1 = m + n + p. Wéwczas jej lewa strona jest rowna

a b c
m-——+m+n-——+n+p-——+p
c+a

b+c a+b
B a b+c b c+a c a+b
_m.b+c+m.b+c+n.c+a+n.c+a+p'a+b+p'a+b
o a+b+c a+b+c a+b+c

b+c " c+a b a+b
:(a+b+c)(m RN LR >

b+c¢c c¢c+a a+bd

Z kolei prawa strona jest réwna

ma + nb + pc 1
(n+p)at(p+mb+(m+nec
_ ma + nb + pe +(n+p)a+(p+m)b+(m+n)c
(n+plat+(p+m)b+(m+n)c  (n+plat(p+mb+(m+n)c
(a+b+c)(m+n+p)

" (ntpat(p+mbt (mtn)ec

Zatem teza jest réwnowazna

(a+b+@< m n p >> (a+b+c)(m+n+p)

+ + .
b+c¢ c+a a+b)” (n+pa+(p+m)b+ (m+n)
Po podzieleniu obu stron przez a + b + ¢ otrzymujemy réwnowazna nieréwnoscé

m n P m+n+p
6+0  (cta)  @+h)° nrpa+t@rmbtmtne

Pozostato zauwazy¢, ze na mocy nierownosci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela

m n D m? n? p?
- + = + +
(b+c¢) (c+a) (a+bd) md+c) nlc+a) pla+bd)
- (m +n+p)*
“ m(b+c)+n(c+a)+pla+b)
. m+n+p
" na+ pa + pb+ mb + mec + ne
m-+n-+p

a(n+p) +b(p+m)+c(m+n)

Zadanie 27.
Liczby dodatnie z, y, z spelniaja warunek = + y + z = 3. Wykazaé, ze

x y z
<1
x3+y2+z+y3+z2+x+z3+x2+y\

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza

2
1 1
(2® +y* + 2) <x+1+z> > (\/a:—s—\/yQ-l—i—\/z-z) =(z+y+2)°=09.
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Stad mamy, ze

x <x(%—|—1+z)71+oj+xz
B H+y24z 9 B 9 '
W taki sposéb dostajemy
Z x <1+x+xz_6+xy+yz+zx
B+y2+z 9 9 '

cyc

7 nieréwnosci miedzy $rednia kwadratowa i geometryczna

2 2 2 2 2 2
7+ +z s
2y = Ty, Y 5 = Yz, 5 > 2.
W takim razie
9= (zx+y+2)?
=2 4+ y% + 22 4 20y + 2yz + 222
2 2 2 2 2 2
_ vty +y B +Z tr + 2zy + 2yz + 222

2 2 2
> 3wy + yz + 2a),

wiec zy + yz + zz < 3. Po podstawieniu otrzymanej nieréwnosci do poprzedniej otrzymujemy

6+ 2y +yz+ zx
9

<1,

co konczy dowdd.
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Roéwnania diofantyczne

Antoni Luczak

Modulo

Czesto podczas rozwiagzywania rownania diofantycznego warto rozpatrzy¢ je modulo pewng liczbe.

Cwiczenie 1.
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych rownanie

(x+1)% — 23 = 2%

W wielu przypadkach nie jest tak tatwo dobra¢ odpowiedni modulnik. Pomaga w tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie (Liczba reszt poteg modulo p)

Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba naturalna k. Wtedy liczby
lka ka coag (p_]')k

generuja dokladnie Wé—n réznych reszt modulo p.

Dowdd. Niech g bedzie generatorem modulo p. Wtedy ciag liczb wypisany powyzej jest permutacja ciagu
]‘7 gk7 g2k7 A 7.g<p_2)k‘
Widag, ze ten ciag jest okresowy i jego okres to liczba réznych reszt. Jest on réwny najmniejszej takiej liczbie a,

7e g°* =1 (mod p), czyli p — 1 | ak. Najmniejsza taka liczba jest oczywiscie m. O

Cwiczenie 2.
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych rownanie
2° =y? + 4.

Schodzenie Fermata

Zal6zmy, ze szukamy niezerowych rozwiazan (x,y, z) pewnego jednorodnego réwnania diofantycznego. Jezeli uda
nam si¢ pokazaé, ze w kazdym rozwiazaniu liczby x, y, z sa podzielne przez pewna liczbe naturalna d, to otrzy-
mamy nowe calkowite rozwiazanie (x/d, y/d, z/d). W ten sposéb mozemy dosta¢ dowolnie male rozwiazanie, co
prowadzi do sprzecznoSci.

Cwiczenie 3.
Udowodnié, ze liczba v/2 jest niewymierna.

Zadania

Zadanie 4.
Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania
8zt 4+ 4yt + 221 = t*

w liczbach catkowitych.

Zadanie 5.
Znalez¢é wszystkie rozwiazania réwnania

22+ y? 4 22 + 2 = 2ayzt

w liczbach catkowitych.
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Zadanie 6.
Udowodnié, ze liczby 7 nie da si¢ przedstawié¢ w postaci sumy trzech kwadratéw liczb wymiernych.

Zadanie 7.
Udowodnié, ze zadna liczba postaci 4"(8%k + 7), przy czym n i k sa dodatnimi liczbami calkowitymi, nie jest
sumg jednego, dwoch ani trzech kwadratéw liczb catkowitych.

Zadanie 8.
Znalez¢ wszystkie takie liczby wymierne a i b, ze

a’+ab+0b? =2.
Zadanie 9.
Liczby calkowite a, b, ¢, d maja te wlasnosé, ze jedynym rozwiazaniem réwnania
az? +by? +cz® +dt> =0

w liczbach catkowitych z, y, z, t jest z =y = z =t = 0. Czy stad wynika, ze liczby a, b, ¢, d sa wszystkie tego
samego znaku?

Zadanie 10.
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych rownanie

ot oyt 4 2t = 9ut.

Zadanie 11. (64 OM, II etap, zadanie 5)
Rozstrzygnaé, czy wielomian W o wspdlczynnikach catkowitych jest funkcjg réznowartosciowa, o ile tylko dla
kazdej pary liczb wymiernych r; # ro zachodzi W (ry) # W(rs).
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Antoni Luczak.

Cwiczenie 1.
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych réwnanie

(z+1)3 — 23 = 2%

Rozwiazanie:
Lewa strona réwnania jest nieparzysta, natomiast prawa parzysta. W takim razie réwnanie nie ma rozwigzan.

Cwiczenie 2.
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych réwnanie
2° =y? + 4.

Rozwigzanie:

Aby otrzymaé jak najmniej reszt postaci 2° oraz y?, nasuwa sie¢ rozpatrywanie réwnania modulo 11. Widaé, ze
2% moze przyjmowaé jedynie wartosci ze zbioru {—1,0, 1}, natomiast y? — ze zbioru {0, 1,4, 9,5, 3}. Niezaleznie
od wyboru y prawa strona rownania nigdy nie daje reszty —1, 0 ani 1, zatem réwnanie to nie ma rozwiazan.

5

Cwiczenie 3.
Udowodnié, ze liczba /2 jest niewymierna.

Rozwigzanie:

Przypusémy, ze v/2 = a/b i niech (a,b) bedzie rozwiazaniem o najmniejszej sumie wartogci bezwzglednych. Po
podniesieniu do kwadratu otrzymujemy a? = 2b%. Skoro prawa strona jest parzysta, to a jest parzyste, zatem
a = 2a; dla pewnego a;. Wéwcezas 2a3 = b2. Zauwazmy, ze para (b,a;) jest nowym rozwigzaniem réwnania
2% = 2y?%, ktérego suma wartoéci bezwzglednych jest mniejsza niz suma wartosci bezwzglednych pary (a,b).
Wobec uzyskanej sprzecznosci nie moze istnie¢ zadne rozwigzanie.

Zadanie 4.
Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania
8zt + Ayt + 224 = ¢4

w liczbach catkowitych.

Rozwigzanie:

Postepujemy analogicznie jak w rozwiazaniu Cwiczenia 3. Skoro liczba ¢ jest parzysta, to mozemy ja zastapi¢
liczba 2t1. Po podzieleniu przez 2 widzimy, ze z réwniez jest parzyste i mozemy je zastapi¢ liczbg 2z1. W konicu
otrzymamy nowe rozwiazanie réwnania (1, y1, 21, t1) 0 mniejszej sumie moduléw (jesli co najmniej jedna liczba
jest niezerowa). Zatem réwnanie to nie ma rozwiazan poza czwoérka (0,0,0,0).

Zadanie 5.
Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania

22 +y? 4 22 + 2 = 2xyzt

w liczbach catkowitych.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze gdyby kazda z liczb x, y, z, t byta nieparzysta, to lewa strona dawataby reszte 4 modulo 8,
natomiast prawa reszte 2. Bez straty ogdélnosci zalézmy, ze t jest parzyste. Wtedy rowniez pewna inna liczba
musi by¢ parzysta, zalézmy, ze jest to z. Gdyby x oraz y byly nieparzyste, to lewa strona dawalaby reszte 2
modulo 4, natomiast prawa — reszte 0. W takim razie réwniez x oraz y sa parzyste i po podzieleniu kazdej z liczb
przez 2 otrzymujemy nowe, mniejsze rozwiazanie. Oznacza to, ze jedynym rozwiazaniem jest czworka (0,0, 0,0).
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Zadanie 6.
Udowodnié, ze liczby 7 nie da si¢ przedstawié¢ w postaci sumy trzech kwadratéw liczb wymiernych.

Rozwigzanie:
Zatézmy przeciwnie, ze 7 = x2 + y? + 2% i zapiszmy x = a/d, y = b/d, z = ¢/d. Mozemy ponadto wymagaé
ged(a, b, ¢, d) = 1. Wowezas

Td? = a® + b + 2.
Jezeli d jest nieparzyste, to lewa strona daje reszte 7 modulo 8, natomiast latwo sprawdzié, ze prawa strona
takiej reszty osiagnaé nie moze. Wobec tego d jest parzyste. Nastepnie zauwazmy, ze jesli suma trzech kwadratéw
jest podzielna przez 4, to sa to kwadraty liczb parzystych. Wobec tego kazda z liczb a, b, ¢, d jest parzysta,
wbrew zalozeniu ged(a, b, ¢, d) = 1.

Zadanie 7.
Udowodnié, ze zadna liczba postaci 4™(8k + 7), przy czym n i k sa dodatnimi liczbami catkowitymi, nie jest
suma jednego, dwoch ani trzech kwadratow liczb catkowitych.

Rozwiazanie:

Przypusémy, ze liczba 4™(8k + 7) jest suma trzech kwadratéw (by¢ moze réwnych zero). Jezeli n > 0, to
dostajemy sume trzech kwadratéw podzielna przez 4. W takim razie kazdy z tych kwadratéow jest podzielny
przez 4 i po obustronnym podzieleniu wnioskujemy, ze 4"~ !(8k + 7) réwniez jest suma trzech kwadratéw.

Powyzsze rozumowanie powtarzamy az n = 0. Wowczas 8k + 7 jest sumg trzech kwadratéw, co jest niemozliwe
(analogicznie jak w Zadaniu 6).

Zadanie 8.
Znalez¢ wszystkie takie liczby wymierne a i b, ze

a’>+ab+ 0> =2.

Rozwigzanie:
Zapiszmy a = x/z, b = y/z i niech ged(z,y, z) = 1. Wowczas

22 + zy 4+ y? = 222

Stad kazda z liczb x i y jest parzysta. Jednak po podzieleniu obustronnie przez 2 widzimy, ze rowniez liczba z
jest parzysta, co przeczy zalozeniu ged(zx,y, z) = 1.

Zadanie 9.
Liczby caltkowite a, b, ¢, d maja te wlasnosé, ze jedynym rozwiazaniem réwnania

az? +by? + ez +dt> =0

w liczbach catkowitych x, y, z, t jest x =y = z =t = 0. Czy stad wynika, ze liczby a, b, ¢, d sa wszystkie tego
samego znaku?

Rozwiazanie:
Wystarczy ustali¢c a = b =c¢ =1 oraz d = —7. Wowczas na mocy Zadania 3 jedynym rozwiazaniem jest
czwoérka (0,0,0,0).

Zadanie 10.
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych rownanie

ot +yt 4+ 2 = ot

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy to réwnanie modulo 5. Na mocy malego twierdzenia Fermata kazda czwarta potega daje reszte 0
lub 1. Zatem po lewej stronie mamy reszte 0, 1, 2 lub 3, natomiast po prawej reszte 0 lub 4. Stad wnioskujemy,
ze kazda z liczb z, y, z, u jest podzielna przez 5. Jedli ktérakolwiek z liczb byla niezerowa, to (z/5,y/5,2/5,u/5)
jest rozwiazaniem o mniejszej sumie moduléw. Zatem jedynym rozwiazaniem jest czworka (0,0, 0, 0).
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Zadanie 11. (64 OM, II etap, zadanie 5)
Rozstrzygnaé, czy wielomian W o wspdlezynnikach catkowitych jest funkcja réznowartosciowa, o ile tylko dla
kazdej pary liczb wymiernych ry # ry zachodzi W(ry) # W(ra).

Rozwigzanie:
Rozwazmy wielomian W (z) = 2% — 2x. Wéwczas W(0) = 0 = W(1/2). Chcemy jednak pokazaé, ze jezeli
r1, T2 sg takimi liczbami wymiernymi, ze W(ry) = W(ra), to 1, = ro. Mamy

P —2r =15 —2ry < (r—r2)(ri+rira+r;—2)=0.

Gdyby r1 # ra, to drugi czynnik iloczynu musiatby by¢ zerowy. Na mocy Zadania 8 nie jest to mozliwe.
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Wyktadniki p-adyczne
Magdalena Pudetko

Teoria

Definicja (Wykladnik p-adyczny)

Niech p bedzie liczba pierwsza oraz a # 0 liczbg catkowita. Ponadto niech k bedzie taka najwieksza
nieujemna liczba calkowita, ze a jest podzielne przez p*. Wéwcezas méwimy, ze wyktadnik p-adyczny z a
jest réwny k, co oznaczamy v,(a) = k. Ponadto przyjmijmy, ze v,(0) = 400 dla kazdego p.

Twierdzenie

Dla wszystkich liczb catkowitych a, b, n > 0 oraz liczby pierwszej p zachodzi

(a) vp(ab) = vp(a) + vy(b),

(b) vp(a™) = nvp(a),
(c) jesli vy(a) < vp(b), to vy(a £ b) = vy(a),
(d) jedli vy(a) = vp(b), to vp(a £ b) > vy(a), przy czym jedli p = 2, to nieréwnosé jest ostra,
(e) a| b, to dla kazdego pierwszego p: v,(a) < vp(b),
(f)

p P p

f) vp(nl) = FJ + {%J + {%J + -+ (wzdr Legendre’a).

Zadania

Zadanie 1. (74 OM, etap II, zadanie 1)
Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite b o nastepujacej wlasnosci: istnieja takie dodatnie liczby catko-
wite a, k, [, ze liczby a® + b' i a! + b* sa podzielne przez b**!, a przy tym k # 1.

Zadanie 2.
Dane sa takie liczby catkowite a, b, ¢, ze ged(a,b,¢) = 1 oraz ab = ¢(a — b). Udowodnié, ze liczba |a — b| jest
kwadratem liczby calkowite;j.

Zadanie 3. (65 OM, etap II, zadanie 1)

Dane sa takie dodatnie liczby catkowite x i y, ze liczba 72 + %2 jest calkowita. Udowodni¢, ze liczba % jest
calkowita.

Zadanie 4.
Pokazaé, ze jedli a,b € Z, oraz ab | a®> + b? + a, to a jest kwadratem liczby catkowite;.

Zadanie 5.
Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki niezerowych liczb catkowitych a, b, ¢, ze kazda z liczb

b

a b ¢
-+ -+ — oraz + -+
c a a

b

ole

SO

jest catkowita.

Zadanie 6. (63 OM, II etap, zadanie 3)

Niech m, n beda takimi dodatnimi liczbami calkowitymi, ze w zbiorze {1,2,...,n} jest dokladnie m liczb
pierwszych. Dowiesé, ze wsroéd dowolnych m + 1 réznych liczb z tego zbioru mozna znalezé liczbe, ktéra jest
dzielnikiem iloczynu pozostatych m liczb.

Zadanie 7.

Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a i k, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba a przystaje
modulo n do pewnej k-tej potegi liczby calkowitej. Wykazaé, ze a jest k-ta potega liczby calkowite;j.
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Zadanie 8.
Wykazaé, ze nie istnieje taka liczba catkowita n, ze liczba
14 ! + ! + -+ !
2 3 n

jest catkowita.

Zadanie 9. (58 OM, I etap, zadanie 9)
Niech F'(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby catkowitej k. Rozstrzygnaé, czy istnieja
rézne liczby catkowite dodatnie m, n, dla ktérych F(m) = F(n).

Zadanie 10. (Mszana 2012, zadanie 18)
Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n liczba

jest podzielna przez n!.

Zadanie 11.

Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba —L

n+1

(27?) jest caltkowita.

Zadanie 12.
Zalozmy, ze liczby calkowite a, b, ¢, d spelniaja 0 < a < b < ¢ < d oraz ad = be. Pokazaé, ze jezeli kazda z liczb
a+dib+ cjest potega dwdjki, to a takze jest potega dwdjki.

Wyzwania

Zadanie 13.
Udowodnié, ze istnieja takie zbiory (A, )n>1, An C Z4, Ze spelnione sg nastepujgce warunki.
2 +
(1) Kazda dodatnia liczba catkowita nalezy do dokladnie jednego z tych zbioréw.
(2) Kazdy z tych zbioréw ma nieskonczenie wiele elementéw.

(3) Jezeli (niekoniecznie parami rézne) liczby a > b, ¢ > d naleza do tego samego zbioru A;, to liczby a — b
i ¢ — d naleza do tego samego zbioru A; wtedy i tylko wtedy, gdy a/b = ¢/d.

Zadanie 14. (CAPS 2023 P6)

Dana jest liczba catkowita n > 1 i kwadratowa plansza n x n, ktérej wszystkie pola poczatkowo sa biate. Malarz
Piotr spaceruje po planszy i przemalowuje odwiedzane pola zgodnie z nastepujacymi zasadami. Piotr zaczyna
kazdy spacer w lewym dolnym rogu planszy, a nastepnie:

e jedli stoi na bialym polu, przemalowuje je na czarno i przechodzi o jedno pole w gére (lub schodzi z planszy,
jesli jest w najwyzszym rzedzie),

e jedli stoi na czarnym polu, przemalowuje je na bialo i przechodzi o jedno pole w prawo (lub schodzi
z planszy, jesli jest w kolumnie najbardziej na prawo).

Piotr konczy pojedynczy spacer, gdy schodzi z planszy. Wyznaczy¢ najmniejsza dodatnia liczbe calkowita s
o tej wlasnosci, ze po dokladnie s spacerach wszystkie pola planszy stang sie ponownie biale.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Magdalena Pudetko*, Karol Musielinski.

Zadanie 1. (74 OM, etap II, zadanie 1)
Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite b o nastepujacej wlasnosci: istnieja takie dodatnie liczby catko-
wite a, k, I, ze liczby a* + b’ i a' 4 b* sg podzielne przez b**!, a przy tym k # I.

Rozwigzanie:
Oczywiscie b = 1 spelnia warunki zadania. Przypusémy teraz, ze b > 1. Wowczas istnieje liczba pierwsza p
dzielaca b. Jedli istnieja takie liczby catkowite a, k, [, ze b+ | ¥ 4+ b1, 0¥+ | al + 0% i k £1, to

(k+Duy(b) < vp(a +b1) oraz (k4 1)v,(d) < vp(al +b).
Jednak v, (a*) = kv,(a) i vy (b') = lvy(b), wiec jezeli te dwie liczby nie sa réwne, to
(+ 1oy (b) < wp(a* + 1) = minkuy(a), L (B)} < Iy (D).

Poniewaz v,(b) > 01 k41 > I, mamy (k + [)v,(b) > lv,(b), co jest niemozliwe. Zatem kvy,(a) = lv,(b), czyli

Z’; EZ; = £. Zapis ten jest mozliwy, poniewaz k # 0 i v,(b) # 0. Analogicznie dostajemy Z:((Z; =% Zatem £ = L,

czyli k? = [2. Poniewaz k,l > 0, stad wynika k = [, wbrew zalozeniu. Zatem b = 1 jest jedyna liczba spelniajaca
warunki zadania.

Zadanie 2.
Dane sa takie liczby catkowite a, b, ¢, ze ged(a,b,¢) = 1 oraz ab = ¢(a — b). Udowodnié, ze liczba |a — b| jest
kwadratem liczby catkowite;.

Rozwigzanie:

Jezeli a = b, to teza oczywiscie zachodzi. W przeciwnym wypadku |a — b| > 0, wiec aby pokazaé, ze liczba
|a — b| jest kwadratem liczby catkowitej, wystarczy pokazaé, ze dla kazdej liczby pierwszej p liczba v,(a — b) jest
parzysta. Wybierzmy wiec dowolna liczbe pierwsza p i rozwazmy nastepujace przypadki:

(i) vp(a) = v,(b) = 0. Wowczas lewa strona réwnosci ab = c¢(a — b) nie jest podzielna przez p, wiec prawa tez
nie moze by¢, czyli v,(a — b) = 0.

(ii) Dokladnie jedna z liczb v,(a), v,(b) jest réwna 0. Wéwczas dokladnie jedna z liczb a, b jest podzielna
przez p, wiec ich réznica nie jest, czyli vy(a —b) = 0.

(iii) vp(a) # 0 # v,(b) Wowcezas v,(c) = 0, poniewaz w przeciwnym razie p | ged(a, b, ¢) = 1, co jest niemozliwe.
Zatem
vp(a) + vp(b) = vp(ad) = vy(c(a — b)) = vp(a —b).
Jezeli vy (a) # vp(b), to vp(a — b) = min{v,(a), v,(b)} < vp(a) + vp(b), co jest niemozliwe. Zatem v,(a) =

vp(b), wiec vp(a — b) = 2vp(a) i istotnie 2 | vy(a — b).

Udowodnilismy, ze dla kazdej liczby pierwszej p liczba v, (a — b) jest parzysta, zatem liczba |a — b| istotnie jest
kwadratem liczby calkowitej.

Zadanie 3. (65 OM, etap II, zadanie 1)

Dane sa takie dodatnie liczby catkowite x i y, ze liczba o+ y; jest calkowita. Udowodni¢, ze liczba % jest
catkowita. )

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi v,(y) < 2v,(x). Ustalmy zatem liczbe pierwsza p.
7 zalozenia wynika, ze
vp(2) +vp(y) = vp(zy) < vp(f’f3 + yg)~
Jezeli vy (y) < vp(z), to oczywiscie takze v, (y) < 2v,(x). Natomiast w przeciwnym razie

vp(2) +vp(y) < Up(a73 + yg) = 3vp(z)

co réwniez implikuje v,(y) < 2v,(z). Wobec dowolnosci p otrzymujemy teze.
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Zadanie 4.
Pokazaé, ze jedli a,b € Z, oraz ab | a®> + b* + a, to a jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie:
Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Pokazemy, ze liczba v,(a) jest parzysta. Jezeli vy(a) = 0, to teza jest
oczywista. Dalej zalézmy, ze v,(a) > 0. Wowczas

vp(a?) = 2v,(a) > vp(a), wiec wv,(a®+a) = vy(a).

Jezeli v,(b) = 0, to p | ab, ale p nie dzieli a® + b? + a, co jest niemozliwe. Zatem v, (b) > 0. Jesli

vp(a® + a) = vy(a) # v, (b%) ,

to
vp(ab) < v, (b* + (a® + a)) = min{v,(a), v, (b?) } < vy(a).

Jednak

vp(ab) = vp(a) + vp(b) > vp(a),
co jest niemozliwe. Zatem

vp(a) =vp (bQ) = 2v,(b),

co istotnie jest liczba parzysta.

Zadanie 5.
Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki niezerowych liczb catkowitych a, b, ¢, ze kazda z liczb

a b ¢ a b ¢
—+-+—- oraz —+ -+~
b ¢ a c a b

jest caltkowita.

Rozwiazanie:

Pokazemy, ze dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi réwnosé vy(a) = vp(b) = vp(c). Przypu$émy, ze tak nie jest
dla pewnej liczby pierwszej p. Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze vy (a) < vp(b) < vp(c), przy czym vp(a) < vp(c).
Wéwezas

v, (b%c),

vp(c) +vp(a) = v,(c*a).

—~
= 2
NN
o~ O
S—
(1]
Y ¥
LT <)
I
= 2
+ ¥
S
<. -]
I
ot O
S~—
ANEVAN
@e'ﬁd
I
s =
For
s 5
—_
o &
T T
s F
—~
o =
[
N DN
S
he]
—~
(wy)
=
_|_
<
=
S
o
S~—
Il

Zatem
vp(a®b + bc + c*a) = 2v,(a) + v, (b) < v,(abe),
wiec liczba
a’b+b%c+c*a a b ¢
- — 44
abc c a b
nie jest catkowita, co przeczy warunkom zadania. Wobec tego vp(a) = vp(b) = vp(c) dla kazdej liczby pierwszej p,
czyli a = b = ¢. Oczywiscie kazda taka trojka spelnia warunki zadania.

Zadanie 6. (63 OM, II etap, zadanie 3)

Niech m, n beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze w zbiorze {1,2,...,n} jest dokladnie m liczb
pierwszych. Dowiesé, ze wsréd dowolnych m + 1 réznych liczb z tego zbioru mozna znalezé liczbe, ktéra jest
dzielnikiem iloczynu pozostatych m liczb.

Rozwigzanie:
Przypusémy wbrew tezie, ze istnieja takie parami rézne liczby aq,as, ..., ams1 € {1,...,n}, ze zadna z nich nie
dzieli iloczynu pozostatych. Wéwczas dla kazdego 1 < ¢ < m + 1 istnieje taka liczba pierwsza p;, ze

vp, (a;) > vp, (a1 - Qi—10ip1 - A1) =
= Up,; (al) +t v, (a’i—l) + Up, (ai+1) T+ U, (am+1)'
Woéwezas vy, (a;) > vp,(a;), o ile tylko i # j. Ponadto p; | a; < n, wiec p; < n. Zauwazmy, ze w zbio-
rze {p1,p2,...,Pm+1} jest co najwyzej m réznych liczb, poniewaz wszystkie sg liczbami pierwszymi ze zbioru
{1,2,...,n}. Zatem p; = p = p; dla pewnych i # j i liczby pierwszej p. To jednak jest niemozliwe wobec
vp(a;) > vp(a;) oraz vy(a;) > vy(a;).
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Zadanie 7.
Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a i k, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba a przystaje
modulo n do pewnej k-tej potegi liczby catkowitej. Wykazaé, ze a jest k-ta potega liczby calkowite;j.

Rozwiazanie:
Niech p bedzie pewna liczba pierwsza i przyjmijmy n = p™, przy czym m > v,(a). Wowczas z zalozenia istnieje
taka liczba catkowita b, ze n | a — b*, czyli

vp(a—b%) > m > vy(a).
Jesli vy (a) # v, (bF), to
vp(a— bk) = min{vp(a),vp(bk)} < vp(a),
co jest niemozliwe. Zatem
vp(a) = v, (V%) = kuy(b).

Otrzymalismy wiec, ze dla kazdej liczby pierwszej p, liczba vy (a) jest podzielna przez k, czyli liczba a istotnie
jest k-ta potega liczby catkowite;j.

Zadanie 8.
Wykazaé, ze nie istnieje taka liczba catkowita n, ze liczba
LS.
2 3 n

jest caltkowita.

Rozwigzanie:
Niech k bedzie najwickszg taka liczba calkowita, ze 2F < n. Zauwazmy, ze

1_|_1_~_1_|_ +1_1 n!+n!+ +n!
2 3 n nl\1 2 n)’

Liczba ta jest calkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczba w nawiasie (ktéra oczywidcie jest calkowita) jest
podzielna przez n!. Jednak dla kazdego 1 < i < n, i # 2¥ mamy v,(i) < k, poniewaz z definicji k¥ mamy

2.9k = oktl 5 .

Zatem dla kazdego ¢ mamy vy (n!/i) = va(n!) — va(i) > va(n!) — k. Wobec tego takze

n! n! n! n! | i
“2<1+'“+2k_1+2k+1+“'+n> > valnl) =k

Ponadto vy (n!/2%) = vy (n!) — k, wiec

n!  n! n!
— 1 — |
02<1 to + n) va(nl) — k < va(n!).

Zatem n! nie dzieli wyrazenia w nawiasie, wiec liczba 1 + % 4+ 4 % nie jest catkowita.

Zadanie 9. (58 OM, I etap, zadanie 9)
Niech F'(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby catkowitej k. Rozstrzygnaé, czy istnieja
rézne liczby catkowite dodatnie m, n, dla ktérych F(m) = F(n).

Rozwiazanie:
Zauwazmy najpierw, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej k zachodzi réwnoéé F(k) = k¥*)/2 gdzie d(k)
jest liczba dodatnich dzielnikow k. Istotnie, niech

l=di <dp < <dgpy=k
beda wszystkimi dodatnimi dzielnikami k. Wéwczas dla kazdego 1 < i < d(k) zachodzi didgr)—i+1 = k, Wige

d(k) () (k) (k)
F(k)Q = H di H dd(k)+17i = H didd(k,‘)J’»lf’i _ H k= k’d(k),
=t =1 i=1 i=1

co daje F(k) = k4k)/2,
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Przypusémy teraz, ze istnieja m,n € Z,, dla ktérych F(m) = F(n) oraz m # n. Oczywiscie nie moze zachodzié¢
d(m) = d(n). Zalézmy zatem bez straty ogélnosci, ze d(m) < d(n). Wéwczas na mocy wzoru F(k) = k4k)/2 dla
kazdej liczby pierwszej p mamy

_ 20p(F(m)) _ 20p(F(n)) _ 2vp(F(n)) _
vp(m) = dim)  d(m) > dn) vp(n).

Zatem n | m. Jednak stad oczywiscie d(m) > d(n) wbrew zalozeniu. Wobec tego nie istnieja takie liczby m i n.

Zadanie 10. (Mszana 2012, zadanie 18)
Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba

(2n _ 20)(277, _ 21) . (2n _ 2n71)

jest podzielna przez n!.

Rozwigzanie:
Niech
A=(2"-2%) (2" -2 ... (2" —2""1).

Pokazemy, ze dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi v,(n!) < v,(A). Dla p = 2 mamy

n_|n n 1 1
Ug(n)—\‘ﬁJ+\‘2*2J+<’n 21+272+ =n,
czyli
va(nl) Kn—1=0y(2" —2"7") < v(A).
Natomiast dla p > 2 niech
A

B:W:(2"—1)(2"‘1—1)-~-(21—1).

Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze kazdy z czynnikéw postaci (2k — 1) dla p — 1 | k, ktérych jest
w powyzszym iloczynie [n/(p — 1)] jest podzielny przez p. Zatem v,(B) > [n/(p —1)].

o[ e (o) 2]

Stad dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi v, (n!) < vp(A). Wobec tego n! | A, co bylo do udowodnienia.

Jednoczesnie

VAN

UP<B) < vp(A)-

Zadanie 11.
Udowodni¢, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba — +1( ) jest catkowita.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

1 /2n\  (2n)
n+1\n/) nln+1!
Chcemy wiec pokazad, ze nl(n + 1)!| (2n)!, czyli ze dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi
op(nl(n + 1)1) < wp((2n))
Ze wzoru Legendre’a wynika, ze

o -$ 2] 5[5 -5 (2] [

=1 =1 =

Zauwazmy, ze dla kazdego i > 1, co najmniej jedna z liczb n, n + 1 jest niepodzielna przez p’. Stad
n n—1 n+1 n
Bl -
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W obu przypadkach korzystamy z nieréwnosci |a| + |b] < |a + b], by wnioskowaé, ze
B <)
p D’ p'

vp(nl(n +1)1) = i Q;J + V; !

=1

Zatem

)< ) 2] =,

=1

co konczy dowod.

Zadanie 12.
Zalézmy, ze liczby calkowite a, b, ¢, d spelniaja 0 < a < b < ¢ < d oraz ad = be. Pokazaé, ze jezeli kazda z liczb
a+dib+ cjest potega dwdjki, to a takze jest potega dwdjki.

Rozwigzanie:

Przypusémy, ze istnieje czworka liczb a, b, ¢, d spelniajaca powyzsze zalozenia, ale liczba a nie jest potega
dwojki. Sposréd wszystkich takich czworek wybierzmy te, w ktérej liczba a jest najmniejsza. Jesli jest ich wiecej
niz jedna taka czwérka, to wybierzmy dowolna z nich.

Przypusémy najpierw, ze a jest parzyste. Wowczas, skoro a i a + d sa parzyste, to d tez. Liczba bc = ad tez
jest parzysta, wiec co najmniej jedna z liczb b lub ¢ jest parzysta, ale parzysta jest tez ich suma, wiec kazda
z liczb a, b, ¢, d jest parzysta. Zatem czwoérka liczb (a/2,b/2,¢/2,d/2) spelnia warunki zadania, whrew zalozeniu
o minimalnosci.

Wobec tego liczba a jest nieparzysta, za$ liczba a + d jest parzysta, wiec liczba d jest nieparzysta. Wowczas
bc = ad takze jest nieparzyste, wiec nieparzyste sa liczby b i c¢. Niech

a+d=2F oraz b+c=2".

Skoro 0 < a<b<c<diad=bc, toa+d>b+ e, wiec k > m. Zauwazmy, ze a(2¥ — a) = b(2™ — b), czyli
b2 —a? =b-2™m —a-2F Stad va(b-2™) =m i ve(a-2F) = k > m, wiec

va(b+ a) 4+ va(b —a) = va((b+a)(b — a)) = v (b* — a?) = va(b- 2™ —a - 2%) = m.

Liczby b — a i b+ a réznia si¢ o 2a, czyli ich réznica nie dzieli si¢ przez 4. Zatem co najmniej jedna z nich jest
niepodzielna przez 4. Wéwczas druga musi byé podzielna przez 2™~ 1. Jednak

b+c _ gm-1

0<b—a<b< 5 ,

wiec to a + b musi byé podzielne przez 2™~ 1. Jednoczesnie a +b < b+ ¢ = 2™, zatem
a+b=2""1 p=2""1_qg oraz c=2""'+4a.
Mamy zatem
alad=bc= (2"t —a)(2™ ! 4 a) =222 — a2,

czyli a | 22™~2. Wobec tego a jest potega dwdjki, co przeczy zatozeniu.

Zadanie 13.

Udowodnié, ze istnieja takie zbiory (Ap)n>1, An C Z4, ze spelnione sa nastepujace warunki.
(1) Kazda dodatnia liczba caltkowita nalezy do dokladnie jednego z tych zbioréw.
(2) Kazdy z tych zbioréw ma nieskonczenie wiele elementéw.

(3) Jezeli (niekoniecznie parami rézne) liczby a > b, ¢ > d naleza do tego samego zbioru A;, to liczby a — b
i ¢ — d naleza do tego samego zbioru A; wtedy i tylko wtedy, gdy a/b = ¢/d.

Rozwigzanie:
Dla n > 2 niech
f(n) = max{3" | t € Z>o, 3" < n},

ponadto niech f(1) = 0. Rozwazmy podziat zbioru dodatnich liczb catkowitych, w ktérym n € A,,_ ¢(,,). Wowczas
warunek (1) jest oczywiscie spelniony. Czytelnik zechce przekonaé sig, ze warunek (2) réwniez jest spelniony.
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Sprawdzimy teraz ostatni warunek. Ustalmy i i wezmy takie a > b, ¢ > d, ze a,b,c,d € A;. Wowczas dla
pewnych k > [ i m > n zachodzi

a=3"+i, b=3"4i, c=3"+i, d=3"+i.

Wykazemy, ze kazdy z warunkéw w (3) jest réwnowazny warunkowi (a,b) = (¢, d).
Zalézmy, ze a — b =3* — 3! i ¢ —d = 3™ — 3" naleza do tego samego zbioru A;. Zauwazmy, ze f(a —b) = 3k
Stad j = 2-3F — 3!, Analogiczne rozumowanie dla ¢ — d daje

2.38 _3l=j=2.2m_ 3",
Poréwnujemy wyktadniki 3-adyczne obu stron i wnioskujemy, ze [ = n. Stad natychmiast k = m, czyli istotnie
(a,b) = (¢, d).
Niech teraz a/b = c/d, czyli ad = be oraz

3R (3% 4 3m) = 3ltm (3t 4+ 3™, (%)

Poniewaz b = 3' 41 < 3'*!, zachodzi i < 2 - 3! oraz v3(i) < [ + 1 < k, Ponadto

v3(3F 4+ 3") = min{k,n} < n.

Wobec tego v3(i(3¥ + 3")) < k + n. Zatem lewa strona ma wykladnik 3-adyczny réwny vs(i) + min{k, n}.
Analogicznie wnioskujemy, ze prawa strona tej réwnosci ma wykladnik 3-adyczny v3(¢) + min{l, m}. Stad

min{k,n} = min{l, m}.

Zauwazmy, ze min{k,n} < n < m, wiec min{l, m} = l. Teraz, poniewaz k > [, otrzymujemy min{k,n} = n.
W konsekwencji n = I, czyli a = ¢. Wéwcezas z warunku ad = be mamy b = ¢. Wobec tego (a,b) = (¢, d), co
konczy dowdd.

Zadanie 14. (CAPS 2023 P6)

Dana jest liczba catkowita n > 1 i kwadratowa plansza n x n, ktérej wszystkie pola poczatkowo sa biate. Malarz
Piotr spaceruje po planszy i przemalowuje odwiedzane pola zgodnie z nastepujacymi zasadami. Piotr zaczyna
kazdy spacer w lewym dolnym rogu planszy, a nastepnie:

e jedli stoi na bialym polu, przemalowuje je na czarno i przechodzi o jedno pole w gére (lub schodzi z planszy,
jesli jest w najwyzszym rzedzie),

e jedli stoi na czarnym polu, przemalowuje je na bialo i przechodzi o jedno pole w prawo (lub schodzi
z planszy, jesli jest w kolumnie najbardziej na prawo).

Piotr konczy pojedynczy spacer, gdy schodzi z planszy. Wyznaczy¢ najmniejsza dodatnia liczbe catkowita s
o tej wlasnosci, ze po dokladnie s spacerach wszystkie pola planszy stang sie ponownie biale.

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze po s spacerach wszystkie pola sg z powrotem biate. Ponumerujmy teraz wiersze kolejnymi liczbami
0,1,...,n — 1 zaczynajac od dolnego wiersza i analogicznie kolumny od lewej. Dla pola o wspoétrzednych (a, )
niech L,p = (a:b) bedzie liczba monotonicznych (krokami w gére lub w prawo) Sciezek zaczynajacych sie
w lewym dolnym rogu planszy i koficzacych sie na polu (a, b).

Pokazemy indukcyjnie, ze po s spacerach Piotr odwiedzil pole (a,b) dokladnie

SLa’b
2a+b

Na,b =

razy. Indukcje prowadzimy wzgledem wartosci a + b. Jedynym polem, dla ktorego a + b = 0, jest lewy dolny rog
planszy. Dla tego pola L, = 1 i Piotr istotnie odwiedzil to pole N, = s razy.

Niech teraz a + b > 0 i zalézmy, ze kazde pole (u,v), takie ze u 4+ v < a + b zostalo odwiedzone doktadnie N, ,
razy. Zauwazmy, ze L, = Lo—14 + Lo p—1, przy czym jesli jedno z pél (a — 1,b) lub (a,b — 1) nie istnieje, to
odpowiednia wartosé¢ zastepujemy zerem. Skoro pole (a —1,b) jest na konicu biale, to Piotr stal na nim parzyscie
wiele razy, a przeszedl z tego pola na pole (a,b) dokladnie N,_1;/2 razy. Analogicznie rozumujemy dla pola
(a,b —1). Stad wnioskujemy, ze Piotr odwiedzil pole (a,b) doktadnie

Nop—1  sLa—1p  SLap—1

No—1p n _ n _
9 9 T 9a+b 2a+b ab

razy, co konczy dowdd indukcyjny.
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Zauwazmy, ze dla kazdego z pdl liczba N, jest parzysta, poniewaz kazde pole jest z powrotem biate. Stad dla

kazdego pola (a,b) zachodzi
b
v2(8) + 2 ((a;}— )) —a—b=wv3(Nyyp) > 1.

Ze wzoru Legendre’a mamy

F+va(t]) = HOJ + Q;J + {;J +) - EfJ 4 E’;J + EﬁJ b= ua((28)),

dla kazdej dodatniej liczby calkowitej ¢. Zatem

(a—i—b)
V2 <N> = va((a+b)!) — va((2a)!) — v2((20)").

Bez straty ogdlnosci niech a < b. Wéwcezas a + b > 2a oraz 2b < 2n — 2. Stad va((a + b)!) > v2((2a)!) oraz
va((20)!) < vo((2n — 2)!). Zatem
(a+b)

112( 2a+b ) > —112((271 — 2)‘),

ponadto réwnoséé zachodzi dla (a,b) = (n—1,n—1). Wtedy parzysto$¢ N, ; narzuca va(s) > 14+ va((2n—2)!) =
n+wva((n—1)!), przy czym ostatnia réwnos$é¢ wynika z udowodnionej wezesniej tozsamosei va ((2t)!) = ¢+ va(8!).
Stad oczywiscie

5> 2n+v2((n—1)l).

Nalezy jeszcze wykazad, ze liczba ta jest wystarczajaca. Oczywidcie wprost z powyzszej konstrukceji kazda z liczb
N jest parzysta. Czytelnik zechce przekonad sie, ze w takim wypadku zalozenie na poczatku dowodu induk-
cyjnego, ze wszystkie pola sa z powrotem biale, jest zbedne. To konczy dowod.
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Grafy 1 matroidy
Michal Manka

Grafy olimpijskie
Zadania w tej sekcji pochodza z kursu prof. Andrzeja Grzesikzﬂ

Zadanie 1.
Udowodnié, ze kazdy graf spdjny G zawiera $ciezke o min{|V(G)|,26(G) + 1} wierzchotkach, przy czym §(G)
to najmniejszy stopien wierzchotka w grafie G.

Zadanie 2.
Niech G bedzie takim grafem o n wierzcholtkach, ze stopieni kazdego wierzcholka jest réwny co najmniej n/2 — 1.
Wykazaé, ze w grafie G znajduja sie dwie rozlaczne $ciezki zawierajace wszystkie wierzchotki grafu.

Zadanie 3.
Niech T bedzie dowolnym drzewem o k wierzcholtkach. Udowodnié¢, ze kazdy graf G o n wierzchotkach majacy
co najmniej (k — 1)n krawedzi zawiera T jako podgraf.

Zadanie 4.

Ustalmy dodatnia liczbe calkowita £ i rozwazmy graf dwudzielny miedzy zbiorami wierzchotkéw A i B. Zal6ézmy,
ze dla kazdego S C A co najmniej ¢|S| wierzcholkéw ze zbioru B ma sasiada w zbiorze S. Udowodnié, ze dla
kazdego wierzchotka a € A mozna dobraé taki f-elementowy zbiér jego sasiadéw B,, ze wybrane zbiory beda
parami roztaczne.

Zadanie 5.

W Wydzialowym Turnieju Pitkarzykéw wzieto udzial 2n druzyn. Terminarz spotkan byl tak utozony, ze kazdego
sposréd 2n—1 dni turnieju kazda druzyna zagrala jeden mecz, a w ciagu calego turnieju kazde dwie rézne druzyny
zagraly ze sobg dokladnie raz i zaden mecz nie zakonczyt sie remisem. Udowodni¢, ze dla kazdego dnia turnieju
da sie tak wybraé¢ jedna druzyne, ktéra tego dnia wygrala, aby zadnej druzyny nie wybraé wiecej niz raz.

Zadanie 6.

Jednostkowe szeSciany przerabia sie na koraliki, wiercac w kazdym z nich otwoér wzdtuz jednej z przekatnych
bryty. Koraliki nawleka sie na sznurek w taki sposob, ze moga sie one swobodnie porusza¢ w przestrzeni, z tym
ograniczeniem, ze wierzchotki dwoch sasiednich szescianow stykaja sie ze soba.

Niech A oznacza wierzchotek poczatkowy sznurka, a B — wierzcholek koncowy. Na sznurku znajduje sie dokladnie
p X q X r szeSciandbw, przy czym p,q,r > 1.
(a) Wyznaczyé wszystkie tréjki liczb (p, ¢,7), dla ktérych mozliwe jest ulozenie tych szescianéw w prostopa-
dlo$cian o wymiarach p X g x r.

(b) Odpowiedzie¢ na to samo pytanie przy dodatkowym zalozeniu, ze A = B, czyli poczatek i koniec sznurka
pokrywaja sie.

Brak cykli a liniowa niezaleznosé

Definicja (Liniowa niezaleznosc)

Niech K bedzie cialem. Skonczony zbiér wektoréw {vi,...,v,} C K" jest liniowo niezalezny, jesli
z réwnosci
aivy + -+ apmom = (0,...,0)

IWydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski
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Zadanie 7.

Niech G = (V, E) bedzie skonczonym grafem o n wierzchotkach. Ustalmy dowolne cialo K. Udowodnié, ze
istnieje injekcja ¢: E — K™ o nastepujacej wlasnosci. Podzbiér F' C FE nie zawiera cyklu wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér wektoréw ¢(F) jest liniowo niezalezny.

Zadanie 8.
Wskazaé takie cialo K, dodatnig liczbe catkowita m i skonczony podzbiér A C K™, ze nie istnieje graf G o nie
wiecej niz m wierzcholtkach wraz z injekcja ¢ jak w Zadaniu 7, taka ze ¢(E) = A.

Okazuje sie, ze mozna wprowadzié¢ operacje rozpiecia bezposrednio na zbiorach krawedzi grafu, ktora bedzie
bardzo podobna do rozpiecia w przestrzeniach wektorowych. Dla przypomnienia, rozpieciem podzbioru X prze-
strzeni wektorowej nad cialem K nazywamy

span(X) = {a1x1 + -+ anzy | a; € K, 2, € X}
Dla tak zdefiniowanej operacji analogie bazy przestrzeni wektorowej stanowia drzewa rozpinajace. Ponizsza
teoria ma takze zastosowanie w teorii cial, gdzie prowadzi do baz przestepnych.

SprawdZmy najpierw jakie wlasnosci ma span(-).

(a) Jesli X CY, to span(X) C span(Y).

(b) X C span(X).

(c) span(span(X)) = span(X).

(d) Finitarno$é — jesli y € span(X), to y € span(Xj) dla pewnego skonczonego podzbioru Xy C X.
(e) Aksjomat wymiany — jesli y € span(X U {z}) iy ¢ span(X), to z € span(X U {y}).

Definicja (Matroid)

Zbiér Q wraz z operacja span : P(Q2) — P(£2) o wlasnosciach z Lematu 1 nazywamy matroidem.

Zbiér E krawedzi grafu G jest matroidem z nastepujaca operacja:

span(X) = {ab € E | istnieje $ciezka a ~~ b zlozona z krawedzi ze zbioru X }.

Pokazemy, ze dla matroidéw mozna zdefiniowaé i udowodnié istnienie (oraz réwnolicznosé) baz.

Definicja (Zbi6ér generatoréw)

Zbiér X C Q nazywamy zbiorem generatoréw, jesli span(X) = Q.

Definicja (Zbiér wolny)

Zbiér A C Q nazywamy zbiorem wolnym, jesli dla kazdego a € A zachodzi a ¢ span(A \ {a}).

Jesli N jest wolny oraz z ¢ span(N), to N U {z} tez jest wolny.

Dowdd. Przypusémy, ze dla pewnego y € N zachodzi y € span(N \ {y},x). Skoro N jest zbiorem wolnym, to
aksjomat wymiany daje nam x € span(NN) wbrew zalozeniu. O

Definicja (Baza)

Podzbiér B C ) jest bazg, gdy jest wolnym zbiorem generatoréw.
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Twierdzenie (Charakteryzacja bazy)

Niech B C ). Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne.
(1) B jest baza.
(2) B jest minimalnym zbiorem generatoréw.
(3) B jest maksymalnym zbiorem wolnym.

W szczegdlnodei nie ma wlasciwej inkluzji pomiedzy dwoma bazami.

\.

Czytelnik zechce samodzielnie przeprowadzié nietrudne dowody implikacji ,(1) = (2)”, (1) = (3)7 1 (2) =
(1)”. Implikacja ,,(3) = (1)” wynika z Lematu 2.

Nasladujac analogiczny dowdd dla przestrzeni wektorowych, sformulujmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (O uzupelnianiu do bazy)

Niech X bedzie zbiorem generatoréw i niech A bedzie zbiorem wolnym. Wéwczas istnieje taki podzbior
Y C X, 7ze AUY jest baza.

Dowdd. Oczywiscie bedzie potrzebny Lemat Kuratowskiego-Zorna.

Niepusta rodzina zbioréw F ma te wlasnosé, ze |JL£ € F, jesli tylko £ C F i dla kazdej pary A, B € L
zachodzi A C B lub B C A. Wéwczas w rodzinie F istnieje element maksymalny wzgledem inkluzji.

Niech F = {Z C X | ZU A to zbiér wolny}. Oczywiscie @ € F. Rutynowo sprawdzamy, ze F spelnia zalozenia
lematu i dlatego zawiera element maksymalny Y. Gdyby AUY nie byl zbiorem generatoréw, to istniatby pewien
x € X \span(AUY), w szczegdlnosci x ¢ Y. Lemat 2 daje wéwcezas sprzeczno$é z maksymalnoscia. Wobec tego
AUY jest baza, co koniczy dowdd. O

7 powyzszego twierdzenia wynika istnienie bazy po przyjeciu A =@ i X = Q.

Twierdzenie (Réwnolicznosé baz)

Kazde dwie bazy matroidu sa réwnoliczne.

Dowdd. Niech A i B beda réznymi bazami. Chcemy pokazaé, ze |A| = |B|. Rozwazmy najpierw sytuacje,
w ktorej jedna z baz, bez straty ogdlnosci A, jest skonczona. Powiedzmy, ze baza A jest skoficzona. Wykazemy
nastepujaca wlasnosé. Jesli C'1 D sg bazami oraz ¢ € C, to istnieje takie d € D, ze (C \ {c}) U {d} jest baza
rownoliczng z C.

Istotnie, skoro C'\ {¢} na mocy minimalno$ci nie jest zbiorem generatoréw, to pewien element d € D nie nalezy
do span(C'\ {c}). Jednak d € span(C'), wiec z aksjomatu wymiany mamy c € span((C' \ {c}) U {d}), stad jest
to zbiér generatordéw. Jest to takze zbiér wolny na mocy Lematu 2. Oczywiscie zbiory (C \ {c}) U {d} i C sa
réwnoliczne.

Ustawmy teraz elementy A w ciag (a1,...,ay) i, korzystajac wielokrotnie z powyzszej wlasnoscei, zamiefimy
wszystkie elementy A\ B na elementy pochodzace z B. Tak otrzymana baza A’ zawiera sie w B i jest réwnoliczna
z A. Jednak wobec minimalnosci (z charakteryzacji bazy) musi zachodzié¢ réwnosé¢ A’ = B. To koficzy dowdd
przypadku skonczonego.

Niech teraz oba zbiory A, B beda nieskoniczone. Dla kazdego elementu a € A wybierzmy, korzystajac z aksjomatu
finitarnosci, taki skoficzony zbiér B, C B, ze a € span(B,). Woéwczas |J,. 4 Ba € B. Zauwazmy, ze inkluzja
w druga strone tez jest prawdziwa. Istotnie, w przeciwnym wypadku wlasciwy podzbiér B generowalby A, wiec
takze caly matroid. Wobec tego

1B] = || Ba| <Ro- 4] = Al
acA
Analogiczna nieréwno$¢ zachodzi, jesli zamienimy rolami A i B, wiec |A| = | B). O

Spéjrzmy teraz blizej na zbiory wolne matroidu.
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Rozwazmy pewien matroid na zbiorze F. Niech X C E. Wéwczas kazde dwa maksymalne wolne pod-
zbiory X sa réwnoliczne.

Dowdd. Czytelnik zechce przekonaé sie, ze X wraz z operacja rozpiecia spany (Y) = span(Y) N X jest matro-
idem, ktérego podzbiory wolne to dokladnie wolne podzbiory X (w matroidzie E). Stad teza lematu wynika
z twierdzenia o rownolicznosci baz. O

Okazuje sie, ze jesli zbior E jest skonczony, to wszystkie rodziny podzbioréw spetniajace powyzszy lemat i za-
mkniete ze wzgledu na branie podzbioréw sa rodzinami zbioréw wolnych pewnego matroidu na F.

Zadanie 9.

Niech K bedzie ciatem. Rozwazmy zbiér wektoréow vq,...,v,, € K™ i kazdemu przyporzadkujmy nieujemna
wage w; = w(v;) € R. Poszukujemy zbioru wektoréw liniowo niezaleznych, dla ktérych suma wag bedzie maksy-
malna. Wykazaé, ze nastepujacy naiwny algorytm daje poprawne rozwiazanie. Ustawmy wektory w kolejnosci
nierosnacych wag. Zacznijmy od zbioru I = &. Po kolei przechodzimy po wszystkich wektorach i dodajemy v;
do I wtedy i tylko wtedy, gdy nie zepsuje to liniowej niezaleznosci.

Zauwazmy, ze na mocy Zadania 7 powyzszy wynik dowodzi poprawnosci prostego algorytmu zachtannego wy-
znaczajacego las rozpinajacy grafu o najmniejszej sumie wag krawedzi. Algorytm ten nazywa sie w informatyce
algorytmem Kruskala.

Zadanie 10.
Niech V', W beda takimi przestrzeniami wektorowymi nad cialem K, ze |V| = |W| > |K|. Udowodnié, ze V i W
sg izomorficzne, czyli istnieje bijektywne przeksztalcenie liniowe p: V — W.
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Michal Manka.

Zadanie 1.
Udowodnié, ze kazdy graf spdjny G zawiera $ciezke o min{|V(G)|,26(G) + 1} wierzcholkach, przy czym §6(G)
to najmniejszy stopien wierzchotka w grafie G.

Rozwigzanie:
Wybierzmy najdiuzsza Sciezke Pry1 = (vo, ..., v¢) W tym grafie. Przypusémy, ze
£+ 1 <min{|V(G)|,26(G) + 1}.
Skoro $ciezka P41 jest najdtuzsza, to wszyscy sasiedzi wierzchotkow vy i vy leza na Sciezce Ppyq. Wowczas
A={0<1i<1!l]wviq; jest sasiadem vo}, B ={0<1i<I]|v; jest sasiadem vy}

sa zbiorami mocy co najmniej §(G). Jednak ich suma mnogos$ciowa jest mocy nie wiekszej niz [ < 26(G). To
oznacza, ze maja niepuste przeciecie, czyli powiedzmy m € A N B. Wowczas wierzcholki

Um+1y +-+y VI, Umy Um—1, --., V0

tworza cykl. W ten sposob znalezliSmy diuzsza Sciezke wbrew maksymalnosci Py 1.

Zadanie 2.
Niech G bedzie takim grafem o n wierzcholkach, ze stopien kazdego wierzchotka jest réwny co najmniej n/2 — 1.
Wykazaé, ze w grafie G znajduja sie dwie roztaczne $ciezki zawierajace wszystkie wierzcholtki grafu.

Rozwigzanie:

Dla n = 1 teza zachodzi, wystarczy rozwazy¢ pusta $ciezke oraz Sciezke z jednego wierzchotka. Dalej rozwaza-
my n > 2. Dodajmy do grafu dwa wierzchotki polaczone ze wszystkimi dotychczasowymi wierzchotkami, aby
otrzymaé graf G'. Wéwcezas dla kazdego wierzchotka v € V(G) mamy

n _n+2 V(G
c-1+2=22 -0

degg (v) >

Ponadto dla kazdego v € G\ G’ otrzymujemy deg(v) =n > (n+2)/2 = |[V(G’)|/2. Zatem z twierdzenia Diraca,
ktére jest wnioskiem z dowodu poprzedniego zadania, graf G’ jest hamiltonowski. Cofamy si¢ do grafu G
i otrzymujemy poszukiwane roztaczne $ciezki.

Zadanie 3.
Niech T bedzie dowolnym drzewem o k wierzchotkach. Udowodnié, ze kazdy graf G o n wierzchotkach majacy
co najmniej (k — 1)n krawedzi zawiera T jako podgraf.

Rozwiazanie:
Bedziemy potrzebowali ponizszej obserwacji

Srednim stopniem grafu G nazwiemy liczbe m taka, ze m = 2\|VJ'E((GG))|‘ . Wtedy kazdy niepusty graf o srednim

stopniu m ma podgraf H, dla ktérego 0(H) > m/2.

Dla dowodu tego lematu wystarczy kolejno usuwaé wierzchotki o stopniu nie spelniajacym zadanej nieréwnosci.
Wybierzmy wiec podgraf H postulowany w lemacie. Jego minimalny stopien wyniesie co najmniej

20k — 1)

1
— =k-—1.
2 n

Teraz w tym podgrafie zachtannie wskazujemy drzewo T'.
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Zadanie 4.

Ustalmy dodatnig liczbe catkowita £ i rozwazmy graf dwudzielny miedzy zbiorami wierzcholtkéw A i B. Zal6zmy,
ze dla kazdego S C A co najmniej £|S| wierzchotkéw ze zbioru B ma sasiada w zbiorze S. Udowodnié, ze dla
kazdego wierzchotka a € A mozna dobraé taki f-elementowy zbiér jego sasiadéw B,, ze wybrane zbiory beda
parami rozlaczne.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf, w ktérym kazdy wierzcholek ze zbioru A wystepuje w ¢ kopiach i oznaczmy ten zbiér kopii
jako A’. Wybierzmy zbiér S C A’. Elementy zbioru S pochodza od co najmniej [|S|/l] wierzchotkéw ze zbioru A
i w takim razie co najmniej ¢ [|S|/¢] > |S| wierzcholkéw ze zbioru B ma sasiada w zbiorze S. Wobec tego tak
utworzony graf spelnia warunek twierdzenia Halla, co konczy dowod.

Zadanie 5.

W Wydzialowym Turnieju Pitkarzykéw wzieto udzial 2n druzyn. Terminarz spotkan byl tak utozony, ze kazdego
sposrdd 2n—1 dni turnieju kazda druzyna zagrata jeden mecz, a w ciaggu calego turnieju kazde dwie rézne druzyny
zagraly ze soba dokladnie raz i zaden mecz nie zakonczy! sie remisem. Udowodnié, ze dla kazdego dnia turnieju
da sie tak wybra¢ jedna druzyne, ktéra tego dnia wygrata, aby zadnej druzyny nie wybraé¢ wiecej niz raz.

Rozwigzanie:

Rozwazmy narzucajacy sie graf dwudzielny miedzy zbiorami wierzchotkéw T i D, przy czym T to zbiér druzyn,
a D to zbiér dni. Tworzymy krawedz pomiedzy wierzchotkamit € T oraz d € D, gdy druzyna t wygrala w dniu d.
W tym grafie nie mozemy bezposrednio uzy¢ twierdzenia Halla, dlatego dodajmy do grafu wierzcholek h € D
polaczony ze wszystkimi druzynami. Wéwczas, gdy wybierzemy podzbiér S C T, okaze sig, ze druzyny ze
zbioru S potrzebowaly co najmniej |S| —1 dni, zeby rozegraé¢ wszystkie mecze pomiedzy soba. W kazdym z tych
dni kto$ wygral, czyli mamy |S| — 1 wierzcholtkéw w zbiorze D majacych sasiada w zbiorze S. Dodatkowy
wierzchotek h daje nam warunek twierdzenia Halla dla grafu z dodatkowym wierzcholkiem.

Na mocy twierdzenia Halla otrzymujemy skojarzenie zawierajace wszystkie druzyny, a wigc takze wszystkie dni.
Po usunigciu ze skojarzenia wierzchotka h odpowiada ono przyporzadkowaniu zgodnemu z warunkami zadania.

Zadanie 6.

Jednostkowe sze$ciany przerabia si¢ na koraliki, wiercac w kazdym z nich otwér wzdtuz jednej z przekatnych
bryty. Koraliki nawleka sie na sznurek w taki sposob, ze moga sie one swobodnie porusza¢ w przestrzeni, z tym
ograniczeniem, ze wierzchotki dwoch sasiednich szescianow stykaja sie ze soba.

Niech A oznacza wierzcholek poczatkowy sznurka, a B — wierzcholek koncowy. Na sznurku znajduje si¢ doktadnie
p X q X r szeSciandw, przy czym p,q,r > 1.

(a) Wyznaczyé wszystkie tréjki liczb (p, ¢,7), dla ktérych mozliwe jest ulozenie tych szescianéw w prostopa-
dloscian o wymiarach p X ¢ x r.

(b) Odpowiedzie¢ na to samo pytanie przy dodatkowym zalozeniu, ze A = B, czyli poczatek i koniec sznurka
pokrywaja sie.

Rozwigzanie:
W punkcie (a) odpowiedz jest zawsze twierdzaca, natomiast w punkcie (b) odpowiedZ jest twierdzaca wtedy
i tylko wtedy, gdy co najmniej dwie z liczb p, q,r sa parzyste.

Rozwazmy prostopadtoscian P = [0, p] x [0, ¢] x [0,7] N Z3 i ustalmy jedna z czterech par klas parzystosci
(€zreys€z), (e + 1,6y + 1,6+ 1),

pIzy czym eg,€y,¢, € {0,1}, a dodawanie odbywa si¢ modulo 2. Zdefiniujmy graf G, ktérego wierzchotkami
sa wszystkie punkty kratowe prostopadloscianu P nalezace do tych dwdch klas, a krawedziami sa pary punk-
téw rézniacych sie o (£1,£1, £1). Kazdemu szescianowi jednostkowemu w P odpowiada dokladnie jedna taka
przekatna bryly, wiec dokladnie jedna krawedz. Zatem ulozenie koralikéw zgodnie z punktem (a) odpowiada
przejéciu po wszystkich krawedziach grafu G dokladnie raz, czyli $ciezce Eulera. Warunek w (b) odpowiada
cyklowi Eulera.

Zauwazmy, ze graf G jest spojny. Istotnie, zawsze mozna w dwdch krokach zmienié¢ jedng wybrang wspdirzedna
0 2, nie zmieniajac pozostalych dwéch. Zatem w kazdej z klas wszystkie wierzchotki sg potaczone. Ponadto
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wierzcholki (e4,6y,65) 1 (62 + 1,6y + 1,6, + 1) (dodawanie modulo 2) naleza do réznych klas i sa polaczone
krawedzia.

Crytelnik zechce przekonaé sie, ze stopien wierzchotka v = (z,y, z) jest nieparzysty wtedy i tylko wtedy, gdy
z € {0,p}, y € {0,q} oraz z € {0,7}, czyli gdy v jest narozem prostopadloécianu P.

Kazde z odmiu narozy prostopadtoscianu nalezy do jednej z czterech par klas parzystosci. Wobec tego mozemy
tak dobra¢ e, ¢y, €, aby co najwyzej dwa naroza nalezaty do zbioru wierzchotkéw grafu G. Wtedy graf G' ma
co najwyzej dwa wierzcholki stopnia nieparzystego, a wiec na mocy twierdzenia Eulera posiada $ciezke Eulera.

W punkcie (b) potrzebujemy wskazaé pare klas parzystosci, do ktérej nie naleza zadne naroza prostopadloscia-
nu P. Jedli co najmniej dwie z liczb p, q, r sa parzyste, to naroza naleza do co najwyzej dwoch réznych par
klas parzystosci. Jesli jednak co najmniej dwie z nich sa nieparzyste, to bez trudu dla kazdej z czterech par klas
parzystosci wskazujemy naroze do niej nalezace. To koniczy dowdd.

Zadanie 7.

Niech G = (V, E) bedzie skonczonym grafem o n wierzchotkach. Ustalmy dowolne cialo K. Udowodnié, ze
istnieje injekcja ¢: E— K™ o nastepujacej wlasnosci. Podzbiér F' C E nie zawiera cyklu wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér wektoréw ¢(F) jest liniowo niezalezny.

Rozwiazanie:
Bez straty ogélnosci zalézmy, ze zbiér wierzchotkéw to {1,2,...,n}. Niech

o((i,7)) = (0,...,0,1,...,0,—1,0,...,0)

dla i < j, przy czym niezerowe sa tylko i-ta oraz j-ta wspélirzedna. Jesli C jest cyklem, to oczywiscie zbiér ¢(C')
jest liniowo zalezny, poniewaz wystarczy zsumowaé odpowiadajace jego krawedziom wektory z wlasciwymi
znakami. Zalézmy teraz, ze parami rézne krawedzie e, ..., e; spelniaja rownosé

arp(er) +--- +arp(er) =0

dla a; € K nie wszystkich réwnych 0. Rozwazmy dowolny wierzcholek a € V. Jezeli pewna krawedz e; jest
incydentna z @, to musi réwniez istnie¢ krawedZz e; # e; incydentna z a. Wobec tego podgraf o krawedziach
e1, ..., ep nie moze by¢ lasem, poniewaz nie ma wierzchotkow stopnia 1. Zatem mozemy wskazaé cykl w tym
podgrafie, co konczy dowod.

Zadanie 8.
Wskazaé takie cialo K, dodatnia liczbe catkowita m i skonczony podzbiér A C K™, ze nie istnieje graf G o nie
wiecej niz m wierzcholtkach wraz z injekcja ¢ jak w Zadaniu 7, taka ze ¢(E) = A.

Rozwigzanie:
Wystarczy wybraé zbiér sktadajacy sie z dwoch liniowo zaleznych wektoréw nad K. Musialyby one tworzy¢
cykl dlugoéci dwa — sprzecznosé.

Zadanie 9.

Niech K bedzie cialem. Rozwazmy zbiér wektoréow vq,...,v,, € K™ i kazdemu przyporzadkujmy nieujemna
wage w; = w(v;) € R. Poszukujemy zbioru wektoréw liniowo niezaleznych, dla ktérych suma wag bedzie maksy-
malna. Wykazaé, ze nastepujacy naiwny algorytm daje poprawne rozwiazanie. Ustawmy wektory w kolejnosci
nierosnacych wag. Zacznijmy od zbioru I = &. Po kolei przechodzimy po wszystkich wektorach i dodajemy v;
do I wtedy i tylko wtedy, gdy nie zepsuje to liniowej niezaleznosci.

Rozwigzanie:
Bez straty ogdlnosci niech w(vy) > w(ve) = -+ = w(vy,). Dla 1 < £ < m rozwazmy

Ey = {vy,v9,...,0s},

Zal6ézmy, ze w wyniku dzialania algorytmu otrzymalismy zbiér I i niech J bedzie dowolnym zbiorem liniowo
niezaleznym. Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ zachodzi

‘E@ﬂﬂ > |EgﬂJ|.
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Istotnie, zbiér Ey NI jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem E;, a E, N J jest liniowo niezalezny,
wiec wniosek ten wynika z Lematu 4. Niech w,,+1 = 0. Wéowczas

D owi= Y |EenI|(we - wern)

v; €1 =1
m
> Z |Ee N J|(we — weq1) = Z Wy,
=1 v, €J

co byto do wykazania.

Zadanie 10.
Niech V, W beda takimi przestrzeniami wektorowymi nad cialem K, ze |V| = |W| > |K|. Udowodnié, ze V i W
sa izomorficzne, czyli istnieje bijektywne przeksztalcenie liniowe ¢: V — W.

Rozwigzanie:

Przede wszystkim chcemy pokazac, ze V i W sa tego samego wymiaru. Przez wymiar rozumiemy kardynalno$é
dowolnej bazy przestrzeni wektorowej. Niech B bedzie baza przestrzeni V. Istnieje naturalna bijekcja pomiedzy
zbiorem funkcji z B w K, ktore sa niezerowe tylko na skonczenie wielu elementach, a zbiorem V.

Gdy B jest skoficzona, powiedzmy |B| = n, to po prostu |V| = |K|™. Jedli cialo K byloby nieskoficzone, to dla
kazdego dodatniego skonczonego n mieliby$my |K|™ = |K]|, co przeczyloby zalozeniu |V| > |K|. Zatem w tym
przypadku cialo K musi by¢ skonczone. Wtedy takze W jest zbiorem skonczonym, a wiec ma baze skonczona,
powiedzmy |C| = m. Otrzymujemy

K" = V] = (W] = |K|™

Poniewaz |K| > 2, funkcja t — |K|! jest réznowartogciowa na liczbach naturalnych, wigc n = m. W szczegélnoscei
V i W maja ten sam wymiar.

Analogicznie jak wyzej moglibySmy rozumowaé, gdyby baza W byla skonczona, wiec dalej mozemy zatozyé, ze
obie przestrzenie sa nieskonczenie wymiarowe. Niech F), oznacza zbior funkcji f: B — K, ktore sg niezerowe
na dokladnie n elementach. Wowczas

U £

neN

VI=

Kazda funkcja z F), jest wyznaczona przez skonczony zbidr n par postaci (b, z), przy czym b € B oraz x € K\{0},
wiee |Fp| < |(B x K)™|. Poniewaz zbiér B x K jest nieskoficzony, mamy |(B x K)"| = |B x K| = max{|B|, |K|}
dla kazdego n > 1. Stad

vi<|U®xg)r

neN

< Ro - max{|Bl, |K|} = max{|B], |K]|}.

Z drugiej strony oczywiscie B C V, wiec |B| < |V|. Ponadto dla kazdego niezerowego b € B mozemy wskazaé
injekcje K — V dana wzorem X — \b, a zatem takze |K| < |V|. Wobec tego

V] = max{[BJ, | K|}

Z zalozenia |V| > |K| wynika réwnosé |V| = |B].

Analogicznie dla dowolnej bazy C przestrzeni W dostajemy |W| = |C|. Poniewaz za$ |V| = |W/|, otrzymujemy
|B| = |C|, czyli V i W maja ten sam wymiar. Teraz wystarczy dobra¢ dowolne dwie bazy, znalezé bijekcje
pomiedzy nimi, a ona w naturalny sposéb przedtuzy sie do liniowej bijekcji pomiedzy V i W.
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Ciagi jednomonotoniczne
Filip Manijak

Teoria

Definicja (Ciagi jednomonotoniczne)

Powiemy, ze ciagi (a1,as2,...,a,) i (b1,ba,...,b,) sa tej samej monotonicznosci (jednomonotoniczne),
jesli dla wszystkich 7,5 € {1,2,...,n} zachodzi nieréwnosé

(a; — az) - (bi — b;) > 0.

W szczegblnosei ciagi sa tej samej monotonicznosei, jesli oba sa nierosnace/niemalejace.

Definicja (Ciagi przeciwnej monotonicznosci)

Powiemy, ze ciagi (a1, as,...,a,) i (b1,ba,...,b,) sa przeciwnej monotonicznosci, jesli dla wszystkich
i,j7 € {1, 2, ..., n} zachodzi nier6wnosé

(ai — CLj) . (bz — b]) < 0.

W szczegdlnosci ciagi sa przeciwnej monotonicznosci, jesli jeden z nich jest nierosnacy, a drugi — niema-
lejacy.

Twierdzenie o ciggach jednomonotonicznych (ang. rearrangement inequality)

Jedli ciagi (a1,az2,...,a,) 1 (b1,ba,...,b,) sa tej samej monotonicznosci oraz ciag (b},b5,...,b)
stanowi permutacje ciagu (b1, ba, .. .,b,), to zachodza nieréwnosci

aiby + -+ apby, > arby + -+ apbl, > arb, + - + apby.
Lewa nier6wno$¢ uogdélnia sie dla wiecej niz 2 ciagdw, o ile tylko wszystkie wyrazy ciagéw sa nieujemne.

Jesli ciagi (a;) 1 (b;) sa przeciwnej monotonicznosci, to powyzsze nieréwnosci zachodza z przeciwnym
zwrotem.

Twierdzenie (Nieréwnoéé Czebyszewa)

Jezeli ciagi (a1,a2,...,a,) 1 (b1,b,...,b,) sa jednomonotoniczne, to zachodzi nieréwnosé

a1bi + agby + -t anbp a1 tast---tap bitbat--+by
= ° .
n n n

Jesli ciagi sa przeciwnej monotonicznosci, to nieréwno$¢ zachodzi z przeciwnym zwrotem.

Rozgrzewka

Zadanie 1.
Udowodnié, ze
a§+a§+-~-—|—ai > a6 + -+ apay.

Zadanie 2.
Dane sg a,b > 0. Udowodnié, ze

a—+b—>a2+b2.
b a
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Zadanie 3. (2 OM, III etap, zadanie 3)
Niech a, b, c > 0. Udowodni¢, ze

ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c + a) > 6abe.

Zadania

Zadanie 4. (14 OM, I etap, zadanie 10)
Dane sg liczby a, b, ¢ > 0. Udowodnié, ze

44 pa A
a—kb—+cz< gggtgg;tfi_
abc

Zadanie 5.
Niech a, b, ¢ > 0. Udowodnié, ze:
a® + b8 + 8 1 1
(abc)® ~ a

(=
o

Zadanie 6.
Udowodni¢ nierownosé¢ Czebyszewa.

Zadanie 7. (20 OM, I etap, zadanie 5)

Udowodnié, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych a,b > 0 i liczby calkowitej n > 0 zachodzi nieréwnosé

a™ +b" S a-+b ".
2 2

Zadanie 8.

Niech w trojkacie ABC liczby hg, hy, he oznaczaja dlugosci wysokosci opuszczonych odpowiednio na boki

dlugoéci a, b, c. Udowodnié, ze

(a4 b+ c)(hg + hy + he) > 18[ABC].

Zadanie 9.
Udowodnié, ze dla wszystkich a,b,c > 0 zachodzi nieréwnosé

aﬁ+b\/l;+c\ﬁ>a\/5+b\ﬁ+c\/ﬁ

b+c a+c a+b” a+b b+c

Zadanie 10.
Wrykazad, ze jezeli a < b < ¢ < d, to
(a+b+c+d)? > 8(ad + be).

Zadanie 11.
Niech n > 2, a1,...,a, >0 oraz S =aj; + --- + a,. Udowodnié, ze

ai ag ap

4+ >

a+c

S—a1+5—a2 S—a, n-1

Zadanie 12.
Liczby aq, a9, ..., a, spelniaja a; + - - - 4+ a2137 = 2137. Udowodnié, ze:
3 3
a a
a2
ao as ay

Zadanie 13.
Wykazaé¢ dla wszystkich a, b, ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé

a§137
4.+ = > 2137.

1

1

LB Y (S S Y (R
b+c a+c b+ta)\a® 2 2)7 "\a+b
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Zadanie 14. (37 OM, I etap, zadanie 2)
Niech z,y,z > 0 spelniaja x + y + z = 1. Wykazad, ze
T Y z 3
+ + <.
x+1 y+1 2z+1 4

Zadanie 15.
Wykazaé, ze dla wszystkich liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

a2+bc V> 4+ac A+ab

+ + >a+b+ec.
b+c a+c a+b

Zadanie 16.
Wykazaé, ze dla wszystkich liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

ab be ca 3(ab + be + ca)
o <
a+b b+c c+a 2(a+b+c)

Zadanie 17.

Niech a, b, ¢ > 0. Udowodnié, ze
atbtc
a®b’c® > (abc) 3

Zadanie 18.
Dany jest tréjkat ostrokatny opisany na okregu o promieniu r. Wykazaé, ze suma odlegtosci ortocentrum tego
tréjkata od jego bokéw jest nie wieksza od 3r.

Zadanie 19.

: . . 1 1 1 y
.Clatg (xhx.g, = ,/acn) /sPelnla warunki 0 < 1 < 22 <+ <@y Oraz {7 - + 175, -+ 75 = 1. Udowodni,
ze zachodzi nier6wnosé

\/E+-~-+\/ﬂ>(n—1)(\/1a+~-+ \/%)
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Adam Tutkowski*, Karol Musielinski.

Zadanie 1.
Udowodnié, ze
al+aj+---+ar > aiax+ -+ apar.

Rozwigzanie:
Ciagi (a,) 1 (an) sa oczywiscie tej samej monotonicznoscei. Zatem na mocy twierdzenia o ciagach jednomonoto-

nicznych

2 2
aj +---+a; > aaz+ - +apaq,

co bylo do wykazania.

Zadanie 2.

Dane sg a,b > 0. Udowodni¢, ze

as 3

— 4 = >a®+ b
b a

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze teza zadania jest réwnowazna nieréwnosci

a* +b* > b+ bia.
Rozwazmy ciagi (a3, b%) oraz (a,b) i zauwazmy, ze sa tej samej monotonicznoéci. Wéwczas z twierdzenia o ciagach

jednomonotonicznych
at+bvt=a® a+b-b>adPb+ba,

co konczy dowod.

Zadanie 3. (2 OM, III etap, zadanie 3)
Niech a, b, ¢ > 0. Udowodni¢, ze

ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c + a) > 6abe.

Rozwiazanie:
Po wymnozeniu otrzymujemy réwnowazng nieréwnosé

ab® + a®b + bc?® + b2c + ca® + *a > 6Gabe.
Zal6zmy bez straty ogdlnosci, ze a > b > c¢. Rozwazmy ciagi
x = (ab, ab, ac, ac, be, be), y=/(c, ¢, b, b, a, a).

Zauwazmy, ze ciagi te sa przeciwnej monotonicznosci, czyli z twierdzenia o ciagach przeciwnie monotonicznych
zachodzi nieréwnosé
ab® + a%b + bc® + b2c + ca® + Pa = T1Y3 + TaYs + TsYs + TeyY1 + T3Ys + Tay2
> T1y1 + -+ - + weys = Gabe,

co nalezato wykazacé.

Zadanie 4. (14 OM, I etap, zadanie 10)
Dane sg liczby a, b, ¢ > 0. Udowodnié, ze

a* + b+ 4

at+b+c<
abc

Rozwigzanie:
Przyjmijmy bez straty ogélnoéci, ze a > b > c¢. Wtedy ciagi (a?,b?, ¢?), (a, b, ¢), (a, b, ¢) sa zgodnie monotoniczne,
wiec z twierdzenia o ciggach jednomonotonicznych uogélnionego dla trzech ciaggéw mamy

a* + b + ¢t > a®be + ab®ec + abc?,

co jest rownowazne tezie.
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Zadanie 5.
Niech a, b, ¢ > 0. Udowodni¢, ze:
a+b¥+S 1 1 1
L N R Bt
(abc)®  ~ a + b +

Rozwigzanie:
Bez straty ogdélnosci niech a > b > c. Rozwazmy ciagi (a?,b?,c?), (a3,0%,¢3), (a®,b%,c®) i zauwazmy, ze sa tej
samej monotonicznosci. Zatem

a® 4+ b8 4 & > a?b3 + a®v? S + a3b3 2,

co jest rownowazne tezie.

Zadanie 6.
Udowodnié¢ nieréwnoséé¢ Czebyszewa.

Rozwigzanie:
Na mocy twierdzenia o ciggach jednomonotonicznych prawdziwe sa nieréwnosci

a1by + agbs 4 - - + apb, > a1by 4 agby + - - - + anby,
aiby + agbs + -+ + apb, > a1bs + agbs + -+ - + a, by,
arby + agba + - - - + apby > a1bs 4 agby + - - - + apby,

arby +asbs + -+ + anb, > a1b, +asby + -+ + anb,_1.
W k-tym wierszu rozwazamy permutacje ciagu (b, ) powstala przez cykliczne przesuniecie o k pozycji.
Po dodaniu powyzszych nieréwnosci stronami otrzymujemy
n(aiby 4 agby + - -+ + anby) > (a1 +ag + -+ an)(by + by + -+ by),

co konczy dowod.

Zadanie 7. (20 OM, I etap, zadanie 5)
Udowodnié, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych a,b > 0 i liczby calkowitej n > 0 zachodzi nieréwnosé

a”™ + b" > a+b n'
2 2

Rozwiagzanie:
Dowdéd przeprowadzamy indukcyjnie wzgledem n. Przypadek n = 0 jest trywialny.

Zalézmy, ze nieréwno$é zachodzi dla pewnego n > 0. Bez straty ogdlnosci niech a > b, wtedy ciagi (a™,b™)
i (a,b) sa jednomonotoniczne. Wéwezas z nieréwnosci Czebyszewa otrzymujemy:

an+1+b7l+1>a7L+b7L a+b> a—l—b n+1
2 -2 2 T\ 2 ’

przy czym ostatnia nieréwnosé zachodzi na mocy zalozenia indukcyjnego. To konczy dowdd.

Zadanie 8.
Niech w trojkacie ABC liczby hg, hy, he oznaczaja diugosci wysokosci opuszczonych odpowiednio na boki
dtugosci a, b, c. Udowodnié, ze

(a+b+c)(ha + hy + he) > 18[ABC].

Rozwigzanie:
Bez straty ogdlnosci niech a > b > ¢. Zauwazmy, ze

ah, = bhy, = ch. = 2[ABC],
wiec ciagi (a,b,c¢) i (hq, hp, he) sa przeciwnie monotoniczne. Zatem na mocy nieréwnosci Czebyszewa

aha—|—bhb—|—chc<a—|—b+c ha + hy + he
3 3 3 :

2[ABC] =

co jest rownowazne tezie.
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Zadanie 9.
Udowodnié, ze dla wszystkich a, b, c > 0 zachodzi nieréwnosé

a\/a+b\/l;+cﬁ>a\/5+bﬁ+c\/5'
b+c a+c¢c a+b a+b b+c a+c

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze a < b wtedy 1 tylko wtedy, gdy b+ ¢ > ¢+ a, a stad

1 1
_ _ > 0.
(a b)<b—|—c c—i—a) 0

Wobec tego ciagi

(avba C)v (\/&? \/E’ \/E)’ (lerc’ aJlrc’aLer)

sa tej samej monotonicznodci i teza wynika z twierdzenia o ciagach jednomonotonicznych.

Zadanie 10.
Wykazaé, ze jezeli a < b < ¢ < d, to
(a+b+c+d)? > 8(ad + be).

Rozwigzanie:
Ciagi (a,b,c,d) i (d,c, b, a) sa przeciwnie monotoniczne, wiec z nier6wnosci Czebyszewa

a+b+c+d d+c+b+a> ad + bc+ cb+ da

=

4 4 4 ’
. (a+b+c+d)? _ ad+be
1 > .
ey 16 ~ T
Ostatnia nierownosé jest réwnowazna tezie.
Zadanie 11.
Niech n > 2, a1,...,a, >0 oraz S =a; + - - + a,. Udowodnié, ze
ail as Qp n
e > )
Sfa1+57a2+ +Sfan/n71
Rozwigzanie:

Zalozmy bez straty ogdlnosci, ze a1 > az = -+ 2> ap. Wtedy S —ay < -+ < S — ay, czyli

1 1 1
> > 2 .
S —a S — as S —a,

1 1 1 ay+---+ta,
(S—a1+S—a2+”.+S—an). n a

S .S .8\ _
S —a; S —as S—an B

e
S—al S—QQ S_an )

Zatem na mocy nieréwnosci Czebyszewa

1 ay n n an,
n\S—a S —ay,

WV

31\3"_‘ :m"‘ S|

Po pomnozeniu przez n? mamy

ay as Qn, ai az Qn
. + N > + 4t +n,
" (S—a1 S — as S—an>/5—a1 S — as S —a, "

+

co jest rownowazne tezie.
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Zadanie 12.
Liczby a1, as, ..., a, spetniaja a; + - - - + ag137 = 2137. Udowodnié, ze:
3 3 3
T 1 i1
a2 az aq

Rozwiazanie:
Bez straty ogélnosci niech ay > ag > - -+ > as137. Wtedy

3 3 3
aq >a2> "'>G,2137
oraz
1 1 1
— <= < ——.
a a2 a2137

Powyzsze ciagi sa wiec przeciwnej monotonicznosci, stad zachodzi nieréwnosé

3 3

ay | a3 a§137 2 2 2
—+ =+ + == 2>qa] +a3+ -+ az37
an as ay

2137 2137 2137 2
() ()= () -
k=1 k=1 k=1

wiec iff a? > 2137. To koficzy dowdd.

Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza

Zadanie 13.
Wykazaé dla wszystkich a, b, ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé

LA S S Y (R -
b+c a+c bta)\a®2 2 )7 "\a+b c+b a+c)’

Rozwigzanie:
Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze a > b > c. Wtedy

1 1 1
> >
b+c c¢c+a a-+bd

@B AN (11
b+c a+c a+b)’ a?’ b2’ ¢2

sg przeciwnej monotonicznosci. Zatem na mocy nieréwnosci Czebyszewa

1/ a®> 1 N o1 N 2 1 oy a® N b2 N c? 1 N 1 N 1
3\b+c a2 " a+c B2 a+b 2) " 9\b+c a+c b+ta a? b2 2

Po uproszczeniu lewej strony i pomnozeniu przez 9 otrzymujemy teze.

oraz ciagi
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Zadanie 14. (37 OM, I etap, zadanie 2)
Niech z,y,z > 0 spelniaja x + y + z = 1. Wykazad, ze

w

L B
z+1 " y+1 241 4

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze teza jest rownowazna kolejno nieréwnosciom

4z 4y 4z z+(x+y+z) y+@t+y+z) z+(@+y+2)
+ + <3 =
z+1 y+1 241 z+1 y+1 z+1

3+ =) <(@+y+2) ! + ! + !
s @ z )
z+1 y+1 241 Y z+1 y+1 2z41
1 + 1 1 1
= a + J + & éx ytz + + .
3\z+1 y+1 =z+1 9 z+1 y+1 =z+1
Bez straty ogdlnosci niech z > y > z. Wéwczas ciagi

1 1 1 ( )
x+1’y+172+1 Y x’y7z

sg przeciwnie monotoniczne. Zatem ostatnia nieréwno$¢ wynika wprost z nieréwnosci Czebyszewa.

b

Zadanie 15.
Wykazaé, ze dla wszystkich liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

a?+bc b*+ac *+ab
+ + >a+b+c.
b+c a+c a+b

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze ciagi

1 1 1 9 .9 9
b
(b+c’a+c’a+b>’ (o, 6%, %)

2 b2 62 CL2 b2 62

s3 tej samej monotonicznodci. Zatem

a
> )
b—l—c+a+c+a+b a+b+b+c+c+a

wiec

a?+bc b2 +ac 02+ab>a2—|—ab b®4+bc E+ca
b+c a+c a+b = a+bd b+c c+a
co bylo do wykazania.

=a+b+c,

Zadanie 16.
Wykazaé, ze dla wszystkich liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

ab bc ca 3(ab + be + ca)
+ + <
a+b b+c c+a 2(a+b+c)

Rozwiazanie:
Czytelnik zechce sprawdzié, ze ciagi

b b
(a+b, b+c, c+a), ( a ¢ ca )

a+b b+c c+a

sa jednomonotoniczne. Wobec tego z nieréwnosci Czebyszewa

(a+bd)+(b+c)+(a+c) [ ab bc ca ab+ be+ ca
+ < ;
9 a+b b+c c+a 3

co jest rownowazne tezie.
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Zadanie 17.
Niech a, b, c > 0. Udowodni¢, ze

a®bbc® > (abe) “F

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze teza jest rOwnowazna

alna+blnb+clnec= ln(aabbcc) > ln((abc)a+§+c> = %b—i—c (Ina+Inb+1Inc).

Powyzsza nieréwnos¢ jest konsekwencja nieréwnosci Czebyszewa dla jednomonotonicznych ciagdéw

(a,b,¢) 1 (Ina,Inb,Inc).

Zadanie 18.
Dany jest trojkat ostrokatny opisany na okregu o promieniu r. Wykazaé, ze suma odleglosci ortocentrum tego
tréjkata od jego bokéw jest nie wigksza od 3r.

Rozwigzanie:
Niech a, b, ¢ beda dlugo$ciami bokéw rozwazanego trdjkata, A, B, C' jego wierzcholkami, a dg, dp, d. odlegto-
Sciami ortocentrum od odpowiednich bokéw. Udowodnimy, ze ciagi

(da, dp, d.), oraz (a, b, c)

sg jednomonotoniczne. W tym celu zauwazymy, ze z twierdzenia sinusow

a =2Rsin 4 A,
b=2Rsin<4B,
¢=2Rsin4C,

dy = 2R cos 4B cos 4C,
dp = 2R cos 4 A cos 4C,
d. = 2Rcos JAcos 4B,

przy czym R to promien okregu opisanego. Wowczas
a singA d, cos4B

b singB’ d, cosJA’
Zatem jeSli a > b, to sin <A > sin 4B. Stad cos A < cos 4B, poniewaz trojkat jest ostrokatny, co daje d, > dp.
Analogicznie dla pozostalych par zmiennych.

Z nieréwnosci Czebyszewa dla tych ciggéw otrzymujemy

dg +dp +d. a+b+c<ada+bdb+cd672[ABC]7(a—|—b+c)r
3 3 3 -3 3 '
Stad oczywiscie d, + dp + d. < 37, co bylo do wykazania.

Zadanie 19.

. 3 . . 1 1 _
Cl@g (.’131737.2, = ,’x") ?Pelnla warunki 0 < z1 < 72 < -+ < 1, oraz Tttt 1+z = 1. Udowodnié,
ze zachodzi nieréwnosé

m+~--+m>(n—1)(\/%+-~-+\/%>.

Rozwiazanie:
Przypadek n = 1 jest trywialny. Dalej niech n > 2. Zauwazmy, ze teza jest rownowazna

S () e

k=1

a takze rownowazna nierownosci

(z”:uxk)(” 1 >>n" 1
k=1 V7T oLtk =1 VTk

1 _
wobec zalozenia T + -4 Tras =

= o=
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Rozwazmy ciagi

(”“‘"k) oraz ( L )
\/ﬂ 1+ xp '

Drugi ciag jest oczywiscie nierosnacy. Wykazemy teraz, ze pierwszy ciag jest niemalejacy. Czytelnik zechce
sprawdzié, ze funkcja f: Ry — R dana wzorem

142z
jest malejaca dla « < 1 i rosnaca dla x > 1. Zatem jesli z1 > 1, to oczywiscie ciag (f(x1),..., f(x,)) jest

niemalejacy. Jesli jednak z; < 1, to

1 1 T1
<l-—= ,
1+ 2o 1+2 1+x

co daje g > 1/x1 > 1. Pozostalo zauwazyé, ze f(1/x1) = f(x1), wiec f(z2) > f(z1).

Wobec powyzszego rozwazane ciggi sa przeciwnej monotonicznosci i nieréwnos¢ Czebyszewa daje

1 (=14 "1 I~ 1
m(z m><21+xk>>nzxk’

k=1

co konczy dowod.
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Metody probabilistyczne
Jacek Jakimiuk

Teoria

Zakladam, ze szkolne podstawy sa znane, wiec tylko dla ustalenia notacji przywotam definicje przestrzeni pro-
babilistycznej (tylko dyskretnej, nie wyjdziemy poza skonczony przypadek). Warto sobie przypomnieé, czym
jest niezalezno$¢ zdarzen.

Definicja (Dyskretna przestrzen probabilistyczna)

Dyskretng przestrzeniq probabilistyczng nazywamy pare (£,p), gdzie Q jest zbiorem skonczonym,
ap: Q — [0,1] speia ) _,p(w) = 1. Podzbiory A C Q nazywamy zdarzeniami i definiujemy ich
prawdopodobienstwo jako P(A4) = > 4 p(w).

Tym, czego w szkole nie ucza (przynajmniej nie uczyli u mnie, staszice s proszone o nieprotestowanie), a co
réwnoczesnie przesadza o tym, ze metoda probabilistyczna w kombinatoryce to co$ wiecej niz skalowanie sum
do 1, sa zmienne losowe.

Definicja (Zmienna losowa)

Zmienng losowg nazywamy funkcje X : 2 — R. Dla podzbioru A C R przyjmujemy notacje

P(X € A) = P({w | X(w) € A}).

Definicja (Wartosé¢ oczekiwana)

Wartosé oczekiwang (warto$é srednia) zmiennej losowej X :  — R definiujemy jako

Twierdzenie (Liniowosé wartosci oczekiwane;j)

Dla kazdej pary zmiennych losowych X, Y i stalych a, b zachodzi

ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y].

Wobec definicji powyzej zaleznosé ta jest oczywista, ale odnotowujemy ja, poniewaz jej konsekwencje sa abso-
lutnie magiczne. Przekonamy sie o tym podczas rozwigzywania zadan. Mozna zdefiniowaé¢ wiecej parametréw
zmiennej losowej niz tylko warto$¢ oczekiwana, ale na razie to sobie darujemy, poniewaz juz sama srednia otwiera
duze mozliwosci.

Na zaprezentowanie technik pozwalajacych uzy¢ powyzszych narzedzi w zadaniach nie ma lepszego sposobu niz
po prostu przetrenowaé je na przyktadach. Aby daé¢ pewien punkt wyjscia, dam kilka dobrych rad na poczatek.

e Aby udowodnié, Ze istnieje obiekt spelniajacy dang wlasno$é, wystarczy wykazaé, ze prawdopodobienstwo
wylosowania obiektu spelniajacego te wlasnos$¢ jest dodatnie.
e Zawsze istnieje obiekt, na ktérym zmienna losowa przyjmuje wartosé nie mniejsza od wartosci oczekiwane;j.

o W metodach probabilistycznych czesto sprawdza si¢ metoda dziel @ rzgdZ. Warto zdarzenia przedstawié za
pomoca prostszych zdarzen, dla ktérych umiemy liczy¢ prawdopodobienistwo, a potem szacowaé z wlasno-
$ci prawdopodobienstwa, albo przedstawi¢ zmienng losowa jako sume prostszych zmiennych, dla ktérych
umiemy liczy¢ Srednia, i korzysta¢ z liniowosci wartosci oczekiwanej.
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Zadania

Zadanie 1.
Niech k > 3 in = [2¥/2]. Udowodnié, ze istnieje kolorowanie krawedzi kliki o n wierzchotkach dwoma kolorami
nie zawierajace monochromatycznej kliki o k wierzchotkach.

Zadanie 2.

W turnieju brato udzial n zawodnikéw, kazdy zagral z kazdym dokladnie jeden mecz i nie byto remiséw. Okazato
sig, ze dla kazdego zbioru k uczestnikow turnieju istnieje gracz, ktéry wygral z kazdym z nich. Udowodnié, ze
dla kazdej liczby calkowitej k > 1 istnieje liczba catkowita n > 1 i turniej o tej wlasnosci.

Zadanie 3. (Nier6wno$é¢ Bollobdsa)
Niech Ai,..., Am, B1,..., By beda podzbiorami zbioru skoficzonego X, przy czym A, N B; = & wtedy i tylko
wtedy, gdy i = j. Polézmy a; = |A;| oraz b; = |B;|. Udowodnié¢ nieréwnosé
m ; bz -1
S (") <
a;

i=1

Zadanie 4. (IMO Shortlist 2006 C3)

Niech S bedzie zbiorem n > 3 punktéw na plaszczyznie, z ktérych zadne trzy nie sa wspotliniowe. Dla kazdego
wielokata wypuklego P o wierzchotkach w S niech a(P) oznacza liczbe jego wierzchotkéw, a b(P) — liczbe
punktow z S lezacych poza P. Udowodnié, ze dla kazdego = € zachodzi rownosé

k=0

przy czym pierwsza suma przebiega wszystkie wielokaty wypukle P o (przynajmniej trzech) wierzchotkach w S.

Zadanie 5.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach. Udowodni¢, ze mozna tak podzieli¢ wierzchotki G
na zbiory A, B, zZe istnieje co najmniej m/2 krawedzi o jednym koicu w A i jednym w B.

Zadanie 6.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach. Udowodnié¢, ze mozna tak podzieli¢ wierzchotki G
na zbiory A, B, ze istnieje co najmniej
1+ 1)
nj) 2

krawedzi o jednym koncu w A i jednym w B.

Zadanie 7.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 3 istnieje turniej zawierajacy co najmniej (n — 1)!127" cykli
Hamiltona.

Zadanie 8.
Niech G = (V, E) bedzie grafem d-regularnym (d > 6) o n wierzcholkach. Udowodnié, ze istnieje zbiér A C V
o tej wlasnosci, ze co najmniej

nd(d —1)

2(d+1)3
wierzchotkéw z A ma dokladnie dwoch sasiadéw nalezacych do A. Graf d-regularny to taki, w ktorym kazdy
wierzchotek jest stopnia d.

Zadanie 9.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach i niech d = 2m/n bedzie $rednim stopniem w grafie G
oraz d > 1. Udowodnié, ze G zawiera zbiér niezalezny rozmiaru co najmniej n/2d.

Zadanie 10.

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach i niech d = 2m/n bedzie $rednim stopniem w grafie G
oraz d > 1. Udowodnié, ze G zawiera zbiér niezalezny rozmiaru co najmniej n/(d + 1).
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Wariancja

Definicja (Wariancja)

Dla zmiennej losowej X definiujemy jej wariancje jako
Var(X) =E [(X —EX)?].

Intuicyjnie jest to wielkos¢ mierzaca $rednie odchylenie zmiennej losowej od jej Sredniej. Z liniowosci
warto$ci oczekiwanej wynika nastepujacy rachunek.
Var(X) = E[X?] — 2E[XE[X]] + E [(E[X])?] =
= E[X?] - 2(E[X])* + (E[X])* = E[X*] - (E[X])?,

przy czym w drugiej réwnosci uzyliémy tego, ze E[X] jest stala. Jest to bardzo uzyteczna posta¢ wariancji.

\.

Nie bedziemy zajmowaé sie kombinatorycznymi zastosowaniami wariancji, bo to do$é¢ dlugi temat, a i tak mamy
juz mnoéstwo zadan do przerobienia. Natomiast w niedawnych edycjach Olimpiady Matematycznej pojawilto sie
kilka nieréwnoéci z probabilistycznym kontekstem i chcialbym tu zaprezentowaé jeden z ciekawszych przyktadow,
ktory wykorzystuje wariancje.

Zadanie 11. (74 OM, I etap, zadanie 11)
Dana jest liczba catkowita n > 2. Dodatnie liczby rzeczywiste a1, . ..,a, speliaja réwnosé a? + - -- + a2 = n.
Oznaczmy przez A zbidr tych indekséw i € {1,2,...,n}, dla ktérych a; > 2. Udowodnié, ze

n 2
nZa?+4(Zai> < 4n?.
i=1

i€EA
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Jacek Jakimiuk.

Zadanie 1.
Niech k > 3 i n = [2¥/2]. Udowodnié, ze istnieje kolorowanie krawedzi kliki o n wierzchotkach dwoma kolorami
nie zawierajace monochromatycznej kliki o k wierzchotkach.

Rozwigzanie:

Kolorujemy kazda krawedz niezaleznie z réwnym prawdopodobienstwem na czerwono lub niebiesko. Niech A
oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze nie ma monochromatycznej k-kliki. Chcemy wykazaé, ze P(A) > 0, skad
bedzie wynikac teza. Mamy A = (g Ag, przy czym S przebiega wszystkie k-elementowe podzbiory wierzchotkéw,
a zdarzenie Ag polega na tym, ze S nie ma wszystkich krawedzi w jednym kolorze.

k
2

Niech Ay = Q\ Ag. Zauwazmy, ze P(Ay) = 21_(’5), poniewaz sposréd wszystkich 2(3) kolorowan krawedzi
podgrafu indukowanego przez S doktadnie dwa sa monochromatyczne. Dalej szacujemy

1 - P(A) —P(UA/S> <Y P(Ay) =
S S

ok?/2+1—(5)  9l+k/2

_ (n)21—<'s> <=0 < _ <1,

k ! ! !

przy czym ostatnia nieréwnosé zachodzi dla wszystkich k£ > 3. To konczy dowdd.

Zadanie 2.

W turnieju brato udzial n zawodnikéw, kazdy zagrat z kazdym doktadnie jeden mecz i nie byto remiséw. Okazalo
sie, ze dla kazdego zbioru k uczestnikow turnieju istnieje gracz, ktéry wygral z kazdym z nich. Udowodnié, ze
dla kazdej liczby calkowitej k > 1 istnieje liczba calkowita m > 1 i turniej o tej wlasnosci.

Rozwigzanie:

Gracza, ktéry pokonal wszystkich zawodnikéw ze zbioru S, nazwiemy pogromeqg S. Bedziemy losowaé turniej
poprzez wziecie n-kliki i niezalezne skierowanie kazdej z jej krawedzi z réwnym prawdopodobienstwem w kazda
ze stron. Wystarczy wykazaé, ze P(A) < 1, gdzie A jest zdarzeniem polegajacym na tym, ze istnieje zbiér S
mocy k, dla ktérego nie istnieje pogromca.

Mamy A = |Jg As, przy czym S przebiega zbiory wierzchotkéw mocy k i zdarzenie Ag polega na tym, ze zbiér S

nie ma pogromcy. Z kolei Ag = ﬂugs As . po zdefiniowaniu zdarzen Ag, — v nie jest pogromca S. Jasnym jest,
ze P(As,y) =1—27% a poniewaz zdarzenia Ag, przy ustalonym S sa niezalezne dla wszystkich v ¢ S, mamy
—k

P(As) = (1-27%)""".

Wobec tego
P(4) < ) _P(As) = <Z> (1—27)"" < b (1—27F)" 7",
S

Prawa strona przy ustalonym k zbiega do 0 przy n dazacym do nieskoniczonosci (z grubsza dlatego, ze funkcje
wykladnicze rosng szybciej niz wielomianowe), w szczegdlnosdci dla dostatecznie duzych n jest mniejsza niz 1.
To konczy dowdd.

Zadanie 3. (Nier6wno$é¢ Bollobdsa)
Niech Ai,..., An, B1,..., By beda podzbiorami zbioru skoficzonego X, przy czym A; N B; = & wtedy i tylko
wtedy, gdy i = j. Polézmy a; = |A;| oraz b; = | B;|. Udowodnié¢ nieréwnosé

i (ai +bi)_1 <1
i=1 @i

Rozwigzanie:
Przedstawimy sktadniki sumy jako prawdopodobiefnistwa pewnych parami roztacznych zdarzen, co automatycznie
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da nam teze. Losujemy permutacje X z rozkladu jednostajnego (kazda permutacja jest jednakowo prawdopo-
dobna). Niech C; oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze wszystkie elementy A; wystepuja w tej permutacji
przed wszystkimi elementami B;. OczywiScie mamy

az'bz' - (Ll+bl -1
PG = (a; +b;)! < a; > '

Trzeba tylko wykazaé, ze zdarzenia C; sa roziaczne. Zatbézmy, ze i # j. Niech x € A; N B;j oraz y € A; N B;.
W permutacjach nalezacych do C; element = wystepuje przed y, z kolei w permutacjach z C; element y wystepuje
przed x. To dowodzi roztacznosci i konczy rozwiazanie.

Zadanie 4. (IMO Shortlist 2006 C3)

Niech S bedzie zbiorem n > 3 punktéw na plaszczyznie, z ktérych zadne trzy nie sa wspotliniowe. Dla kazdego
wielokata wypuklego P o wierzchotkach w S niech a(P) oznacza liczbe jego wierzchotkéw, a b(P) — liczbe
punktéw z S lezacych poza P. Udowodnié, ze dla kazdego = € zachodzi réwnosé

> - a1~ 3 (Z) (1= z)"*,

k=0

przy czym pierwsza suma przebiega wszystkie wielokaty wypukle P o (przynajmniej trzech) wierzchotkach w S.

Rozwiazanie:

Bedziemy losowa¢ podzbiory S, wrzucajac niezaleznie punkty z S do losowanego zbioru z prawdopodobien-
stwem x. Wowczas (P )(1 — x)b(P ) jest prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowany
zbior zawiera wszystkie wierzcholki P i nie zawiera zadnego punktu, ktory nie nalezy do P. Ma to miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy P jest otoczka wypukla wylosowanego zbioru. Zdarzenia te sa rozltaczne, poniewaz rozwazamy
wielokaty wypuktle. Zatem lewa strona dowodzonej tozsamoéci to prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego
na tym, ze otoczka wypukla wylosowanego zbioru jest wielokatem wypuklym o co najmniej trzech wierzchol-
kach. Poniewaz zadne trzy punkty nie leza na jednej prostej, jest to réwnowazne temu, ze wylosowany zbiér ma
co najmniej trzy punkty. Prawdopodobienstwem tego jest oczywiscie prawa strona dowodzonej tozsamosci.

Wobec powyzszych zadana réwnosé zachodzi dla kazdego z € [0,1]. Pozostalo zauwazy¢, ze obie strony tej
rownosci sg wielomianami zmiennej x, ktore przyjmuja réwne wartosci w nieskonczenie wielu punktach. Stad
rownosé ta zachodzi dla wszystkich x €, co konczy dowod.

Zadanie 5.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach. Udowodnié¢, ze mozna tak podzieli¢ wierzchotki G
na zbiory A, B, Ze istnieje co najmniej m/2 krawedzi o jednym koficu w A i jednym w B.

Rozwigzanie:

Bedziemy losowaé podzial wierzchotkéw G poprzez niezalezne przydzielanie kolejnych wierzcholtkéw z rownym
prawdopodobienstwem do A albo do B. Niech X bedzie zmienng losowa, ktéra podzialowi (A, B) przyporzadko-
wuje liczbe krawedzi miedzy A i B. Wystarczy wykazaé, ze E[X] > m/2, poniewaz wtedy bedzie istnie¢ podzial,
dla ktérego X przyjmuje nie mniejsza wartos¢. Zauwazmy, ze X = ) X, przy czym suma przebiega wszystkie
krawedzie grafu G, a X, jest zmienng losowa, ktéra przyjmuje wartosé 1, jesli krawedz e ma jeden koniec w A
ijeden w B, lub 0 w przeciwnym przypadku. Wéwczas z liniowosci wartosci oczekiwanej

E[X] = Y E[X.] =S P(enA|l=|enB| =1) :Z% -7

co konczy dowod.

Zadanie 6.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach. Udowodnié¢, ze mozna tak podzieli¢ wierzchotki G
na zbiory A, B, ze istnieje co najmniej
14 1\ m
n) 2

krawedzi o jednym koncu w A i jednym w B.
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Rozwigzanie:

Zastosujemy technike z poprzedniego zadania, tylko ja lekko wzmocnimy. Zamiast losowaé dowolny podziat
losujemy A z réwnym prawdopodobiefistwem sposréd zbioréw wierzchotkéw o mocy k = [n/2]. Wéwczas praw-
dopodobienstwo, ze ustalona krawedz taczy A i B jest rowne

2(2:%):%("*@: n—k 1<1+1)_1)>;<1+1>.

@ nn=1) 2k -1 2 20n — k "

Dalej dowoéd przebiega analogicznie do Zadania 5.

Zadanie 7.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej n > 3 istnieje turniej zawierajacy co najmniej (n — 1)!27" cykli
Hamiltona.

Rozwigzanie:

Losujemy turniej poprzez wziecie n-kliki i niezalezne skierowanie kazdej krawedzi, w kazda ze stron z prawdo-
podobienistwem 1/2. Ustalmy cykliczng (czyli utozsamiamy permutacje rézniace sie cyklicznym przesunieciem)
permutacje wierzchotkéw (vy,...,v,). Prawdopodobienstwo, ze tworzy ona cykl skierowany wynosi 27". Po-
nadto cyklicznych permutacji jest (n — 1)!. Rozwazmy zmienna losowa

X = Z X(ul,...,vn)v

(Ulv"'uvn)

przy czym sumujemy po wszystkich cyklicznych permutacjach wierzchotkéw, a zmienna losowa X, . 4,.) jest
réwna 1, jesli krawedzie miedzy kolejnymi wierzchotkami vy, ..., v, tworza skierowany cykl (Hamiltona), lub 0
w przeciwnym wypadku. Zauwazmy, ze warto$¢ X jest réwna liczbie cykli Hamiltona. Otrzymujemy tez

E[X]=(n-1127",

wiec istnieje skierowanie krawedzi, ktére tworzy co najmniej tyle cykli Hamiltona, co byto do wykazania.

Zadanie 8.
Niech G = (V, E) bedzie grafem d-regularnym (d > 6) o n wierzcholkach. Udowodni¢, ze istnieje zbiér A C V
o tej wlasnosci, ze co najmniej

nd(d —1)

2(d+1)3
wierzchotkéw z A ma doktadnie dwdch sasiadéow nalezacych do A. Graf d-regularny to taki, w ktéorym kazdy
wierzchotek jest stopnia d.

Rozwiazanie:

Bedziemy losowaé zbiér A poprzez dodawanie do niego kolejnych wierzchotkéw niezaleznie z prawdopodobien-
stwem p, przy czym liczbe p € [0, 1] ustalimy péZniej. Dla kazdego wierzcholka v definiujemy zmienna losowa X,
rowna 1, jesli v € A oraz v ma doktadnie dwéch sasiadéow w A, lub 0 w przeciwnym wypadku. Obliczamy bez-
posrednio

B = (50— p)2

a p bedziemy oczywiscie chcieli dobraé tak, aby zmaksymalizowaé wartos$¢ tego wyrazenia. Pochodna powyzszego
wyrazenia to

2

wiec, poniewaz ekstrema funkcji wystepuja dla miejsc zerowych pochodnej, warto sprébowaé p = 3/(d + 1).
Nastepnie szacujemy

_ <d>p2(1 —p)* 3 (dp+p-3),

(d L, 27d(d—1) 3 \7?
E[X,] = (2>p3(1 -0 = 2(d +1)3 <1 S d+ 1>

_ 27d(d—1) _ d(d-1)

T 2d+1)3e2 T 2(d+1)¥

przy czym korzystamy ze znanej nieréwnosci 1 — x > e~ 7= dla x = 3/(d + 1), ktérej prawdziwoéé¢ dla |z| < 1
mozna sprawdzi¢ na przyktad poprzez zrézniczkowanie.
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Wystarczy teraz zauwazy¢, ze zmienna X = ) X, zlicza takie wierzcholki w A, ktére maja doktadnie dwéch
sasiadow nalezacych do A. Czytelnik zechce sprawdzié, ze warto$é¢ oczekiwana X jest réwna wielkosci z tezy, co
konczy dowdd.

Zadanie 9.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach i niech d = 2m/n bedzie $rednim stopniem w grafie G
oraz d > 1. Udowodnié, ze G zawiera zbiér niezalezny rozmiaru co najmniej n/2d.

Rozwigzanie:

Zastosujemy nastepujaca technike. Wylosujemy pewien zbiér wierzchotkéw, po czym poprawimy go w determi-
nistyczny sposob, aby tworzyt zbiér niezalezny, czyli aby zadne dwa wierzcholki tego zbioru nie byty potaczone
krawedzia. Oszacowanie $redniej mocy zbioru pomniejszonej o $rednig poprawke (zalezna tylko od zbioru) da
nam teze.

Kazdy wierzchotek dodajemy do losowanego zbioru z prawdopodobienstwem p, a parametr p dobierzemy po6z-
niej. Zalézmy, ze wylosowalidmy w ten sposéb zbiér wierzchotkéw C. Skonstruujemy zbiér D zalezny od C'
w nastepujacy sposéb. Przechodzimy po wszystkich krawedziach G i dla kazdej sprawdzamy, czy oba jej konce
naleza do C. Jesli tak, to jeden z tych wierzchotkow dodajemy do D. Zauwazmy, ze D jest podzbiorem C oraz
C'\ D jest zbiorem niezaleznym. Ponadto |C| i |D| sa zmiennymi losowymi.

Zauwazmy, ze E[|C|] = pn, natomiast |D| szacuje si¢ z gory przez liczbe krawedzi, ktérych oba kofice sa w C,
wiec E[| D[] < mp?. Wéwezas

E[|C\ D|] > np — mp? = n/2d,

jesli dobierzemy p = 1/d. To konczy dowdd.

Zadanie 10.
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach i niech d = 2m/n bedzie §rednim stopniem w grafie G
oraz d > 1. Udowodnié, ze G zawiera zbiér niezalezny rozmiaru co najmniej n/(d + 1).

Rozwiazanie:

Jedli ustawimy wierzchotki G w pewnym porzadku vy, ..., v,, to zbidr niezalezny mozemy uzyskaé, wybierajac
kolejno te wierzcholki, ktore nie maja zadnej krawedzi do wierzchotkow wystepujacych wczesniej w tym po-
rzadku. Oczywiscie nie kontrolujemy rozmiaru tak uzyskanego zbioru niezaleznego, ale teraz wprowadzimy do
rozwiazania losowos¢.

Wylosujmy permutacje wierzchotkéw (vy, ..., v,) z rozkladu jednostajnego. Przypiszmy tej permutacji zbiér C
wygenerowany w wyzej opisany sposob. Wowczas

E[C]| =) P(veC).

Wierzcholek v trafi do zbioru C' dokladnie wtedy, gdy w wylosowanej permutacji wystapi on przed kazdym ze
swoich sasiadéw, co (z symetrii) ma miejsce z prawdopodobienstwem (degv + 1)~1. Zatem

n2 Tl2 n

1
Eflc] = zv: deg(v) + 1 > >, (deg(v) +1) - 2m+n N d+1

przy czym skorzystaliémy tu z nieréwno$ci miedzy Srednia arytmetyczng a harmoniczng. To konczy dowdd.

Zadanie 11. (74 OM, I etap, zadanie 11)
Dana jest liczba catkowita n > 2. Dodatnie liczby rzeczywiste a1, ...,a, spehiaja réwnoéé a? + --- + a2 = n.
Oznaczmy przez A zbior tych indekséw i € {1,2,...,n}, dla ktérych a; > 2. Udowodnié, ze

n 2
nZaf—!—Zl(Zai) < 4n?
i=1

i€EA
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Rozwigzanie:

Przestrzenia probabilistyczna jest tutaj zbiér {1,...,n} z rozkladem jednostajnym (czyli P(¢) = 1/n dla kazde-
go %). Zamiast clagu a rozwazamy zmienna losowa zdefiniowana przez a(i) = a; i zalozenie o sumie kwadratéw
odpowiada warunkowi E[a?] = 1. Teza zadania jest woéwczas réwnowazna nieréwnosci

E[a?14] + 4E[a]? < 4E[a?],

przy czym 1, oznacza indykator zbioru A, czyli funkcje, ktéra przyjmuje wartosé 1 dla argumentéw z A oraz
wartosé 0 dla pozostatych argumentéw. Na mocy przedstawionego wzoru na wariancje, powyzsza nieréwnosé
jest réwnowazna

1
ZE[aQIA} < Var(a).

Prawdziwosci powyzszej nieréwnosci dowodzimy bezposrednim rachunkiem.
Var(a) = E[(a — E[a])?] > E[(a — E[a])*14]

> Ef(a—1)°14] > {Ela14].

Korzystamy tu z nieréwnosci
1/2

Ela] < (E[a?]) 1

bedacej probabilistycznym sformulowaniem nieréwnosci miedzy srednia kwadratowa a arytmetyczng oraz z tego,
ze a— 1> a/2, jedli tylko a > 2. To koficzy dowdd.
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Reszty kwadratowe
Filip Manijak

Teoria

Definicja (Reszta kwadratowa)

Resztq kwadratowg modulo p nazywamy taka liczbe catkowita a, ze

z?=a (mod p).

dla pewnej liczby catkowitej x niepodzielnej przez p.

Przyktadowo dla p = 7 resztami kwadratowymi sa 1, 2, 4.
Definicja (Symbol Legendre’a)

Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Wowczas

“ 1, jesli a jest reszta kwadratowa,
(—) = 0, jeslip]|a,
p —1, jesli a nie jest reszta kwadratowa.

Faktem wynikajacym bezposrednio z kryterium Eulera jest to, ze liczba —1 jest reszta kwadratowa tylko
dla liczb pierwszych postaci 4k + 1 dla pewnego catkowitego k.

Twierdzenie (Multiplikatywno$¢ symbolu Legendre’a)

Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Wowczas dla wszystkich liczb catkowitych a, b zachodzi

DO-)

Twierdzenie (Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych)

Jesli p i g to rézne nieparzyste liczby pierwsze, to

Jesli p to nieparzysta liczba pierwsza, to

Zadania

Zadanie 1. .
Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz generator g modulo p. Udowodnié, ze (%) = 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy k=0 (mod 2).
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Zadanie 2.
Dane sa liczby calkowite a, b, ¢ i taka nieparzysta liczba pierwsza p, ze p { a. Udowodnié, ze kongruencja

ar® +bx+c=0 (mod p)

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy (%) # —1, przy czym A = b? — 4ac.

Zadanie 3.
Udowodnié, ze dla wszystkich liczb catkowitych x, y wyrazenie (22 + 1)/(y? — 5) nie jest calkowite.

Zadanie 4.
Dana jest liczba pierwsza p > 2 i takie liczby catkowite a, b, ze p | a + 1 — b? oraz p | a — 1. Udowodnié, ze
istnieje takie c, ze p | a® + 1 — 2.

Zadanie 5.
Udowodnié, ze liczba 3 jest reszta kwadratowa tylko dla p = +1 (mod 12).

Zadanie 6.
Dane sg wzglednie pierwsze liczby calkowite a, b, ¢ spelniajace zaleznosé

a®> —ab+b* =2

Wykazaé, ze kazda taka liczba pierwsza p, ze p | ¢ jest postaci p = 6k + 1.

Zadanie 7.
Udowodnié, ze liczba postaci 2" + 1 nie ma dzielnikéw pierwszych postaci 8k + 7.

Zadanie 8.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba pierwsza p = 4k + 1, ze liczby

P¥+1, 2242, ..., p2+p

daja rézne reszty modulo p.

Zadanie 9.
Udowodnié, ze kazdy dzielnik liczby n* — n? 4 1 jest postaci 12k + 1.

Zadanie 10.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieja takie catkowite a i b, ze p | a® + b* + 1.

Zadanie 11.
Udowodnié, ze jesli 2" — 13" — 1, ton = 1.

Zadanie 12.

Udowodnié, ze nie istniejg takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, ze

3(ab+ be+ ca) | a® +b* + 2.

Zadanie 13.
Udowodnié, ze jesli p > 3 jest liczba pierwsza postaci 4k+3, to istnieja takie rézne liczby a,b € {0,1,2,...,p—1},
ze p | a® +ab+ b + 1.

Zadanie 14.

Zbior S to zbiér wszystkich liczb postaci

(@2 +a; —1)-(a%2 +a, — 1)
(b2 +by — 1)+ (b2 + b, — 1)

dla dodatnich liczb calkowitych a;, b;, n. Udowodnié, ze w zbiorze S jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Filip Manijak*, Oskar Kuzmik.

We wszystkich rozwiazaniach jesli méwimy o resztach kwadratowych, to o ile nie zaznaczono inaczej, mamy na
mys$li reszty kwadratowe modulo p. Jesli w rozwiazaniu podana jest szczegdlna postac liczby, na przyktad p =
6k + 1, to zakladamy, ze rownos¢ ta zachodzi dla pewnej liczby calkowitej k.

Zadanie 1. .
Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz generator g modulo p. Udowodnié, ze (%) = 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy k=0 (mod 2).

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze g° =1 =1 (mod p), czyli liczba gP~! to reszta kwadratowa. Widzimy, ze liczba g

kwadratowa, poniewaz
) ()-()
p p p

Oczywiscie dla kazdego k = 0 (mod 2) istnieje takie calkowite 4, ze k =p — 1 — 2i.

P—1=2i jest reszty

Zadanie 2.
Dane sa liczby calkowite a, b, ¢ i taka nieparzysta liczba pierwsza p, ze p { a. Udowodnié, ze kongruencja

ar’ +br+c=0 (mod p)

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy (%) # —1, przy czym A = b? — 4ac.

Rozwigzanie:
Mnozymy kongruencje obustronnie przez 4a L p i otrzymujemy
(2ax)? + 4abx = —4ac  (mod p).

Dodajemy obustronnie b? i otrzymujemy

(2az + b)? = b* — 4ac  (mod p),

co jest rébwnowazne z (%) # —1.

Zadanie 3.
Udowodnié, ze dla wszystkich liczb catkowitych x, y wyrazenie (22 + 1)/(y? — 5) nie jest calkowite.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze jedli liczba y jest nieparzysta, to 42 — 5 jest podzielne przez 4. Jednak

22 =0,1 (mod4), wiec 4fz?+1,
wiec rozwazane wyrazenie nie moze przyjmowaé wartosci caltkowitej. Jesli jednak liczba y jest parzysta, to
y> —5=4k+3
dla pewnej liczby calkowitej k. Oznacza to, ze liczba y? — 5 ma pewien dzielnik pierwszy p = 4m + 3. Gdyby
pla®+1, to
z2=—-1 (mod p).

Stoi to w sprzecznosci z kryterium Eulera. Wobec tego p t 2% +1 i liczba (22 +1)/(y* —5) takze w tym przypadku
nie jest calkowita.
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Zadanie 4.
Dana jest liczba pierwsza p > 2 i takie liczby catkowite a, b, ze p | a + 1 — b? oraz p | a — 1. Udowodnié, ze
istnieje takie c, ze p | a® + 1 — 2.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

341 1 2 1
<a+):(a+)(a a+>:1.1:1’
p p p

a+1 oraz a>—a+1=a*> (mod p)

poniewaz z zalozenia liczby

to reszty kwadratowe. W takim razie liczba a® + 1 to reszta kwadratowa, czyli istnieje takie c, ze p | a® +1 — c2.

Zadanie 5.
Udowodnié, ze liczba 3 jest reszta kwadratowa tylko dla p = £1 (mod 12).

Rozwigzanie:
7 wzajemnodci reszt kwadratowych mamy

©)-r®)

Jedli p = 1 (mod 3), to (&) = 1, wiec z powyzszego p = 1 (mod 4), jesli (%) = 1. Zatem p = 1 (mod 12).
Analogicznie dla p = 2 (mod 3) otrzymujemy p = 3 (mod 4), co daje p = —1 (mod 12).

Zadanie 6.
Dane sa wzglednie pierwsze liczby catkowite a, b, ¢ spelniajace zaleznosé

a? —ab+b? =2
Wykazaé, ze kazda taka liczba pierwsza p, ze p | ¢ jest postaci p = 6k + 1.
Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze 2 1 ¢, poniewaz w przeciwnym razie lewa strona réwnania bylaby nieparzysta, a prawa parzysta.
Jedli 3 | ¢, to a®? — ab+ b> =0 (mod 9), co jest réwnoznaczne z

(2a —b)? +3b* = 4(a®> —ab+b*) =0 (mod 9).

Jednak wtedy 3 | 2a — b, wiec 9 | 3b%. Stad 3 | b. Wtedy z pierwotnej réwnoéci takze 3 | a, a wiec 3 | a,b,c,
wbrew ged(a, b, c) = 1.

Rozwazmy zatem liczbe pierwsza p > 3 dzielaca c. Zauwazmy, ze
(a—b)? = —ab+ c? oraz, (a+b)? = 3ab+ 2,

czyli
(a—b)?=—ab (mod p) oraz (a+b)?=3ab (mod p).

Zatem liczby 3ab i —ab sa resztami kwadratowymi modulo p, czyli

(-9
)-

Ponadto liczba —3 jest reszta kwadratowa tylko dla p = 120 +11i p = 121 + 7. Stad p = 6k + 1, co bylo do
wykazania.

Woéowezas
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Zadanie 7.
Udowodnié, ze liczba postaci 2" + 1 nie ma dzielnikéw pierwszych postaci 8k + 7.

Rozwigzanie:

Przypu$émy, ze istnieje taka liczba pierwsza p = 7 (mod 8), ze p | 2" + 1. JeSli n jest parzyste, to liczba —1
jest reszta kwadratowa. Jednak skoro p = 3 (mod 4), to z kryterium Eulera otrzymujemy sprzeczno$é. W takim
razie n jest nieparzyste. Stad liczba —2 jest reszta kwadratowa. Jednak

-0~

poniewaz z prawa wzajemnosci reszt kwadratowych mamy, ze liczba 2 jest resztg kwadratowa, a liczba —1 jest
niereszta kwadratowa. W taki sposéb dostaliSmy, ze liczba —2 jest jednoczesnie reszta kwadratowsq i niereszta
kwadratowa — sprzecznosé. Oznacza to, ze poczatkowe zalozenie byto falszywe.

Zadanie 8.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba pierwsza p = 4k + 1, ze liczby

1341, 2242, ..., pP+p

daja rézne reszty modulo p.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze z kryterium Eulera dla kazdej liczby pierwszej p = 4k + 1 mamy, ze liczba —1 jest reszta
kwadratowa. Wobec tego istnieje taka liczba a < p, ze

ad+a=al@®+1)=0=p>+p (mod p).

Zadanie 9.
Udowodnié, ze kazdy dzielnik liczby n* — n? 4 1 jest postaci 12k + 1.

Rozwigzanie:
Rozwazmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n* — n? + 1. Wystarczy udowodnié, ze p jest postaci 12k + 1.
Zauwazmy

nt—n?+1=mn2-1)>%+n? oraz nt—n?+1=n%+1)%-3n%

z pierwszej postaci otrzymujemy, ze liczba —n? jest reszta kwadratows. W takim razie z kryterium Eulera
dostajemy, ze p = 4m+ 1. Z drugiej réwnosci wynika, ze 3 jest reszta kwadratowa. Zatem z Zadania 5 mamy p =
12k + 1. Z obu tych warunkéw razem wynika teza.

Zadanie 10.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieja takie catkowite a i b, ze p | a® + b* + 1.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze dla p = 4k + 1 istnieje taka liczba ¢, ze ¢ = —1 (mod p). Jedli wezmiemy a = ci b = p, to
otrzymujemy teze. Dla p = 4k + 3 wystarczy udowodnié, ze

a®>=-b*-1 (mod p).

Chcemy udowodnié, ze istnieje taka reszta kwadratowa r, ze liczba —r — 1 jest réwniez reszta kwadratows.

Przypusémy, ze nie istnieje taka reszta. Wtedy jesli liczba a jest reszta kwadratowa, to (%‘1) = —1, czyli

(a—i—l) B (—1) (—a— 1) _1

P p p '

Indukcyjnie dowodzimy, ze kazda reszta modulo p jest resztg kwadratowa, co jest oczywiscie niemozliwe. W takim
razie istnieje postulowana liczba r, co konczy dowdd.

133



Reszty kwadratowe MIKO 2023/24

Zadanie 11.
Udowodnié, ze jedli 2" — 13" —1,ton = 1.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze jesli n jest parzyste, to 2" = 1 (mod 3), wiec 3 | 2™ — 1. Ze zalozenia mieliby$my wtedy takze
3] 3™ — 1, co jest niemozliwe. Zatem n jest nieparzyste, czyli n = 2k + 1 dla pewnego k > 0.

Poniewaz

2" 1| (3" —1)— (2" —1)=3" —2"
oraz 2" =1 (mod 2™ — 1), dostajemy 3" =1 (mod 2" — 1). Dla n = 2k + 1 oznacza to, ze
32kl =1 (mod 22F+1 — 1),

a wiec 3 jest reszta kwadratowa modulo 22¥+! — 1. Przypuéémy teraz, ze p | 221 — 1. Wéwczas na mocy
Zadania 5 mamy p = +1 (mod 12). Stad jednak 22*1 — 1 = 41 (mod 12). Czytelnik zechce sprawdzié, ze jest
to mozliwe jedynie dla k = 0, czyli n = 1.

Zadanie 12.
Udowodnié, ze nie istniejg takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, ze

3(ab+ be 4+ ca) | a® +b* + 2.

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze istnieja liczby a, b, ¢ spelniajace warunki zadania. Bez straty ogélnosci niech ged(a,b,c) = 1.
Wowcezas

(a+b+c)? = (3n+2)(ab+ be + ca).

dla pewnego calkowitego n. Rozwazmy takie p = 3k + 2, ze
PP 3n+2  oraz  p*T?3n+2.

dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej i. Takie p istnieje, poniewaz z mnozenia reszt 1 i 0 nigdy nie otrzymamy
reszty 2. Skoro p moze dzielié lewg strone tylko w parzystej potedze, to dzieli ab+bc+-ca. Z powodu, ze p | a+b+c,
to mozemy wstawi¢ a = —b—c (mod p). W takim razie p | ab+bc+ca, to p | —b? —be— 2, czyli po pomnozeniu
przez liczbe 4, otrzymujemy p | (2b + ¢)? + 3¢?. Oznacza to, Ze liczba —3 to reszta kwadratowa. Przypusémy, ze

p =4k + 1. Wtedy
-3\ ([ -1 3 _(3k+2\ _ (2 _
3k+2) \3k+2/)\3k+2/) 3 T\3) 7

sprzecznoscé. Jesli p = 4k 4 3, to w analogiczny sposéb otrzymujemy sprzeczno$é, co konczy dowdd.

Zadanie 13.
Udowodnié, ze jesli p > 3 jest liczba pierwsza postaci 4k+3, to istnieja takie rézne liczby a,b € {0,1,2,...,p—1},
ze p|a®+ab+b%+ 1.

Rozwiazanie:
Wszystkie reszty kwadratowe rozwazamy modulo p. Niech ¢ to odwrotnoéé¢ b modulo p. Mnozymy teze obu-
stronnie przez 4c? i dostajemy

4(ac)® +4ac+4=—c* (mod p).

Niech z = ac. Wéwezas
(22 4+1)> +3=—(2¢)*> (mod p).

Z powodu, ze p = 4k + 3, to —1 nie jest reszta kwadratowa, czyli —(2¢)? tez nie jest reszta kwadratows.
Rozwazmy nastepujacy ciag liczb modulo p:
0,3,6,9 ...,3-(p—1).

Znanym faktem jest, ze reszt i niereszt kwadratowych jest tyle samo dla nieparzystego p. W takim razie w tym
ciagu istnieje takie calkowite ¢, ze liczba t jest reszta kwadratowa, a liczba ¢ + 3 jest niereszta kwadratowa.
Pozostaje zauwazy¢, ze skoro liczba t istnieje, to mozemy wyznaczy¢ liczby «x i ¢, a w konsekwencji liczby a i b,
co konczy dowod.
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Zadanie 14.
Zbiér S to zbiér wszystkich liczb postaci

(af +a1—1)---(ap +a, — 1)
(b2 +by — 1) (b2 + b, — 1)

dla dodatnich liczb catkowitych a;, b;, n. Udowodnié, ze w zbiorze S jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Rozwiazanie:

Udowodnimy indukcyjnie, ze wszystkie liczby pierwsze przystajace do 0, 1, 4 modulo 5 zawieraja sie w zbiorze S.
Niech ciag p; zawiera kolejne liczby pierwsze przystajace do 0, 1, 4 modulo 5. Pokazemy, ze liczba p; zawiera
sie w zbiorze S dla kazdego catkowitego ¢ > 1. Baza indukcji jest spelniona, poniewaz liczby

p1 =25, pp=11, p3 =19

zawieraja sie zbiorze w S. Zalézmy indukcyjnie, ze liczba p; zawiera sie w zbiorze S dla 1 < i < n. Udowodnimy,
ze liczba p,, zawiera sie w zbiorze S. Zauwazmy, ze z prawa wzajemnosci reszt kwadratowych liczba 5 jest reszta
kwadratowa modulo p;. W takim razie istnieje taka liczba catkowita z, ze

pi| 2z +1)2 =5, czyli p;|2*+2—1 oraz 22+1<p;.

Wiemy, ze A = 5 dla wyrazenia 22 + x — 1. Rozwazmy dowolny dzielnik pierwszy p # p; tego wyrazenia. Jest on
nieparzysty, poniewaz wyrazenie x> + z — 1 jest nieparzyste. W takim razie z Zadania 2 wiemy, ze (%) # -1,

wiec (%) # —1. Stad z prawa wzajemnosci reszt kwadratowych wiemy, ze (%) # —1, poniewaz 4 | A — 1. Daje

to, ze liczba p przystaje do 0, 1, 4 modulo 5. Dodatkowo wiemy, ze jedli p # p;, to p < p;, poniewaz p; | 22 +z—1
oraz p; > 2z + 1. Oznacza to, ze liczba p zawiera sie w zbiorze S. Zauwazmy, ze jesli liczby a oraz b zawieraja
sie w zbiorze S, to réwniez liczby ab i a/b zawieraja si¢ w tym zbiorze. Poniewaz kazdy z dzielnikéw wyrazenia

2 4r—1

jest iloczynem liczb zawierajacych si¢ w zbiorze S, to réwniez to wyrazenie zawiera si¢ w zbiorze S. Zatem skoro
liczba p; dzieli wyrazenie 2 + x — 1, to liczba p; réwniez zawiera sie w zbiorze S, co konczy dowdd.
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Ciagi rekurencyjne

Oleksii Iermolenko

Teoria

Twierdzenie (o zbieznosci ciagu monotonicznego i ograniczonego)

Jezeli ciag liczb rzeczywistych jest monotoniczny i ograniczony, to jest zbiezny.

W ponizszych zadaniach czesto warto:
e prébowaé uzy¢ indukceji,
e wszystkie przeksztalcenia zalozen wykonywaé réwnowaznie,
e wypisaé kilka pierwszych wyrazéw ciagu,

e domyséli¢ sie postaci jawnej ciagu oraz udowodni¢ zauwazone wlasnosci tego ciagu.

Zadania

Zadanie 1.

Dany jest taki ciag (a,), ze
g+l _ 1

a1y =2, an+1:an'm~

Udowodnié, ze ciag ten jest zbiezny.

Zadanie 2.
Ciag liczb rzeczywistych (an)n>0 spelnia ag > 0 oraz
ai+1 = |_(11J . {al} dla 1 > 0,
przy czym {z} = x — |z|. Wykazaé, ze dla wszystkich dostatecznie duzych j zachodzi réwnosé a; = a;12024.
Zadanie 3.
Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco: a; = 1 oraz
an =mn(a; +az + -+ an_1)

dla n > 1. Wykazaé, ze dla kazdego parzystego k zachodzi k! | ay.

Zadanie 4.
Dany jest taki nieskonczony ciag liczb catkowitych (an)n>0, 2€ ag > 2 oraz any1 € {2a, —1,2a, +1} dla kazdego
n > 0. Wykazaé, ze w ciagu tym wystepuje nieskoniczenie wiele liczb zlozonych.

Zadanie 5.
Ciag (x,) okreslony jest nastepujaco

To =3 oraz Vi1 = 2v/Tn + /31 + z,).

Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczenie wiele takich n, ze x,, € Z.

Zadanie 6.
Ciag (an)n>o okreslamy rekurencyjnie wzorem

ap = a,
ant1 = 4dan (1 — ay).

Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej z istnieje takie a € (0,1), ze ciag (ay) jest okresowy
z minimalnym okresem z.
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Zadanie 7.

Ciag (an)n>1 dodatnich liczb rzeczywistych jest okreslony nastepujaco

a; = 2,
Uni1 = ‘;z;t? dla n>1.
Wykazaé, ze dla n > 2 zachodzi 4/5 < a, < 5/4.

Zadanie 8.

Ciag (b,) liczb dodatnich spelnia dla kazdego n > 1 warunek

2 b2 b2
Ry >kt 2o fon

13 23 n3’
Udowodnié, ze istnieje taka liczba naturalna m, ze
z’": b1 _ 2024
= bitbat by 1013°
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Michal Gawron, Karol Musielinski, Michal Oprocha.

Zadanie 1.

Dany jest taki ciag (a,), ze
antl 1
M= =0y

Udowodnié, ze ciag ten jest zbiezny.

Rozwigzanie:
Dowéd przeprowadzimy indukcyjnie. Pokazemy, ze

an =4—(1/2)"2

Dla n = 1 bezposrednio sprawdzamy, ze a; = 2. Dalej zalézmy, ze a, ma postulowana wlasnosé. Wtedy

1\"?\ /2t -1
S (2> <2+1_2> :
Czytelnik zechce sprawdzié, ze prawa strona powyzszej réwnosci upraszcza sie do 4 — (1/2)" 1, co koficzy dowéd
indukcyjny. Stad oczywiscie lim,, oo an, = 4.

Zadanie 2.
Ciag liczb rzeczywistych (an)n>0 spelnia ag > 0 oraz

ai+1 = |_CLZ'J . {ai} dla 1 > 0,

przy czym {z} = x — |z|. Wykaza¢, ze dla wszystkich dostatecznie duzych j zachodzi réwnos¢ a; = a;y2024.

Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw kilka wtasnosci danego ciagu. Zapiszmy

a; =n; + f’i dla n; = I_aiJa fz = {a’i}'
Wtedy a;y1 =mn;f;. Jeslin; > 1, to 0 < aj1 = nifi <ny. Stad [a;11] <n; — 1.

Oznacza to, ze dopdki a; > 1, czes¢ calkowita kolejnego wyrazu maleje co najmniej o 1. Poniewaz n; jest
nieujemng liczbg catkowita, w skonczonej liczbie krokéw otrzymamy wyraz ar < 1. Jezeli ai < 1, to |ax] = 0,
wiec ax+1 = 0-{ax} = 0. Dalej juz agto = agys =--- = 0.

Zatem ciag (a,) jest od pewnego momentu staly i réwny zeru. W szczegdlnosei istnieje takie jo, ze dla wszystkich
J > jo zachodzi ré6wnosé¢ a; = 0 = a;42024.

Zadanie 3.
Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco: a; = 1 oraz

anp =n(a; +as+ -+ ap-1)

dla n > 1. Wykazaé, ze dla kazdego parzystego k zachodzi k! | ay.

Rozwiazanie:
Niech S, = a1 + as + - - - + ay. Z definicji ciggu dla n > 1 mamy a, = nS,_1, a zatem

Sn =Op-1t+an = (n + 1)Sn71-

Poniewaz S7 = a1 = 1, indukcyjnie sprawdzamy, ze z powyzszej rekurencji wynika S,, = (n + 1)!/2 dlan > 1.
Stad dla n > 1 prawdziwa jest réwnosé
n-nl

2
Rozwazmy teraz wyrazy o parzystych indeksach. Dla n > 1 mamy
_ 2n-(2n)!
2

ap = nSnfl =

asn =n(2n)!

Stad oczywiscie (2n)! | az,, co bylo do wykazania.
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Zadanie 4.
Dany jest taki nieskoficzony ciag liczb catkowitych (ay,)n>0, 2e ag > 2 oraz an+1 € {2a, —1, 2a,,+1} dla kazdego
n > 0. Wykazaé, ze w ciagu tym wystepuje nieskonczenie wiele liczb ztozonych.

Rozwigzanie:

Przypu$émy, ze w ciagu tym jest skonczenie wiele liczb zlozonych. Wéwczas istnieje takie m, ze dla kazdego
n > m liczba a,, jest pierwsza. Zauwazmy, ze z zalozenia ciag ten jest rosnacy i przyjmijmy bez straty ogdlnosci
Ay, > 5. Zauwazmy réwniez, ze jesli a,, = 1 (mod 3), to 2a,, + 1 jest podzielne przez 3, wiec a1 = 2a,, — 1
iame1 =1 (mod 3). Zatem indukeyjnie a,41 = 2a, — 1 dla kazdego n > m. Analogicznie, jesli tylko a,, = 2
(mod 3), to ant1 = 2a, + 1 dla kazdego n > m.

Niech a,, = p > 5. W pierwszym przypadku a,,r = 2¥(p — 1) + 1 dla kazdego k > 0. Jednak po przyjeciu
k = p — 1 mamy z malego twierdzenia Fermata

Umip1=2""tp—1)+1=(p—-1)+1=0 (mod p).
Jednak a,, = p oraz am4p—1 > am, whrew temu, ze a,,4p—1 jest liczbg pierwsza.

Drugi przypadek jest analogiczny.

Zadanie 5.
Ciag (x,) okreSlony jest nastepujaco

To =3 oraz Vi1 = 2v/Tn + /31 + ).

Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczenie wiele takich n, ze xz,, € Z.

Rozwigzanie:
Niech u,, = /x, i v, = +v/1+ z,. Wtedy z zalozenia

Up41 = 2Up + \/gvn.

SprawdZmy rowniez, ze

2 2
(\/gun + 2vn) = (Qun + \/gvn) + (vi — ui) = Znt1 + 1,

czyli
Unt1 = \/gun + 2v,.

Poczatkowo ug = v/3 i vy = 2. Ponadto jesli tylko u,, = a/3 i v, = b dla pewnych a,b € Z, to
Unt1 = (2a + b)\/§ oraz Upy1 = 3a + 2b.

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej, istnieja takie liczby catkowite ay, i by, ze up = a3 1 v, = by
dla wszystkich n. Wobec tego dla wszystkich n zachodzi
Ty = ul = (an\/g)2 =3a2 € Z.

n

W szczegdlnosei takich n jest nieskoniczenie wiele.

Zadanie 6.
Ciag (an)n>0 okreslamy rekurencyjnie wzorem

apg = a,
ap+1 = 4dan(1 — ay).

Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej z istnieje takie a € (0,1), ze ciag (a,) jest okresowy
z minimalnym okresem z.

Rozwiazanie:
Najpierw pokazmy, ze teza jest prawdziwa dla z = 1. Zauwazmy, Ze po podstawieniu a = 3/4 mamy

ap=3/4 oraz a,=4-(3/4)-(1-3/4)=3/4, n=>1.

Zatem woéwczas ciagg jest staly, czyli okresowy z okresem 1.
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Niech teraz z > 2 i rozwazmy ciag (b,) taki, ze

1+0b,
ap = ———
2

Wtedy

140, 1+b, 1+b,
SO —dan(1—an) =4 — <1 i >1bi,
2 2 2

czyli by y1 = 1 — 2b2. Z definicji ciagu b, wynika, ze ag € (0,1), wigc réwnowaznie by € (—1,1). Dokonujemy
wiec podstawienia
bp=—cosz dla =z € (0,m).

Zauwazmy, ze wowczas indukcyjnie
b, =1—2cos?(2" ') = —cos(2"z) dla n>1.
Chcemy, aby dla kazdego n > 0 i m > 1 réwnoéc
—co8(2"z) = by, = by m = —cos(2""x),

zachodzila wtedy i tylko wtedy, gdy z | m. Rowno$¢ ta jest réwnowazna

L fontmg pong\ | /2nt My 9ng
sin 5 sin > =0,

co ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z argumentéw jest catkowity wielokrotnoscia m. Przyjmijmy

2% -2
22 -1

x = m e (0,m).

Woéwecezas
2m —1

2ntmy — ony
- — 9 _1 .

5 =2"p(2m 7 —1/2) =2"(271 - 1)

Poniewaz ged(2¢ —1,2¢ — 1) = 28°4(®) 1 mamy 27(2*~' —1) L 2% — 1. Zatem powyzsza liczba jest catkowita
wielokrotnoscia m wtedy i tylko wtedy, gdy z | m.

Przeanalizujmy teraz argument pierwszego sinusa. Analogicznie

2m+1

ntmag 4 ong
I T
2z -1

—9n 2z—1_1
d R

co jest catkowita wielokrotnoécia 7 wtedy i tylko wtedy, gdy 2% — 1 | 2™ + 1. Stad oczywidcie 2% — 1 | 22™m — 1,
wiec z | 2m. Jesli z jest nieparzyste, to natychmiast z | m. W przeciwnym wypadku mamy z = 2k i m = kt dla
pewnego t € Z. Woéwczas 2 — 1 2™ — 1 oraz 28 — 1| 2™ + 1, poniewaz 2% — 1 | 2° — 1. Stad jednak 2F — 12,
co jest niemozliwe dla z > 2.
Wobec powyzszych réwno$é b, = by, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 2z | m, wigc a = (1 + bg)/2 dla
bp = — cos(x) spelnia warunki zadania.
Pozostal przypadek z = 2. Analogicznie definiujemy ciag (b,,) oraz przyjmujemy by = — cos(z) dla = = 27/5.
Wtedy

by = — cos(4x) = — cos(2m — x) = — cos(z) = by,

czyli ag = ag, jednak a; # ag. To konczy dowdd.

Zadanie 7.
Ciag (an)n>1 dodatnich liczb rzeczywistych jest okreslony nastepujaco

ay = 2,
a4+9
an+1 = oo dla n>1.

Wykazaé, ze dla n > 2 zachodzi 4/5 < a, < 5/4.
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Rozwigzanie:
Ograniczenie dolne wynika wprost z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna a geometryczna

ai+97aﬁ+2+2+5>4420a%72\4/20>4
10a, 10a,, - 10a, 5 =

|

Rozwazmy nastepnie funkcje
f(z) = 4z — 502 + 36,

dla = € [4/5,2] i zauwazmy, ze a1 < 5/4 < f(a,) < 0. Ponadto
f/(x) = 162> =50,  f"(x) = 482* > 0.

wiec funkcja f jest wypukla. Latwo sprawdzié, ze f(4/5) < 01 f(2) = 0, wiec na calej dziedzinie zachodzi f(z) <
0. Wobec tego indukcyjnie dowodzimy, ze f(a,) < 0 dla wszystkich n > 1, co jest réwnowazne ograniczeniu
gbérnemu.

Zadanie 8.
Ciag (by,) liczb dodatnich spelnia dla kazdego n > 1 warunek

52 v b3 b2

Udowodnié, ze istnieje taka liczba naturalna m, ze

Z’”: brs1 - 2024
by +by+---+b, 1013

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza

(Siy )
,;k3> SR

2
Nastepnie, korzystajac z > ,_; k3 = (%) , po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

257 b by, 2
bn+1 > Zkil k 1 il +1 > .
n(n+1) Yoreibr T n(n+1)
Po dodaniu stronami analogicznych nieréwnosci dla n € {1,...,m}, pozostalo wykazaé, ze
@ . 2024
—~ n(n+1 1013

dla pewnego m. Jednak

o 2 1 1 1 1 1 1
S = - - =91+~ )=92(1= .
;n(rﬁ-l) < st ™ m+m m+1) < m+1>

2024

1013 co konczy dowod.

Zatem dla dostatecznie duzego m, S jest dowolnie bliskie 2 >
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Twierdzenie Halla
Magdalena Pudetko

Teoria

Definicja (Graf dwudzielny)

Graf jest dwudzielny jezeli mozna podzieli¢ zbiér jego wierzchotkow na dwa rozlaczne podzbiory w taki
sposéb, ze kazda krawedz taczy wierzcholki z réznych podzbioréw. Jezeli A i B sg tymi podzbiorami,
a F jest zbiorem krawedzi grafu G, to stosujemy zapis G = (AU B, E).

Definicja (Skojarzenie)

Skojarzenie w grafie dwudzielnym to taki podzbiér jego krawedzi, ze kazdy wierzcholek jest koficem co
najwyzej jednej z nich.

Definicja (Skojarzenie pelne i doskonale)

Skojarzenie w grafie dwudzielnym G = (AU B, F) nazywamy skojarzeniem pelnym (ze zbioru A do zbio-
ru B), jesli kazdy wierzcholek ze zbioru A jest koncem pewnej krawedzi tego skojarzenia. Jezeli dodat-
kowo |A| = |B|, to skojarzenie to nazywamy doskonalym.

Na potrzeby tego skryptu wprowadzmy nastepujace oznaczenie. Dla grafu G i podzbioru jego wierzchotkéw A,
niech Ng(A) bedzie zbiorem wierzchotkéw grafu G polaczonych krawedzia z przynajmniej jednym wierzchotkiem
nalezacym do zbioru A. Gdy w rozwiazaniu jest jeden graf, zapisujemy po prostu N(A).

W grafie dwudzielnym G = (AU B, E) skojarzenie pelne ze zbioru A do zbioru B istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego podzbioru S C A zachodzi |S| < |Ng(S)].

Dowdd. Czytelnik zechce sprawdzié, ze jedli istnieje skojarzenie pelne, to warunek |S| < |N(S)] jest spelniony.
W druga strone dowéd przeprowadzimy indukeyjnie wzgledem |A|. Przypadek |A| = 1 jest trywialny. Zalézmy
teraz, ze twierdzenie Halla jest prawdziwe, jesli tylko |A| < n. Jedli |[A] = n, to zachodzi jeden z ponizszych
przypadkéw.

(i) Dla kazdego S C A zachodzi |[N(S)| > |S| + 1. Wéwczas dodajemy do skojarzenia dowolna krawedz (a, b),
przy czym a € A, b € B. Na mocy zalozenia indukcyjnego otrzymujemy skojarzenie M’ pelne w grafie

G = ((A\{a}) U(B\{b}), E'),

przy czym E' = {{z,y} € E| x # a, y # b}. Woéwczas M = M’ U {(a,b)} jest szukanym skojarzeniem.

(ii) Istnieje takie S C A, ze |N(S)| = |S|. Wowcezas na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje takie skojarze-
nie M’ w grafie indukowanym przez zbiér wierzchotkéw S LI N(9), ze kazdy wierzcholek tego grafu jest
koficem pewnej krawedzi z M’.

Zauwazmy, ze zalozenia twierdzenia Halla sa spelnione dla grafu powstalego przez usuniecie wierzchotkéw
S UN(S) wraz z incydentnymi krawedziami. Istotnie, gdyby pewien zbiér T'C A\ S mial w powstalym
grafie mniej niz |T'| sasiednich wierzchotkéw, to

IN(SUT)| < |[N(S)| +|T| = [S| +[T| = |SUT],

wbrew zalozeniu. Zatem analogicznie do M’ konstruujemy skojarzenie M". Wéwczas szukanym skojarze-
niem jest M’ U M".

O
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Twierdzenie (Uogdlnienie Halla)

Dla grafu dwudzielnego G = (AUB, E) i liczby caltkowitej 0 < k < | A| skojarzenie pelne z k-elementowego
podzbioru A do B istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego S C A zachodzi

[N (S)| > S| = |A] + £.

Dowdd. Rozwazmy graf G’ = (AU (BUC), EUE’), przy czym C to zbiér d := |A| — k nowych wierzcholkdw,
a E’ to zbiér krawedzi lgczacych kazdy element ze zbioru C z kazdym elementem zbioru A. Wezmy dowolny
podzbiér S # ) zbioru A. Poniewaz wszystkie elementy zbioru C naleza do zbioru Ng/(S), zachodzi nieréwnosé

[Na(S)] = [Na(9)| +C| > (IS| —d) +d = [S].

Woéwezas na mocy twierdzenia Halla istnieje skojarzenie pelne ze zbioru A do zbioru B U C. Usunimy z tego
skojarzenia wszystkie krawedzie o konicach w zbiorze C. Woéwczas zostanie nam przynajmniej |A| —d = k
krawedzi, z ktérych mozemy wybraé zadane skojarzenie. O

Definicja (Pokrycie wierzchotkowe)

Pokryciem wierzcholkowym nazywamy taki podzbiér wierzchotkow grafu, ze co najmniej jeden koniec
kazdej krawedzi nalezy do tego zbioru.

Twierdzenie (K6niga)

Moc najmniejszego pokrycia wierzchotkowego w grafie dwudzielnym jest réwna mocy najwiekszego sko-
jarzenia w tym grafie.

Dowdd. Zauwazmy, ze moc dowolnego pokrycia wierzchotkowego jest nie mniejsza niz moc dowolnego skojarze-
nia. Istotnie, kazda krawedz skojarzenia musi by¢ pokryta przez ktérys ze swoich koncéw, a poniewaz krawedzie
skojarzenia sa parami rozlaczne, réznym krawedziom trzeba przyporzadkowaé rézne wierzchotki pokrycia.

Wystarczy zatem wykazaé, ze istnieja pokrycie wierzchotkowe i skojarzenie tej samej mocy. Rozwazmy graf
G = (AU B, E) i wezmy najmniejsze takie k, ze dla kazdego zbioru S C A zachodzi |N(S)| > |S] — k.
Z uogolnionego twierdzenia Halla istnieje wéwcezas skojarzenie o mocy |A| — k. Wezmy dowolny zbiér S C A dla
ktérego |N(S)|—|S| = —k. Zbidr o tej wlasnosci istnieje, poniewaz k jest minimalne. Niech M = (A\ S)UN(S).
Wowcezas M jest pokryciem wierzchotkowym, poniewaz kazda krawedZ o koncu w zbiorze S ma drugi koniec
w zbiorze N(S) C M. Ponadto

M| = |A] = S| + [N(S)] = |A] - k,

wiec istnieja skojarzenie i pokrycie wierzchotkowe o tej samej mocy. O
Zadania

Zadanie 1.

Dane sg takie zbiory Ay, A, ..., A, liczb rzeczywistych, ze suma dowolnych & z nich ma co najmniej k elementéw
dla kazdego 1 < k < n. Wykazaé, ze istnieja takie parami rézne liczby rzeczywiste a1, as, ..., a,, ze dla kazdego

1 < i < n zachodzi a; € A;.

Zadanie 2. (AMSP C3 2013)

Na szachownicy n x n w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie stoi dokladnie k figur dla pewnego ustalonego
1 < k < n. Wykazaé, ze mozemy tak wybraé¢ n figur, aby zadne dwie z nich nie staly w jednym rzedzie, ani
w jednej kolumnie.

Zadanie 3.
W 2025 roku do finaltu Olimpiady Matematycznej zakwalifikowano 2025 zawodnikow. Do sprawdzania zadan
finatlowych oddelegowana zostata pewna liczba sprawdzajacych. Wiadomo, ze kazdy finalista nie zna co najmniej
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45 sprawdzajacych. Pokazaé, ze mozna tak przypisa¢ sprawdzajacym finalistéw, ktérych prace maja sprawdzié,
ze spelnione sa jednoczes$nie nastepujace warunki.

(1) Prace kazdego finalisty sa sprawdzane przez sprawdzajacego, ktérego ten nie zna.

(2) Kazdy sprawdzajacy sprawdza prace co najwyzej 45 finalistéw.

Zadanie 4.
W grafie dwudzielnym G = (AU B, E) wszystkie wierzcholki sa stopnia d. Ponadto |A| = | B|. Znalez¢ najmniej-
sza liczbe krawedzi, ktorych usuniecie spowoduje, ze w G nie bedzie juz skojarzenia doskonalego.

Zadanie 5. (Putnam 2012 B3)

W turnieju wzieto udziat 2n druzyn. Kazdego z 2n — 1 dni kazda druzyna rozegrala jeden mecz, a w calym
turnieju kazda para druzyn zagrala ze soba dokladnie raz. Udowodnié, ze mozna tak wybraé¢ 2n — 1 réznych
druzyn Ty, Ts, ..., To,_1, ze dla kazdego 1 < ¢ < 2n — 1 druzyna T; wygrata swoj mecz i-tego dnia.

Zadanie 6. (Zwardon 2008, zadanie 16)

Dana jest liczba catkowita n > 2. Tablica n x n jest wypelniona liczbami 0 i 1, tak ze kazdy podzbiér n pdl,
z ktorych zadne dwa nie leza w tej samej kolumnie ani w tym samym wierszu, zawiera co najmniej jedno pole
z liczba 1. Udowodnié, ze mozna tak wybraé¢ k wierszy oraz [ kolumn, ze k41 > n oraz w kazdym polu lezacym
jednoczesnie w wybranym wierszu i w wybranej kolumnie jest wpisane 1.

Zadanie 7.

Graf dwudzielny G = (AU B, E) jest sp6jny i z kazdego wierzchotka wychodzi przynajmniej jedna krawedz. Dla
kazdej krawedzi {a,b} € E zachodzi nieréwnosé¢ dega > degb. Udowodnié, ze w tym grafie istnieje skojarzenie
pelne z A do B.

Zadanie 8.

Dana jest prostokatna tablica m X n, przy czym n > m. W kazde pole tej tablicy wpisano nieujemna liczbe
rzeczywista, tak ze kazda kolumna zawiera przynajmniej jedna liczbe dodatnia. Wykazaé, ze istnieje takie pole,
w ktore wpisano liczbe dodatnia, ze suma liczb w wierszu zawierajacym to pole jest wieksza niz suma liczb
w kolumnie zawierajacej to pole.

Zadanie 9. (WOOT 2011)

W pola planszy m x n (m,n > 2) wpisano kolejne liczby catkowite od 1 do mn. W jednym ruchu mozna dowolnie
zmieni¢ kolejnos¢ liczb osobno w kazdym wierszu, albo w kazdej kolumnie. Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe k,
ze w co najwyzej k ruchach mozna osiagnaé¢ dowolng permutacje liczb na planszy.

Zadanie 10. (Mszana 2013, zadanie 7)

Na pewnej planecie zyje populacja kosmitow, w ktérej wystepuja trzy rézne plcie. Malzenstwo to trdjka kosmi-
téw, po jednym z kazdej plci, wsréd ktérych kazda para si¢ lubi (relacja ta jest symetryczna). Wiadomo, ze
populacja liczy 3n kosmitéw, po n z kazdej plci, oraz dla pewnego 0 < k < n kazdy kosmita lubi co najmniej
k kosmitéow z kazdej plci réznej od jego. Kosmici chcg utworzyé jak najwiecej réznych maltzenstw, przy czym
kazdy kosmita moze naleze¢ co najwyzej do jednego malzenstwa. Udowodnié, ze

(a) Jezeli n jest liczba parzysta oraz k = n/2, to moze nie daé si¢ utworzy¢ nawet jednego malzenstwa.

(b) Jezeli k > 3n/4, to mozna utworzy¢ n roztacznych malzenstw.

Zadanie 11. (IMO Shortlist 2010 C2)

Dana jest liczba catkowita n > 4. Na pewnej planecie znajduje si¢ 2" panstw. Kazde panstwo ma flage szero-
koéci n i wysokoéci 1, skladajaca sie z n kwadratéw 1 x 1, z ktérych kazdy jest z6lty lub niebieski. Zadne dwa
kraje nie maja takiej samej flagi. Zbior n flag nazwiemy zréznicowanym, jesli mozna je utozy¢ w kwadrat n x n,
tak aby wszystkie pola na gltéwnej przekatnej byly tego samego koloru. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe calkowita
M > 1 o tej wlasnosci, ze z kazdych M réznych flag mozna wybra¢ n flag tworzacych zbior zréznicowany.

Zadanie 12. (Mszana 2021, mecz matematyczny)

Danych jest n smerféw uwiezionych przez Gargamela oraz 2n — 1 czapek c1, co, ... , can,—1. Gargamel zaklada
kazdemu smerfowi jedna z czapek. Kazdy smerf widzi, jakie czapki sa na glowach pozostalych n—1 smerféw, ale
nie widzi, ktéra czapke zalozyl na jego glowe Gargamel. Nastepnie Gargamel pyta kazdego smerfa, ktéra czapke
ma na glowie. Jesli co najmniej jeden smerf odpowie poprawnie, to wszystkie smerfy zostana wypuszczone.
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W przeciwnym wypadku pozostana zamkniete w zamku Gargamela. Smerfy moga ustali¢ strategie wczesniej,
jednak po zalozeniu czapek nie moga sie komunikowaé. Rozstrzygnaé, czy istnieje strategia gwarantujaca smer-
fom wyjscie na wolnosé.

Zadanie 13.

W Matlandii znajduje si¢ n miast. Pomiedzy kazdymi dwoma z nich oferowane jest polaczenie lotnicze. Koszt
takiego polaczenia jest taki sam w obie strony, ale koszty réznych potaczen sa zawsze rézne. Kajko i Kokosz
chca odwiedzi¢ kazde miasto doktadnie raz. Kajko zaczyna w mieécie A i zawsze wybiera najtansze polaczenie
z miasta, w ktérym sie obecnie znajduje, do miasta, w ktérym jeszcze nie byl. Kokosz zaczyna w miescie B
i zawsze wybiera najdrozsze potaczenie z miasta, w ktérym si¢ obecnie znajduje, do miasta, w ktérym jeszcze
nie byl. Pokazaé, ze koszt podrozy Kajka nie moze by¢ wiekszy od kosztu podrézy Kokosza.

Zadanie 14. (IMO Shortlist 2006 C6)

Plansza w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku n sktada sie z n? pél w ksztalcie tréjkatéw réwnobocznych
o boku 1. Pomalowano ja na bialo i czarno w ten sposéb, ze zadne dwa rézne pola majace wspélny bok nie sa tego
samego koloru, przy czym narozniki planszy sa biale. Nastepnie z planszy wycigto n bialych pél. Udowodnié,
ze pozostala plansze mozna pokryé rombami o boku 1 i katach 60°, 120° wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego
tréjkata réwnobocznego sktadajacego sie z k2 < n? pdl, ktérego narozniki sa biale, wycieto co najwyzej k pol.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan:
Bartosz Kotwicki*, Szymon Adamek, Julian Kurytowicz-KaZmierczak, Karol Musielifiski, Albert Siekanski.

Zadanie 1.

Dane sg takie zbiory Ay, Ao, ..., A, liczb rzeczywistych, ze suma dowolnych k z nich ma co najmniej k elementéw
dla kazdego 1 < k < n. Wykazaé, ze istnieja takie parami rézne liczby rzeczywiste aq, as, - . ., a,, ze dla kazdego
1 < i < n zachodzi a; € A;.

Rozwiazanie:
Rozwazmy graf dwudzielny G = (AU B, E), przy czym wierzcholki nalezace do zbioru A beda reprezentowaé
zbiory A, Ao, ..., A,, a wierzchotki nalezace do zbioru B beda reprezentowaé elementy zbioru

AT UAU---UA,

Kazdy zbiér taczymy krawedziami z jego elementami. Wybierzmy teraz dowolny podzbiér S C A. Zalozenie
méwi wéwezas dokladnie, ze |S| < |N(S)|. Wobec tego spelnione sg zalozenia twierdzenia Halla, co pozwala
nam uzyskaé skojarzenie pelne

Z definicji skojarzenia liczby a; sa rézne. Ponadto wprost z definicji grafu a; € A;. To koniczy dowdd.

Zadanie 2. (AMSP C3 2013)

Na szachownicy n x n w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie stoi dokladnie k£ figur dla pewnego ustalonego
1 < k < n. Wykazaé, ze mozemy tak wybraé¢ n figur, aby zadne dwie z nich nie staly w jednym rzedzie, ani
w jednej kolumnie.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf dwudzielny G = (AUB, E), gdzie wierzchotki nalezace do zbioru A beda reprezentowaé¢ kolumny,
a wierzcholki nalezace do zbioru B beda reprezentowaé wiersze. Kolumne taczymy krawedzia z wierszem wtedy
i tylko wtedy, gdy na ich przecieciu stoi figura.

Z warunkéw zadania wynika, ze |A| = |B| oraz wszystkie wierzchotki sa stopnia k. Niech S bedzie dowolnym
podzbiorem zbioru A. Wéwczas ze zbioru S wychodzi k|S| krawedzi, analogicznie ze zbioru Ng(S) wychodzi
kE|Ng(S)| krawedzi. Zauwazmy réwniez, ze z definicji zbioru Ng(S) kazda krawedz, ktéra wychodzi ze zbioru S
ma drugi koniec w Ng(S). Zatem

kS| < E[Na(S)],

czyli spelniony jest warunek Halla. Czytelnik zechce przekonaé sie, ze krawedzie uzyskanego skojarzenia dosko-
naltego odpowiadajg odpowiednio rozmieszonym figurom.

Zadanie 3.

W 2025 roku do finalu Olimpiady Matematycznej zakwalifikowano 2025 zawodnikow. Do sprawdzania zadan
finalowych oddelegowana zostala pewna liczba sprawdzajacych. Wiadomo, ze kazdy finalista nie zna co najmniej
45 sprawdzajacych. Pokazaé, ze mozna tak przypisa¢ sprawdzajacym finalistéw, ktérych prace maja sprawdzic,
ze spelnione sa jednocze$nie nastegpujace warunki.

(1) Prace kazdego finalisty sa sprawdzane przez sprawdzajacego, ktérego ten nie zna.

(2) Kazdy sprawdzajacy sprawdza prace co najwyzej 45 finalistéw.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf dwudzielny G = (AU B, E), przy czym wierzcholki nalezace do zbioru A beda reprezentowaé
finalistow, a wierzchotki nalezace do B — sprawdzajacych. Wierzcholek a € A taczymy krawedzia z wierzchotkiem
b € B wtedy i tylko wtedy, gdy finalista a nie zna sprawdzajacego b. Z zalozenia mamy dega > 45 dla kazdego
a € A oraz |A| = 2025.

Rozpatrzmy teraz graf dwudzielny G’ = (AU B’, E'), otrzymany z G w ten sposéb, ze kazdy wierzcholek b € B
zastepujemy 45 jego kopiami. Dla kazdej krawedzi {a, b} € F oraz kazdej kopii wierzchotka b dodajemy krawedz
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laczaca wierzchotek a z tg kopia. Innymi stowy, kazdy wierzchotek a € A jest polaczony ze wszystkimi kopiami
wierzchotkéw ze zbioru B, z ktérymi byl polaczony w grafie G. Zauwazmy, ze teraz dla kazdego a € A zachodzi

degg a = 45degg a > 2025.
Niech S C A. Wéwcezas dla kazdego a € S oczywiscie
|Ng/(S)| > deger a > 2025 = |A] > |S|.

Zatem spelniony jest warunek Halla. Otrzymane skojarzenie pelne przypisuje kazdemu finaliscie jednego z do-
zwolonych sprawdzajacych, ponadto kazdy sprawdzajacy zostal przypisany co najwyzej 45 razy.

Zadanie 4.
W grafie dwudzielnym G = (AU B, F) wszystkie wierzcholki sa stopnia d. Ponadto |A| = | B|. Znalez¢é najmniej-
sza liczbe krawedzi, ktorych usuniecie spowoduje, ze w G nie bedzie juz skojarzenia doskonalego.

Rozwigzanie:

Mozemy oczywiscie usunaé¢ d krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka. Przypu$émy, ze da sie usunaé
mniej krawedzi bez pozostawienia skojarzenia doskonalego. Niech G = (A U B, E’) bedzie grafem powstalym
w wyniku takiej operacji. Na mocy twierdzenia Halla istnieje taki podzbior S C A, ze

S| = 1> [N ()]

Rozwazmy teraz krawedzie grafu G’ miedzy zbiorami S i Ng(S). Z kazdego wierzcholka nalezacego do zbioru
N¢/(S) wychodzi nie wiecej niz m := min{|S|, d} takich krawedzi. Zatem wszystkich tych krawedzi jest maksy-
malnie m(|S| — 1). Jednoczesnie sa to wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotkéw w S, ktérych w grafie G
byto d|S|. Stad

d|S|—m(|S]—1) <d.

Jednak m < d, wiec
d|S| —m(|S|—=1) > d|S|—d(|S] —1) =d.

Wobec otrzymanej sprzecznosci niemozliwe jest usuniecie mniej niz d krawedzi.

Zadanie 5. (Putnam 2012 B3)

W turnieju wzieto udzial 2n druzyn. Kazdego z 2n — 1 dni kazda druzyna rozegrala jeden mecz, a w calym
turnieju kazda para druzyn zagrala ze sobg doktadnie raz. Udowodnié, ze mozna tak wybraé¢ 2n — 1 réznych
druzyn Ty, T, ..., Toy_1, ze dla kazdego 1 < i < 2n — 1 druzyna T; wygrata swéj mecz i-tego dnia.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf G = (AU B, E), przy czym zbiér A bedzie reprezentowal dni, a zbiér B bedzie reprezentowal
druzyny. Dzien a i druzyne b taczymy krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy druzyna b wygrala swéj mecz a-tego
dnia. Teza jest réwnowazna istnieniu skojarzenia pelnego z A do B. Przypus$émy, ze takie skojarzenie nie istnieje.
Woéwczas na mocy twierdzenia Halla istnieje taki podzbior S C A, ze |S| > |N(S)|.

Poniewaz |N(S)| < |S| < 2n = |B|, nie wszystkie druzyny naleza do N(S). Wezmy zatem dowolna druzyne
spoza zbioru N(S). Druzyna ta kazdego z dni w S przegrata swéj mecz. Wobec tego istnieje |S| druzyn, ktére
wygraly mecz pewnego dnia ze zbioru S. Stad jednak |N(S)| > | S| — sprzecznosé.

Zadanie 6. (Zwardon 2008, zadanie 16)

Dana jest liczba catkowita n > 2. Tablica n x n jest wypelniona liczbami 0 i 1, tak ze kazdy podzbiér n pdl,
z ktérych zadne dwa nie leza w tej samej kolumnie ani w tym samym wierszu, zawiera co najmniej jedno pole
z liczbg 1. Udowodnié, ze mozna tak wybra¢ k wierszy oraz [ kolumn, ze k+1 > n oraz w kazdym polu lezacym
jednoczesnie w wybranym wierszu i w wybranej kolumnie jest wpisane 1.

Rozwigzanie:
Rozwazmy graf G = (AU B, E), gdzie zbiér A bedzie reprezentowal wiersze, a B — kolumny. Wiersz i kolumne
taczymy krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy na ich przecieciu jest pole z liczba 0.
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Woéwcezas z zalozenia wynika, ze w grafie G nie istnieje skojarzenie rozmiaru n. Zatem na mocy twierdzenia
Halla istnieje taki podzbiér wierszy S C A, ze

S| > [N (S)]-
Rozwazmy teraz kolumny C' = B\ N(S). Wtedy
S| +[Cl =15+ (n = IN(S)) > n

oraz z definicji grafu G na przecieciu wiersza z S oraz kolumny z C' znajduje si¢ liczba 1. To koniczy dowdd.

Zadanie 7.

Graf dwudzielny G = (AU B, E) jest sp6jny i z kazdego wierzcholka wychodzi przynajmniej jedna krawedz. Dla
kazdej krawedzi {a,b} € F zachodzi nier6wno$é dega > degb. Udowodnié, ze w tym grafie istnieje skojarzenie
pelne z A do B.

Rozwigzanie:

Przypiszmy kazdemu wierzcholkowi a € A warto$é 1/ dega oraz kazdemu wierzchotkowi b € B wartosé 1/ degb.
Niech S bedzie dowolnym podzbiorem zbioru A. Niech Fg bedzie zbiorem krawedzi wychodzacych z wierzchol-
kéw zbioru S. Rozwazmy sumy

1 1
S1 = Z oraz Sy = Z _—
o dega o degb

przy czym sumowanie przebiega po wszystkich krawedziach {a,b} € Fg, a € A, b € B. Z zalozenia mamy
S1 < Sy. Zauwazmy, ze S; zlicza 1/ dega dla kazdego wierzchotka a € S dokladnie dega razy, wiec S; = |S)].
Podobnie Sy zlicza 1/ degb dla kazdego b € N(.S) nie wigcej niz degb razy, wigc Sa < |[N(S)|. Stad natychmiast

|S| =51 < Sz <|N(9)|.

Wystarczy zatem powotaé sie na twierdzenie Halla.

Zadanie 8.

Dana jest prostokatna tablica m x n, przy czym n > m. W kazde pole tej tablicy wpisano nieujemna liczbe
rzeczywista, tak ze kazda kolumna zawiera przynajmniej jedna liczbe dodatnia. Wykazaé, ze istnieje takie pole,
w ktore wpisano liczbe dodatnia, ze suma liczb w wierszu zawierajacym to pole jest wigksza niz suma liczb
w kolumnie zawierajacej to pole.

Rozwigzanie:

Przypuéémy, ze istnieje tablica, dla ktorej teza jest nieprawdziwa. Sposréd takich tablic wezmy taka tablice
m X n, aby liczba m byla najmniejsza mozliwa. Oznaczmy sume liczb w i-tym wierszu przez A; oraz sume liczb
w i-tej kolumnie przez B;. Ponadto niech f(i,j) oznacza liczbe wpisana w pole (i,7), czyli w i-tym wierszu
i j-tej kolumnie. Wéwcezas A; < Bj, jesli tylko f(4,7) > 0.

Rozpatrzmy graf dwudzielny G = (AUB, E), przy czym zbior A reprezentuje wiersze, a B reprezentuje kolumny.
Wiersz i kolumne laczymy krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy na ich przecieciu znajduje sie liczba dodatnia.
7. zalozenia kazdy wierzcholek ze zbioru B ma co najmniej jednego sasiada.
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Jesli w G istnieje skojarzenie pelne ze zbioru A do zbioru B, to suma liczb w wierszach tego skojarzenia jest nie
wigksza niz suma liczb w kolumnach skojarzenia. Jednak pierwsza z nich to suma wszystkich liczb w tablicy,
a druga jest $cidle mniejsza, poniewaz n > m i kazda kolumna zawiera przynajmniej jedna liczbe dodatnia.

Wobec tego w grafie G nie istnieje skojarzenie pelne. Wéwczas na mocy twierdzenia Halla istnieje taki podzbior
S C A, ze|S| > |N(S)|. Niemozliwe jest przy tym |S| = |A|, poniewaz wtedy z zalozenia N(A) = B i|B| > |A4|.
Usunmy teraz wszystkie wiersze z S i kolumny z N (S). Otrzymamy w ten sposéb tablice (m—|S|) x (n—|N(5)|),
przy czym

0<m—|S| <n—|N(9).

Wobec definicji zbioru N () z zadnej kolumny ze zbioru B\ N(5) nie usuneliémy zadnej liczby dodatniej. Zatem
zaden wiersz nie zwigkszyl sumy wpisanych w niego liczb, a w kolumnach suma nie zmienila si¢. Otrzymalismy
zatem kontrprzyklad o Scisle mniejszej liczbie wierszy, wbrew minimalnosci m. Otrzymana sprzeczno$é konczy
dowdd.

Zadanie 9. (WOOT 2011)

W pola planszy m xn (m,n > 2) wpisano kolejne liczby catkowite od 1 do mn. W jednym ruchu mozna dowolnie
zmieni¢ kolejnos¢ liczb osobno w kazdym wierszu, albo w kazdej kolumnie. Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe k,
ze w co najwyzej k ruchach mozna osiagnaé¢ dowolna permutacje liczb na planszy.

Rozwigzanie:
Czytelnik zechce znalez¢é plansze o m = n = 2, dla ktoérej k > 3. Zauwazmy, ze stad k > 3 dla wszystkich m i n.

Pozostalo udowodnié, ze k = 3 jest wystarczajace. Niech P bedzie dowolnym ustawieniem liczb na planszy
i dla kazdej liczby = € {1,...,mn} okres§lmy s(z) oraz t(z) — numery wierszy, w ktérych znajduje sie ta liczba
odpowiednio na wyjsciowej planszy oraz w P. Rozwazmy wéwczas graf (by¢ moze z wielokrotnymi krawedziami)
G=(SUT,E), przy czym

S=T={1,....,m} i E={(s(x),t(z))|ze{l,...,mn}}.

Zauwazmy, ze kazdy wierzcholek grafu G jest stopnia n. Uogdlniamy teraz rozumowanie z Zadania 2, aby
wykazaé ze spelniony jest warunek Halla. Czytelnik zechce przekonaé sie, ze twierdzenie to mozna stosowaé
takze, jesli w grafie wystepuja krawedzie wielokrotne. Zatem istnieje skojarzenie doskonate z S do T

Usunmy teraz z grafu G krawedzie tego skojarzenia, otrzymujac graf regularny stopnia n — 1. Zauwazmy, ze
na mocy powyzszego rozumowania w powstalym grafie ponownie mozemy wskazaé skojarzenie doskonale. Krok
ten powtarzamy, az otrzymamy rozktad

E=MUMU:---UM,

zbioru krawedzi FE na sume roztacznych skojarzen doskonalych.

Wykonajmy teraz nastepujace ruchy na wyjsciowej planszy. Dla kazdego r € {1,...,m} kazde ze skojarzen M;
zawiera dokladnie jedna krawedz o poczatku w r € S. Wykonajmy zatem ruch na wierszach, tak aby liczba
odpowiadajaca krawedzi nalezacej do M; znalazla sie¢ w kolumnie j. Poniewaz skojarzenia M; sa doskonale,
po tym kroku w kazdej kolumnie numery docelowych wierszy t(z) sa rézne. Umie$émy zatem wszystkie liczby
we wlasciwych wierszach, wykonujac ruch na kolumnach. Mozemy teraz wykonaé ruch na wierszach, uzyskujac
docelowe ustawienie P. Wobec dowolnosci wyboru P, liczba k = 3 ma zadana wlasnosc.

Zadanie 10. (Mszana 2013, zadanie 7)

Na pewnej planecie zyje populacja kosmitow, w ktérej wystepuja trzy rézne plcie. Malzenstwo to tréjka kosmi-
téw, po jednym z kazdej plci, wsréd ktérych kazda para sie lubi (relacja ta jest symetryczna). Wiadomo, ze
populacja liczy 3n kosmitow, po n z kazdej plci, oraz dla pewnego 0 < k < n kazdy kosmita lubi co najmniej
k kosmitow z kazdej plci réznej od jego. Kosmici chea utworzy¢ jak najwiecej réznych malzenstw, przy czym
kazdy kosmita moze naleze¢ co najwyzej do jednego malzenstwa. Udowodnié, ze

(a) Jezeli n jest liczba parzysta oraz k = n/2, to moze nie daé sie utworzy¢ nawet jednego malzenstwa.

(b) Jezeli k > 3n/4, to mozna utworzy¢ n rozlacznych malzehstw.
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Rozwigzanie:
Niech X, Y, Z beda zbiorami kosmitéw kazdej z pici.

(a) Podzielmy kazdy z tych zbioréw na dwa rozlaczne i réwnoliczne podzbiory
X = X1 UXy, Y =Y, UYs, Z =71UZs.
Niech sympatie beda doktadnie migdzy parami
X iV, V1iZy, Z11Xs, XoiYo, YoiZy, Zoi X,

oraz niech poza nimi nie bedzie zadnych innych sympatii. Wéwczas kazdy kosmita lubi doktadnie k =
n/2 kosmitéw kazdej z dwéch pozostalych plci. Zauwazmy jednak, ze malzenistwo odpowiadaloby tréjka-
towi zlozonemu z jednego wierzchotka z X, jednego z Y i jednego z Z. Tymczasem w rozwazanym grafie
kazdy cykl ma dtugo$¢ podzielna przez 6.

(b) Najpierw rozpatrzmy graf dwudzielny miedzy X i Y, w ktérym krawedZ oznacza sympatie. Pokazemy, ze
spelniony jest warunek Halla. Wezmy dowolny podzbiér S C X. Jedli |S| < n/2, to dla kazdego = € S
mamy

IN(S)| > degx > 3n/4 > |S|.
Jedli za$ |S| > n/2, to dla kazdego y € Y zachodzi

degy >3n/4>n—|S|=|X\S|,

wiec y musi mie¢ sasiada w S. Wobec dowolnosci y otrzymujemy N(S) = Y, czyli znéw |N(S)| > |S].
7 twierdzenia Halla istnieje wiec skojarzenie doskonate migdzy X i Y. Otrzymujemy n roztacznych par

V= {($1,y1)7 ceey (xmyn)}

Teraz zbudujmy graf dwudzielny miedzy V i Z, przy czym para (x,y) € V jest polaczona z z € Z wtedy
i tylko wtedy, gdy z lubi zaréwno z, jak i y. Kazda para (z,y) € V ma co najmniej

degx +degy —n >n/2

sasiadéw w Z. Analogicznie kazdy z € Z ma co najmniej n/2 sasiadéw w V. Znéw stosujemy twierdzenie
Halla. Jedli S C V spelnia |S| < n/2, to natychmiast

IN(S)| > n/2>|5|.

Z kolei jesli |S| > n/2, to kazdy z € Z ma wiecej niz n — |S| < n/2 sasiadéw, wiec musi mieé sgsiada
w S. Stad N(S) = Z. Zatem istnieje skojarzenie doskonale M miedzy V i Z. Wowczas (z;, i, z;) dla
((x4,9i), ;) € M to szukane malzenstwa.

Zadanie 11. (IMO Shortlist 2010 C2)

Dana jest liczba catkowita n > 4. Na pewnej planecie znajduje sie 2" panstw. Kazde panstwo ma flage szero-
koci n i wysokosci 1, skladajaca sie z n kwadratéw 1 x 1, z ktérych kazdy jest zotty lub niebieski. Zadne dwa
kraje nie maja takiej samej flagi. Zbior n flag nazwiemy zréznicowanym, jesli mozna je utozyé w kwadrat n x n,
tak aby wszystkie pola na gléwnej przekatnej byly tego samego koloru. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita
M > 1 o tej wlasnosci, ze z kazdych M réznych flag mozna wybraé n flag tworzacych zbior zréznicowany.

Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw, ze M > 2"~2 4+ 1. Mozna wzigé podzbiér 272 flag, w ktérych pierwszy kolor jest z6lty,
a drugi niebieski. Wtedy niezaleznie od konfiguracji na gtéwnej przekatnej w pierwszym wierszu jest kolor zo6lty,
a w drugim wierszu jest kolor niebieski.

Udowodnimy teraz, ze M = 2"~2 +1 jest wystarczajace. Rozwazmy prostokat utworzony przez pewne 2"~ 2 + 1
flag utozonych w kolejnych wierszach. Niech K i W beda odpowiednio zbiorem kolumn i wierszy utworzonego
prostokata. Stwérzmy dwa grafy dwudzielne. Pierwszym z nich niech bedzie G = (K UW, E), przy czym k € K
iw € W sa polaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy na przecieciu kolumny k i wiersza w jest niebieski
kwadrat. Analogicznie stwérzmy graf G’ = (K U W, E’) dla koloru zdltego.
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Jezeli w ktérymkolwiek z tych graféw istnieje skojarzenie ze zbioru K do zbioru W, to teza jest spelniona.
Przypuéémy zatem, ze tak nie jest. Wtedy na mocy twierdzenia Halla dla pewnych podzbioréw 5,5 C K
zachodza nieréwnosci

|S| > |Ng(S)|+1 oraz |S’| > |Ng/(S")] + 1.

Najpierw zalézmy, ze SN S’ # @, i wezmy k € SN S’. Kazda flaga ma w kolumnie k albo kolor niebieski, albo
z6lty, wiec kazdy wiersz nalezy do Ng(S) U Ng»(S”). Zatem

22 4 1= [W| < [Na(S)| + |Nor ()] < (IS = 1) + (18| = 1) < 2n — 2,

co nie zachodzi dla n > 4. Wobec tego S N S’ = @. Niech ¢ = |S| + |S’|. Rozwazmy teraz te wiersze, ktére nie
naleza do Ng(S) U Ng/(57). W kazdym takim wierszu wszystkie pola w kolumnach z S sg zdlte, a wszystkie
pola w kolumnach z S’ sg niebieskie. Stad takich flag jest co najwyzej 2"~ ¢. Jednoczeénie takich wierszy jest co
najmniej

[W| = [Na(S)| = [Ner (S")| > (2" 2+ 1) = (IS| = 1) = (|| = 1)
=243 ¢

Dostajemy wiec 277¢ > 2772 4+ 3 — ¢. Czytelnik zechce sprawdzié¢, ze powyzsza nieréwnosé nie zachodzi dla
2 < ¢ < n. To konczy dowdd.

Zadanie 12. (Mszana 2021, mecz matematyczny)

Danych jest n smerféw uwiezionych przez Gargamela oraz 2n — 1 czapek ¢y, co, ... , can—1. Gargamel zaklada
kazdemu smerfowi jedna z czapek. Kazdy smerf widzi, jakie czapki sa na glowach pozostaltych n—1 smerféw, ale
nie widzi, ktéra czapke zalozyl na jego glowe Gargamel. Nastepnie Gargamel pyta kazdego smerfa, ktéra czapke
ma na glowie. Jeéli co najmniej jeden smerf odpowie poprawnie, to wszystkie smerfy zostang wypuszczone.
W przeciwnym wypadku pozostang zamkniete w zamku Gargamela. Smerfy moga ustali¢ strategie wczesniej,
jednak po zatozeniu czapek nie moga si¢ komunikowaé. Rozstrzygnaé, czy istnieje strategia gwarantujaca smer-
fom wyjscie na wolnos¢.

Rozwigzanie:

Smerfy moga uciec. Niech A bedzie rodzing wszystkich (n — 1)-elementowych podzbioréw zbioru czapek, ktére
smerfy moga zobaczyé, a B — rodzina wszystkich n-elementowych podzbioréw. Rozwazmy graf dwudzielny
G = (AU B, E), przy czym wierzcholki a € A i b € B sa polaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy a C b.

Zauwazmy, ze
2n—1 2n —1
L Gy B G B
n n

Ponadto kazdy wierzcholek jest stopnia m, poniewaz kazdy zbiér n-elementowy ma n podzbioréw (n — 1)-
elementowych oraz do kazdego (n — 1)-elementowego podzbioru mozna dodaé n-ta czapke na n sposobdéw, wiec
na mocy Zadania 2 istnieje w tym grafie skojarzenie doskonatle.

Strategia wygrywajaca smerféw jest nastepujaca. Jezeli smerf widzi zbiér n — 1 czapek a € A, to przechodzi po
krawedzi w skojarzeniu doskonalym, uzyskujac zbiér o’ € B i twierdzi, ze ma na glowie jedyny element zbioru
a’ \ a. Jezeli zbiér czapek na glowach smerféw to b € B, a sasiadem tego zbioru w skojarzeniu jest a € A, to
smerf noszacy jedyna czapke ze zbioru b\ a odpowie poprawnie na pytanie Gargamela.

Zadanie 13.

W Matlandii znajduje si¢ n miast. Pomiedzy kazdymi dwoma z nich oferowane jest polaczenie lotnicze. Koszt
takiego polaczenia jest taki sam w obie strony, ale koszty réznych potaczen sa zawsze rézne. Kajko i Kokosz
chca odwiedzi¢ kazde miasto doktadnie raz. Kajko zaczyna w mieécie A i zawsze wybiera najtansze polaczenie
z miasta, w ktérym sie obecnie znajduje, do miasta, w ktérym jeszcze nie byl. Kokosz zaczyna w miescie B
i zawsze wybiera najdrozsze potaczenie z miasta, w ktérym sie obecnie znajduje, do miasta, w ktérym jeszcze
nie byl. Pokazaé, ze koszt podrozy Kajka nie moze by¢ wiekszy od kosztu podrézy Kokosza.

Rozwigzanie:
Dla czytelnosci v;v; bedziemy oznaczac przejscie nieskierowang krawedzig z wierzchotka v; do wierzcholka v;.
Ponadto niech |v;v;| oznacza koszt tej krawedzi.

Rozwazmy graf dwudzielny G = (AU B, E), przy czym A oznacza zbiér polaczen, ktérymi lecial Kajko, a B
oznacza zbiér poltaczen, ktérymi lecial Kokosz. Polaczenia a € A, b € B laczymy krawedzia wtedy i tylko wtedy,
gdy koszt b jest nie mniejszy niz koszt a.
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Na mocy twierdzenia Halla wystarczy, ze udowodnimy nastepujacy fakt. Dla dowolnego kosztu w, liczba potaczen
w A drozszych niz w, jest nie wieksza niz liczba takich polaczen w B.

Ustalmy zatem w. Niech wjvy, ..., ugvr beda wszystkimi polaczeniami wybranymi przez Kajka o koszcie
wiekszym niz w, wypisanymi w kolejnosci wystepowania na jego trasie. Ponadto niech ugy1 = vi. Wowcezas
miasta uq, ..., ug, up+1 wystepuja na trasie Kajka w tej wtasnie kolejnosci. Wezmy teraz dowolne p < ¢ < k+1.
W chwili, gdy Kajko znajdowal si¢ w mieécie u,, miasto u, nie bylo jeszcze odwiedzone, a zatem krawedz u,uyq
prowadzila do miasta jeszcze nieodwiedzonego. Poniewaz Kajko wybral z u, najtansze dozwolone polaczenie,
many

uptiq| > |upvy| > w.

Oznacza to, ze kazde dwa miasta ze zbioru {uq, ..., ur+1} sa polaczone krawedzia o koszcie wigkszym niz w.

Rozwazmy teraz trase Kokosza i spéjrzmy na miasta uj, ..., ug4+1 w kolejnosci, w jakiej odwiedza je Kokosz.
Oznaczmy je przez 1, ..., x4+1. Dla kazdego 1 < 7 < k, gdy Kokosz znajduje sie¢ w mieécie z;, miasto x; 1 nie
bylo jeszcze przez niego odwiedzone. Poniewaz jednak |z;z;+1]| > w, istnieje z x; polaczenie do miasta jeszcze
nieodwiedzonego o koszcie wiekszym niz w. Kokosz wybiera najdrozsze dozwolone potaczenie, zatem wybierze
polaczenie o koszcie wiekszym niz w. Takich sytuacji jest dokladnie k, zatem Kokosz wybiera polaczenie o koszcie
wigkszym niz w co najmniej k razy. To konczy dowdd.

Zadanie 14. (IMO Shortlist 2006 C6)

Plansza w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku n sktada sie z n? pdl w ksztalcie tréjkatéw réwnobocznych
o boku 1. Pomalowano ja na bialo i czarno w ten sposéb, ze zadne dwa rézne pola majace wspélny bok nie sa tego
samego koloru, przy czym narozniki planszy sa biale. Nastepnie z planszy wycigto n biatych poél. Udowodnic,
ze pozostala plansze mozna pokryé rombami o boku 1 i katach 60°, 120° wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego
tréjkata réwnobocznego sktadajacego sie z k2 < n? pél, ktérego narozniki sa biale, wycieto co najwyzej k pol.

Rozwigzanie:

Zal6zmy, ze plansze¢ T po wycieciu pél mozna pokry¢ rombami. Rozwazmy dowolny tréjkat 77 o boku k i bia-
lych naroznikach zawarty w tréjkacie T i niech h oznacza liczbe dziur w tréjkacie T'. Kazdy romb sktada sie
z dokladnie jednego tréjkata biatego oraz jednego trojkata czarnego. Zauwazmy, ze trojkat 7' zawiera dokladnie
k(k — 1)/2 czarnych pdél oraz kazdy romb zawierajacy czarne pole w tréjkacie T zawiera réwniez biale pole
w tym tréojkacie. Zatem po usunieciu h bialych pdl pozostaje ich przynajmniej tyle co czarnych. Poniewaz przed
usunieciem jest ich k(k + 1)/2, otrzymujemy h < k, co bylo do wykazania.

Udowodnimy teraz wynikanie w druga strone. Zalézmy, ze dla kazdego tréjkata o boku k i bialych naroznikach
zawartego w tréjkacie T liczba dziur w nim nie przekracza k. Podzielmy wszystkie pola planszy na dwa zbiory

(i) C — zbiér wszystkich trojkatéw czarnych,

(ii) B — zbiér wszystkich tréjkatéw biatych, ktére nie sa dziurami.
Zauwazmy, ze romb odpowiada parze tréjkatéw (c,b) o wspdlnym boku, przy czym ¢ € C, b € B. Rozpatrzmy
zatem graf dwudzielny G = (C U B, E), gdzie krawedziami polaczone sa wszystkie pary tréjkatéw w réznych

kolorach o wspélnym boku. Zauwazmy, ze mozliwo$¢ pokrycia planszy rombami jest réwnowazna istnieniu
skojarzenia doskonalego.

Niech S C C. Jezeli istnieja dwa czarne pola nalezace do S o wspOlnym wierzchotku, to dodanie trzeciego
czarnego pola o tym wierzchotku do S doda co najwyzej jedno pole do zbioru N(S). Zatem wystarczy rozwazy¢
takie S, gdzie nie mozemy juz wykonaé tej operacji.

Czarnym trojkgtem nazwijmy zbiér czarnych pél trojkata réwnobocznego ztozonego z pdl, ktoérego narozniki sg
biale. Stwérzmy graf G’ = (S, F), gdzie dwa pola sa polaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy maja one
wspdélny wierzcholek. Podzielmy zbiér S na spdjne sktadowe Sy, Ss, ..., S,, wzgledem grafu G’. Wtedy

INa(9)] = [Na(S1)[ + -+ 4+ [Na(Sm);

poniewaz jezeli pola czarne nie maja wspolnego wierzcholtka, to nie maja wspoélnego biatego sasiada. Czytelnik
zechce przekonac sie, ze kazdy ze zbioréw S; jest czarnym trojkatem. Jesli S; to zbior czarnych pdl tréjkata
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o boku b, to |S;| = b(b — 1)/2. Na pelnej planszy elementy zbioru S; maja razem b(b + 1)/2 sasiadéw. Skoro
wszyscy sasiedzi zbioru S; naleza do trdjkata o boku b i z zalozenia ma on maksymalnie b dziur, to

|NG(S:)| >

b(b+1
O sy,

Zatem

INc(S)| = |Na(S1)|+ -+ |Na(Sm)| = |S1| + -+ |Sm| = |5]-

Wobec tego spelnione sa zalozenia twierdzenia Halla, co kohczy dowdd.
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Uktlady réwnan

Oleksii Iermolenko

Zadania

Zadanie 1.
Rozwiazaé ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.

2?2 —2xz+y%2 =0,
2?2 -2z + 22 =0,
y? — 2y + 22 = 0.

Zadanie 2.

Rozwiazaé¢ ponizszy uklad réwnan w liczbach rzeczywistych.
(a —b)e=a+b,
(b—ca=b+c,

(c—abp=c+a.

Zadanie 3.
Rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach catkowitych.

a? —b =202+,
b2 —c=2c%+c,

—a=2d%+a.

Zadanie 4. (74 OM, II etap, zadanie 4)
Dane sg parami rozne liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e spelniajace uktad rownan

ab+b=ac+ a,
bc+c=bd+b,
cd + d = ce + c,
de +e=da+d.

Udowodnié, ze abede = 1.

Zadanie 5.

Rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.
a? + b + c? = 23,
a+ 2b+ 4c = 22.

Zadanie 6. (62 OM, II etap, zadanie 1)

Rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.
(z—y)(a®+y°) =T,
(z+y)(a® —y*) =3

Zadanie 7.

Liczby a, b, ¢ rézne od 0 spelniaja uktad réwnan
a’® +a = b,
b2 +b=c?,
2 +c=ad.

Wykazaé, ze (a — b)(b—c)(c—a) = 1.
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Zadanie 8.
Rozwiazaé¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.

abc+ab+bc+ac+a+b+c=1,
bed+bc+cd+bd+b+c+d=29,
cda+cd+da+ac+c+d+a=9,
dab+da+ab+bd+d+a+b=09.

Zadanie 9.

Rozstrzygnaé, dla jakich n > 2 ponizszy uklad réwnan ma rozwiazania w liczbach catkowitych.

z3 + 23 + 50 = 1621 + 1219,
23 + 23 + 50 = 1679 + 1223,
23 + 23 + 50 = 1673 + 1224,

22+ 22 +50 = 163,71 + 122,
22 + 22 + 50 = 16z, + 12z2;.

Zadanie 10. (73 OM, III etap, zadanie 4)

Rozwiaza¢ ponizszy uklad réwnan w liczbach rzeczywistych.
a® + b%c = ac,
b3 + c?a = ab,
c3 4+ a®b = cb.

Zadanie 11.
Niech a, b, ¢, d beda liczbami rzeczywistymi, ktére spelniaja uktad réwnan

ad + b3 + 3 = 3d3,
bt + ¢t + d* = 3a?,
e +dd + a® = 31°.

Udowodnié, ze a = b=c=d.

Zadanie 12.
Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych uklad réwnan

Tty ty=2,
223 + 9% 4+ 2wy + 22y + 422 + 32+ + 3y ="T.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Michal Oprocha*, Michal Gawron.

Zadanie 1.
Rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.

2?2 —2xz+y?2 =0,
2?2 —2yz+22=0,
y? —2xy + 22 = 0.

Rozwigzanie:
Dodajemy réwnania stronami i otrzymujemy, ze

(x—y)? +(y—2)*+(z—2)* =227 +2y* +22% — 22y — 2yz — 222 = 0.
Skoro kwadrat liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna, to
r—y=y—z=z—x=0,
czyli z = y = z. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda tréjka (x,y, z) = (¢,t,t), przy czym t to liczba rzeczywista,

spetnia warunki zadania.

Zadanie 2.
Rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.

(a —b)e=a+b,
(b—ca=b+c,
(c—a)b=c+a.

Rozwiazanie:
Po dodaniu wszystkich réwnan stronami otrzymujemy

0=(a—bc+(b—cla+ (c—a)b=2(a+b+c),

wiec a + b+ ¢ = 0. Rozwazmy przypadek abc = 0. Wtedy bez straty ogélnosci ¢ = 0, poniewaz uklad réwnan
jest cykliczny wzgledem zmiennych a, b, c. Wéwczas

0=a+b,
ba =0,

—ab = a.

Stad albo ab = 0 i wtedy (a, b, c) = (0,0,0), albo ab # 0 i wtedy (a,b,c) = (1,—1,0). W pozostalym przypadku,
gdy abe # 0, mamy

(a —b)e = —c, a—b=-1,
(b—c)a=—a, wiec b—c=-1,
(c—a)b=—b, c—a=-1.
Wowezas jednak dodajemy réwnania stronami i otrzymujemy 0 = —3 — sprzeczno$¢. Czytelnik zechce sprawdzié,

ze kazda z trdjek
(a,b,c) € {(-1,0,1), (0,0,0), (0,1,—-1), (1,—1,0)}

spetnia warunki zadania.

156



Uklady réwnan MIKO 2023/24

Zadanie 3.
Rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach catkowitych.

a? —b =202+,
b2 —c=2c%+c¢,

Z—a=2d®+a.

Rozwigzanie:
Bez straty ogélnosci niech |a| = max{|al, |b|, |c|}, poniewaz uklad réwnan jest symetryczny wzgledem zmiennych
a, b, c. Wowczas z trzeciego réwnania mamy

a’®—a >02—a:2a2—|—a,

co przeksztalcamy do postaci
ala+2) =a*+2a<0.

Wobec tego a € [—2,0]. Skoro a jest catkowite, to wiemy, ze a € {—2,—1,0}. Wstawiamy otrzymane wartosci a
do trzeciego réwnania i otrzymujemy mozliwe wartosci zmiennej c. Analogicznie z drugiego réwnania otrzymu-
jemy mozliwe wartosci zmiennej b. Czytelnik zechce sprawdzié, ze jedynym rozwigzaniem spetniajacym warunki
zadania jest tréjka (a,b,¢) = (0,0,0).

Zadanie 4. (74 OM, II etap, zadanie 4)
Dane sg parami rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e spelniajace uklad réwnan

ab+b=ac+ a,

bc+c=bd+b,
cd+d = ce+c,
de + e =da+d.

Udowodnié, ze abede = 1.

Rozwigzanie:
Réwnowaznie uktad réwnan mozemy zapisaé¢ jako

bla+1)=a(c+1),
ce(b+1)=b(d+1),
d(c+1) = cle+1),
e(d+1)=d(a+1).

Jesli bed = 0, to bez straty ogdlnosci niech b = 0 (pozostale przypadki analogicznie). Wtedy z drugiego réwnania
otrzymujemy

c=bd+b—bc=0
whbrew temu, ze b # ¢. Jedli (a+1)(c+1)(d+1) = 0, to bez straty ogélnosci niech a = —1 (pozostalte przypadki
analogicznie). Z pierwszego réwnania mamy

c=—-ac=a —ab—b=a +b—b=a

whrew zalozeniu a # c. Zatem bed(a + 1)(¢+ 1)(d + 1) # 0. Po pomnozeniu wszystkich réwnan stronami oraz
podzieleniu przez te liczbe, mamy

e(b+1)=ale+1).
Otrzymalidémy piate, brakujace réwnanie do wyjsciowego ukladu réwnan, ktére daje nam cykliczno$é calego
ukladu. Réwnowaznie mamy, ze

a(lb—c)=a—b,
b(b—c)=b-c,
c¢(b—c)=c—d,
db—c)=d—e,
e(b—c)=e—a

Mnozymy teraz wszystkie réwnania stronami i dzielimy przez (a — b)(b — ¢)(c — d)(d — e)(e — a) # 0. Daje to
zadana rownoséé¢ abede = 1.
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Zadanie 5.
Rozwiazaé¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.

a® + b + 2 = 23,
a+ 2b+ 4c = 22.

Rozwiagzanie:
7 wyjséciowego uktadu réwnan mamy

a®> + b0+ —2(a+2b+4c) =23 —2-22 = —21.
Réwnowaznie daje to
(a—1)+(b-2%+(c—4)2=a®+b>+c* —2(a+2b+4c) +21 = 0.

Stad oczywiscie
a—1=b—-2=c—-4=0,
wiec jedynym rozwiazaniem moze by¢ (a, b, ¢) = (1,2, 4). Bezposrednio sprawdzamy, ze ta tréjka liczb nie spelnia

warunkéw zadania, wiec uklad réwnan nie ma rozwiazan.

Zadanie 6. (62 OM, II etap, zadanie 1)
Rozwiazaé¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.

(z—y)(®+y°) =17,
(z+y)(z® —y®) =3.

Rozwigzanie:
Réwnowaznie wyjsciowy uklad réwnan mozemy zapisaé jako

(z—y)(@+y)(@® -2y +y*) =T,
(z +y)(z—y)(a® +zy +y*) =3.

Mnozymy réwnania stronami, dzielimy przez (z — y)(z 4+ y) # 0 i dostajemy
3(2* —ay +y?) = 7(2® + zy + 7).

Nastepnie upraszczamy wyrazy podobne i dzielimy przez 4. Wtedy

1 5
<y—|—x) (y+22)=a2? +y* + Zay = 0.

2 2
Jedli y = —x/2, to po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymujemy
21
—at= (2 -y’ +y°) =T,
16
wiec x* = 16/3. Stad
v e{(m-7) (7))
Z, a5 as o\ T Tams Tas .
Natomiast dla przypadku y = —2z pierwsze réwnanie przyjmuje posta¢ z* = —1/3, wiec nie ma rozwiazan

rzeczywistych. Czytelnik zechce sprawdzié, ze obie otrzymane pary spelniajg warunki zadania.

Zadanie 7.

Liczby a, b, ¢ rézne od 0 spelniaja uklad réwnan
a’® +a = b2,
b2 +b=c?,
2 +c=ad.

Wykazaé, ze (a — b)(b—c)(c —a) = 1.
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Rozwigzanie:
Po dodaniu stronami pierwszego rownania z drugim, drugiego z trzecim, trzeciego z pierwszym otrzymujemy

a’?+a +b%+b="b*+c, a +b=(c—a)(c+a),
W +b+c?+c=c*+a? wiec b+c=(a—"0b)(a+D),
A +c+a®+a =a®+0b? ct+a =0b—-c)(b+c).

Jesli (a+0)(b+c)(c+a) # 0, to po pomnozeniu stronami wszystkich réwnan z powyzszego ukladu i podzieleniu
przez (a + b)(b + ¢)(c+ a) # 0 otrzymujemy teze. Stad pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy

(a+b)(b+c)(c+a)=0.

Bez straty ogélnosci niech a = —b (uklad réwnan jest cykliczny). Jednak wéwczas
a+a=0=(-a)*=d?

wiec a = 0 wbrew zalozeniu. To konczy dowdd.

Zadanie 8.

Rozwiaza¢ ponizszy uklad réwnan w liczbach rzeczywistych.

abc+ab+bc+ac+a+b+c=1,
bed+bc+cd+bd+b+c+d=29,
cda+cd+da+ac+c+d+a=9,
dab+da+ab+bd+d+a+b=09.

Rozwigzanie:
Odejmujemy stronami drugie réwnanie z trzecim i otrzymujemy

(c+1)(d+1)(b—a)=0.
Jedli ¢+ 1 =0, to z pierwszego rownania mamy
c=(c+1)(ab+a+b)+c=1,
czyli 1 = —1 — sprzeczno$¢. Jedli d + 1 = 0, to z czwartego rownania
d=(d+1)(ab+a+b)+d=09,

czyli 0 = 9 — takze sprzecznos¢. Wobec tego a = b. Analogicznie z trzeciego i czwartego rownania otrzymuje-
my b = c. Wowczas z pierwszego réwnania wnioskujemy, ze

a®+3a>+3a=abc+ab+bc+ac+a +b+c=1.

Stad
(a+1)2-2=(a®+3a*>+3a+1)—-2=0,

wiec a = V2 — 1. Wowezas z czwartego réwnania
d(a* +2a+1)+a® +2a =dab+da+ab+bd +d+a+b=09.

Wiemy, ze a® + 2a = V4 — 1, wiec d = 5¢/2 — 1. Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze czwérka
(a,b, ¢, d) = (\3/5— 1,92 1,921,592 — 1)

spelnia warunki zadania.
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Zadanie 9.
Rozstrzygnaé, dla jakich n > 2 ponizszy uklad réwnan ma rozwiazania w liczbach catkowitych.

2?2 + 23 + 50 = 1621 + 1229,
x3 + 23 + 50 = 1679 + 1223,
23 4+ 23 + 50 = 1623 + 1224,

22+ 22 +50 = 163, + 127,
22 4+ 2?2 + 50 = 162, + 1221.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze k-te réwnanie mozemy zapisaé¢ jako
(z1 — 6)* + (zp11 — 8) = 50.

Oznacza to, ze punkt (x, Xg41) musi lezeé na okregu w ukladzie wspéirzednych o srodku w punkeie (6, 8) oraz
promieniu v/50. Wszystkie punkty kratowe lezace na tym okregu to

(1,5), (1,7), (3,1), (3,11), (7,-1), (7,13),
(9,-1), (9,13), (13,1), (13,11), (15,5), (15,7).

Skoro rzedna pary (zg,xp+1) wyznacza odcieta pary (xg41,Tr+2), to jedyne mozliwe wartosci zj naleza do
zbioru {1,7,13}. Stad kazda z par (zy,zr+1) jest jedna z trzech ponizszych
(1,7), (7,13), (13,7).

Oznacza to, ze x1, Ta, ..., T, sa kolejno cyklicznie réwne 1, 7, 13. Wobec tego liczba n jest podzielna przez 3.
Pokazalismy jednoczesnie konstrukcje rozwiazania dla kazdej liczby n podzielnej przez 3.

Zadanie 10. (73 OM, III etap, zadanie 4)

Rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych.
a’ + b%c = ac,
b3 + c2a = ab,
3+ a?b = cb.

Rozwigzanie:
Na poczatek rozwazmy przypadek abc = 0. Bez straty ogdlnosci ¢ = 0 (uklad réwnan jest cykliczny). Z pierw-
szego réwnania a® = 0, wiec a = 0, a z drugiego réwnania b> = 0, wiec b = 0. Oznacza to, ze a = b =c = 0.

Niech teraz abc # 0. Woéwczas z pierwszego réwnania
(a® — ¢)a = —bc,

a z trzeciego rownania otrzymujemy
A = —bla® - ).
Skoro abe # 0, to strony powyzszych réwnan sa rézne od 0. W taki sposéb po podzieleniu powyzszych réwnan
stronami otrzymujemy rownosé
bie 9 c
——=a"—c=——.

Wobec tego b3 = ac?. Wtedy z drugiego r(’)wnal?ia mamy :
(b —a)b = —c?a = —b°,
a skoro b # 0, to a = 2b2. Analogicznie dostajemy b = 2¢? oraz ¢ = 2a?, wiec
a =27 =2(2)° = 28%¢* = 2% (2a2)" = 27a".

Zatem a” = 277, czyli a = 1/2. Z wezeéniejszych rozwazan b = 2¢? oraz ¢ = 2a?, wicca = b = ¢ = 1/2.
Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda z trojek

(a,b,¢) € {(0,0,0), (1/2,1/2,1/2)}

spelnia warunki zadania.

160



Uklady réwnan MIKO 2023/24

Zadanie 11.
Niech a, b, ¢, d beda liczbami rzeczywistymi, ktére spelniaja uktad réwnan

ad + b3 + ¢ = 3d3,

bt 4 ¢t +d* = 3at,

& +d° +a® = 3b°.
Udowodnié, ze a =b=c=d.
Rozwigzanie:
Rozwazmy réwnanie

"y + 2" = 3t"
dla z,y, z,t € R oraz dla pewnego catkowitego dodatniego n.
Zalézmy, ze |t| = max{|z|, |y, ||, |[t|}. Jesli 2 | n lub 24 n oraz t > 0, to

" +y" 42" =3t" > |z + |y" + 2]

wiec |z| = |y| = |z] = |¢|. Jesli 2t n oraz t < 0, to

eyt 42" = 3" = 3" < ] =y - [E]

wiec x = y = z = t. Zatem zawsze |x| = |y| = |z| = |¢|. Analogicznie rozumujemy w przypadku |t| =
min{|z[, [yl |2], [¢]}.
Jesli

|¢| # max{|al, [b], |c], [} Tub |¢[ # min{|a], [b], |¢], |d]},
to na mocy powyzszego rozumowania |a| = |b| = |¢| = |d| — sprzeczno$é. Zatem
|¢| = max{lal, [b], ||, [d]} = min{]al, [b], |], [d]},
czyli |a| = |b] = |¢| = |d|. Wéwczas z pierwszego réwnania a = b = ¢ = d. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda

czwoérka postaci (a, b, ¢, d) = (t,t,t,t), gdzie t to dowolna liczba rzeczywista, spelnia warunki zadania.

Zadanie 12.
Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych ukltad réwnan

?+aty’ +y=2
223 + 9% 4+ 2wy + 22y + 422 + 32+ + 3y ="T.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze lewa strona drugiego rownania jest réwna
2y —3ey+ e+ y+2)@ + 2+ +y) =2y —3xy+ 22z +y +2) = 4z + 4y — 3xy + 4.
Stad réwnowaznie uktad réwnan przyjmuje postaé
B +aty’ +y=2
dr +4y — 3xy =3
Zauwazmy, ze

0=2-3-3-2=24r+4y —3zy) —3(x*+z+1y* +y) =
=322 + 3y? + 6xy — bx — 5y = (z +y)(3z + 3y — 5).

Jesdli x = —y, to z pierwszego réwnania mamy
2=z’ +z+y*+y =222

wiec 22 = 1. Zatem = = +1, a stad y = F1. Jedli 3z + 3y — 5 = 0, to z weczedniej otrzymanego réwnania
otrzymujemy

0=34r +4y —3zy—3) =12z +y) — 92y —9=4-5—9 — 32(5 — 3z) = 92% — 15z + 11.
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Jednak wyréznik powyzszego réwnania kwadratowego jest rowny
A=15%>—-4-9.11=—171,
wiec uklad réwnan nie ma rozwiazan w tym przypadku. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda z par

(.’E, y) € {(_17 1)7 (1a _1)}

spelnia warunki zadania.
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Ortocentrum
Jakub Stachniak

Glebokie, osobiste refleksje

Ortocentrum jest jednym z najbardziej szczegdlnych punktéw trojkata. Konfiguracje, ktore go obejmuja, sta-
nowig fundament wiedzy olimpijskiej. Ponadto juz samo przeprowadzenie dowodéw przedstawionych tu faktow
stanowi Swietne ¢wiczenie, rozwijajace umiejetnosci olimpijskie.

Podczas rozwiazywania zadan nalezy pamigtaé, ze konfiguracja rzadko wykonuje za nas cala prace. Zazwyczaj
korzystamy z kilku znanych faktéw, nastepnie czynimy kilka nowych dla nas obserwacji i udowodnienie ich
konczy rozwigzanie. Warto jednoczesnie pamietac¢ o takich technikach jak potega punktu, osie potegowe, czy
rozwazenie okregu o promieniu 0. Przydatna bywa réwniez inwersja. Warto kierowac si¢ zasada, ze szersza
znajomos¢ technik nigdy nie jest obciazeniem.

Podstawowe pojecia

Definicja (Wysokos¢)

Wysoko$cig z wierzchotka A w tréjkacie ABC nazywamy prosta przechodzaca przez wierzchotek A
i prostopadta do przeciwlegtego boku.

Wysokosci w trojkacie przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowdéd. Oznaczmy przez D, E, F spodki wysokoéci z wierzchotkéw A, B, C' na odpowiednie boki w trojka-
cie ABC. Niech H bedzie punktem przeciecia prostych BE oraz C'F. Zauwazmy, ze punkty B, C, E, F leza
na jednym okregu, poniewaz <BFC = {BEC = 90°. Analogicznie punkty A, F'; H, E leza na jednym okregu.
Wowczas

JHAC = JHAE =4HFE =<J4CFE =J4CBE =90° — 4BCE = 4DAC,

wiec punkty A, H, D sg wspoétliniowe, co byto do wykazania. O

Definicja (Ortocentrum)

Ortocentrum tréjkata ABC nazywamy punkt przeciecia jego wysokosci.

Jasne jest, ze kazdy trojkat ma dokladnie jedno ortocentrum.
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Jezeli H jest ortocentrum tréjkata ABC, to A jest ortocentrum tréjkata HBC.

Dowdéd. Niech D, E, F beda spodkami wysokoéci z wierzchotkéw A, B, C' na odpowiednie boki w trojkacie ABC.
Z definicji wysokosci wiemy, ze proste F'C oraz AB sa prostopadle. Zatem prosta AB jest wysokoscig opuszczong
z wierzchotka B na bok HC w tréojkacie BC' H. Analogicznie prosta EC' jest wysokos$cia w tym tréjkacie. Oznacza
to, ze istotnie punkt A, bedacy przecigciem prostych BF oraz EC, jest ortocentrum tego tréjkata.

A

Definicja (Uklad ortyczny)

Punkty A, B, C, H okreslone jak powyzej tworzg tak zwany ukfad ortyczny.

Konfiguracja z szeScioma okregami

Niech punkty D, E, F' beda spodkami wysokosci odpowiednio z punktéw A, B, C' w tréjkacie ABC' o ortocen-
trum H i $rodku okregu opisanego O. Méwimy, ze tréjkat DEF jest trajkgtem ortycznym w tréjkacie ABC.

Czworokaty BCEF i AHEF sa wpisane w okregi o srednicach odpowiednio BC'i1 AH.

Jest tak, poniewaz SBFC = 90° = $BEC oraz SHFA = 90° = JHEA. Analogiczne zaleznosci zachodza dla
punktéw B i C. W istocie ortocentrum, spodki wysokosci oraz wierzchotki trojkata wyznaczaja tacznie szesé
czworokatéw wpisanych w okrag.

Cwiczenie 1.
Wykazaé, ze H jest Srodkiem okregu wpisanego w trojkat DEF.

Cwiczenie to jest konsekwencja silniejszego lematu.

Dane sa trzy punkty D, E, F' na prostych BC, CA, AB, takie ze AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym
punkcie P. Wéwczas odcinek AD jest wysokoscia w trdjkacie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
dwusieczna kata S EDF.
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Dowdéd. Zatézmy, ze proste AD i BC' sg prostopadle. Z twierdzenia sinuséw w tréjkacie AC'D otrzymujemy
AE [AED] DE - AD -sina

EC ~ [ECD]  DE-CD -sin(90° — a)’

przy czym a = <ADE. Analogicznie dla trojkata ABD otrzymujemy
sup AP BD
sin(90° — 3) FB AD’
przy czym 8 = SADF. Na mocy twierdzenia Cevy mamy
tan o sin & sin(90° — ) (AE.CD).(FB AD)

tan 3 - sin(90° — «) sin 3 EC AD AF  BD

9

wiec tan o = tan 8. Skoro 0° < «, 8 < 90°, to a = (.

Pozostalo wykaza¢ wynikanie w druga strone. Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze podobnie do wczesniejszych roz-
wazan otrzymujemy

sin(180° — 2a— )  sina  sin(180° — 2a — f3) (AE C’D) <FB AD)_

- ~\EC 4ap) \AF BD

przy czym « = JADE oraz § = 4EDC. Stad sin(180° — 2a — 3) = sinf3, wiec a + § = 90° — pozostale
przypadki sa niemozliwe.

sin 3 ~ sing . sin «

A

Q

O
Warto zapamieta¢ powyzszy lemat. Jest to jeden z podstawowych lematéw w kazdym rzetelnym pliku o dwu-
stosunku.

7 wlasnosci tej wynika, ze boki trojkata ABC, jako proste prostopadie do dwusiecznych wewnetrznych trojka-
ta DEF, sa dwusiecznymi zewnetrznymi tego trdjkata. Zatem punkty A, B, C' sa $rodkami okregéw dopisanych
do trojkata DEF'.

Podobnie tréjkat ABC' jest tréjkatem ortycznym w tréjkacie, ktérego wierzchotkami sa srodki okregdéw dopisa-
nych do trojkata ABC.

Tréjkat XY Z jest tréjkatem ortycznym tréjkata X'Y’'Z" wtedy i tylko wtedy, gdy wierzcholkami troj-
kata X'Y’'Z’ sa $rodki okregéw dopisanych do tréjkata XY Z.

Dowéd. Wynikanie w prawa strone juz udowodnilismy. W druga strone wystarczy skorzystaé z faktu, ze prosta
prostopadla do dwusiecznej wewnetrznej to dwusieczna zewnetrzna, wiec punkty X', Y’, Z’ to $rodki okregdéw
dopisanych do bokéw tréjkata XY Z. O

Prosta réwnolegta do prostej BC' przechodzaca przez punkt A jest styczna do okregu o $rednicy AH.
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Dowdd. Niech k bedzie rozwazana prosta. Wowczas k || BC oraz BC' L AH, czyli prosta k jest takze prostopadla
do srednicy AH i przechodzi przez punkt A, wiec jest styczna, co bylo do wykazania. O

Powyzszy fakt jest dos¢ prosty, ale bywa przydatny, co czyni go wartym zapamietania. Zauwazmy ponadto, ze
styczna w punkcie H jest réwnolegta do prostej BC.

Okrag dziewieciu punktéow

Dla ustalenia uwagi rozwazamy ponizej tylko trojkaty ostrokatne. Jednak ponizsze dowody da si¢ analogicznie
przeprowadzi¢ na katach skierowanych, a zatem dowodzone wlasnosci sg prawdziwe w kazdym tréjkacie.

Odbicia ortocentrum trojkata ABC wzgledem bokow i wzgledem $rodkéw bokow lezg na okregu na nim
opisanym. Ponadto, jesli H' jest odbiciem H wzgledem M — érodka BC, to AH' jest $rednica okregu
opisanego na ABC.

Dowdd. 7 okregu opisanego na czworokacie AHEF otrzymujemy
JBHC = 4EHF = 180° — 4BAC.

Jezeli punkt H' jest odbiciem punktu H wzgledem prostej BC' lub przez $rodek BC, to
JBH'C = 4BHC = 180° — 4<BAC,

zatem punkt H' lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. W przypadku, gdy punkt H’ jest odbiciem wzgledem
srodka boku, to caworokat HBH'C' jest réwnoleglobokiem, czyli H'C | HB L AC. Stad SABH' = 90°, czyli
odcinek AH’ to $rednica okregu opisanego na tréjkacie ABC. O

Kazdy z okregéw ©(BHC), ®(CHA), ®(AH B) ma promieh réwny promieniowi okregu ®(ABC'). Okregi
te sa odbiciami okregu ®(ABC') odpowiednio wzgledem prostych BC, CA, AB.

Dowdd. Niech A’ bedzie odbiciem punktu A wzgledem boku BC oraz D, E, F beda spodkami wysokosci
odpowiednio z punktow A, B, C. Zachodzi

JBCF =4BAD oraz JCBE = <JCAD,

zatem

JCA'B = JCAB = 180° — CHB.

Czworokat BHC A’ jest cykliczny, wiec okrag @(BHC) istotnie jest odbiciem okregu ®(ABC). Analogicznie
otrzymujemy teze dla okregéw ©(CHA) oraz ©(AHB). O

Twierdzenie (O sprzezeniu izogonalnym ortocentrum)

W tréjkacie ABC zachodzi réwnosé
JBAH = 4CAO.

Analogiczne réwnosci zachodzg przy wierzchotkach B i C.

Dowdd. 7 kata srodkowego i wpisanego otrzymujemy
1
JOAC = 5(180O —JCHA)=90° - 4CBA =<4BAH.

Analogicznie udowadniamy teze dla pozostalych wierzcholkéw. O

Jesli punkty O i M sa $rodkami odpowiednio okregu ®(ABC) i odcinka BC, to

2-OM = AH.

166



Ortocentrum MIKO 2023/24

Dowdd. Pokazemy, ze proste AO i HM przecinaja sie na okregu opisanym. Niech prosta AO przecina okrag
opisany na ABC' jeszcze w punkcie P. Wtedy z twierdzenia o sprzezeniu izogonalnym

JPBC = 4PAC = 4BAD = 4BCF,

wiec CH || PB oraz
4PCB = 4PAB = 4DAC = 4EBC.

Stad czworokat PCH B jest réwnoleglobokiem oraz odcinek H P dzieli odcinek BC na pol. Zatem punkty H,
M, P sa wspoélliniowe. Teza wynika teraz z twierdzenia o odcinku taczacym srodki bokéw w tréjkacie.

Cwiczenie 2.
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty X oraz Y sa ortocentrami tréjkatow ABC i1 DBC. Wykazad,
7ze AXY D jest réwnoleglobokiem.

Na mocy Lematu 7 jednoktadnosé o srodku w punkcie H i skali 1/2 przeksztalca okrag opisany na tréjkacie ABC
w okrag przechodzacy przez spodki wysokosci, srodki bokéw oraz $rodki odcinkéw taczacych wierzchotki z or-
tocentrum. Wynika stad nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (O okregu dziewieciu punktéw Eulera/Feuerbacha)

Spodki wysokosci, srodki bokéw oraz srodki odcinkéw taczacych wierzchotki z ortocentrum leza na jed-
nym okregu, ktérego srodkiem jest srodek odcinka O H. Okrag ten jest obrazem okregu opisanego na ABC'
w jednokladnosci o sSrodku w H i skali 1/2. Ponadto, jesli M i N sa $rodkami odcinkéw AH i BC, to MN
jest jego Srednica (analogicznie dla B i C).

Cwiczenie 3. (Prosta Steinera)
Pokazaé, ze jesli punkt P lezy na okregu opisanym na ABC, to jego odbicia wzgledem bokéw leza na jednej
prostej, ktéra przechodzi przez ortocentrum ABC.

Jedli M jest srodkiem boku BC', a BE i C'F sg wysokosciami trojkata ABC, to ME i M F sa stycznymi
do okregu o $rednicy AH.

Dowdéd. Niech S bedzie srodkiem odcinka AH. Na mocy twierdzenia Feuerbacha katy SMES i SMFS sa
proste. Ponadto proste M E i M F sa prostopadle do promieni SE i SF, skad wynika teza lematu. O
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Zadania

Zadanie 4.

Dany jest trojkat ABC z ortocentrum H, wpisany w okrag w. Niech M bedzie srodkiem boku BC, a X
punktem przecigcia pélprostej M H z okregiem w. Dodatkowo niech punkty E i F' beda spodkami wysokosci
poprowadzonych z wierzchotkéw B i C' w trojkacie ABC. Prosta AX przecina prosta BC' w punkcie S. Wykazad,
ze

(a) czworokat HEFX jest wpisany w okrag,
(b) proste SH oraz AM sa prostopadle.

Zadanie 5.
Dany jest trojkat ABC z ortocentrum H, wpisany w okrag o Srodku O. Niech M i N beda srodkami odpowiednio
odcinkéw BC' i AH. Wykaza¢, ze MN | AO.

Zadanie 6.
W tréjkacie ABC punkty O, O4, Op, O¢ sa srodkami okregéw opisanych na tréjkatach ABC, BHC, CHA,
AHB. Wykazaé, ze proste AO4, BOg, CO¢ maja punkt wspélny lezacy na prostej OH.

Zadanie 7. (Poreba wrzesien 2023)

W tréjkacie ABC punkty K, L sa spodkami dwusiecznych z wierzchotkéw B i C, a punkt I jest $rodkiem
okregu wpisanego w ABC'. Prosta K L przecina okrag opisany na ABC w punktach M oraz N. Wykazaé, ze
okrag opisany na MIN ma promien dwa razy wiekszy niz okrag opisany na ABC.

Zadanie 8.

W tréjkacie ABC punkty K i L sa punktami przeciecia dwusiecznych katéw S ABC i <ACB z bokami AC
i AB. Punkty O i J sg $rodkami okregdéw odpowiednio opisanego na trdjkacie ABC i A-dopisanego. Wykazad,
ze JO 1L KL.

Zadanie 9. (Iran TST 2011)

W ostrokatnym tréjkacie ABC kat przy wierzchotku B jest wigkszy niz kat przy wierzchotku C. Niech M bedzie
srodkiem boku BC, a punkty E i F' beda spodkami wysokoéci z wierzchotkéw B i C. Oznaczmy K i L jako
srodki odcinkéw M E i M F. Punkt T to taki punkt na prostej KL, ze TA || BC. Pokazaé, ze TA=TM.

Zadanie 10. (IMO Shortlist 2010 G1)
W trojkacie ABC wysokosci AD, BE, C'F przecinaja sie w H. Punkt P jest jednym z przecie¢ prostej EF
z okregiem opisanym na ABC, a punkt @ jest przecigciem prostych BP oraz DF. Wykazaé rownosé AP = AQ.

Zadanie 11.
Na tréjkacie ostrokatnym ABC opisano okrag. Oznaczmy Srodki krotszych tukéow BC, CA, AB odpowiednio
przez X, Y, Z. Udowodnié, ze pole trojkata ABC jest nie wieksze od pola trojkata XY Z.

Zadanie 12. (69 OM, III etap, zadanie 5)

Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB < AC. Punkty E'i F sa spodkami jego wysoko$ci opuszczonych
odpowiednio z wierzchotkéw B i C. Prosta styczna w punkcie A do okregu opisanego na tréjkacie ABC' przecina
prosta BC w punkcie P. Prosta rownolegla do prostej BC przechodzaca przez punkt A przecina prosta EF
w punkcie Q). Wykazaé, ze prosta PQ jest prostopadta do srodkowej tréjkata ABC wychodzacej z wierzchotka A.

Zadanie 13. (IMO 2013 P4)

Niech ABC' bedzie trojkatem ostrokatnym o ortocentrum w punkcie H. Niech W bedzie punktem na BC.
Oznaczmy przez E i F spodki wysokosci odpowiednio z wierzchotkéw B i C. Oznaczmy przez wy okrag opisany
na BWF. Niech X bedzie takim punktem na wy, ze WX jest jego srednicg. Analogicznie definiujemy wo jako
okrag opisany na CWE' i punkt Y jako punkt na ws taki, ze WY jest jego Srednica. Udowodnié, ze punkty X,
Y i H sa wspéltliniowe.

Zadanie 14. (USA TST 2011)

Ostrokatny tréjkat ABC jest wpisany w okrag w o srodku w punkcie O. Punkt H jest jego ortocentrum, a punk-
ty M i N sa $rodkami bokéw AB i AC. Pétproste M H i NH przecinaja okrag w odpowiednio w punktach P
i Q. Proste MN i PQ przecinaja sie w punkcie R. Wykazaé¢, ze OA 1. RA.
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Zadanie 15. (Poreba styczen 2024)

W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokosci AD, BE i C'F przecinaja sie w H. Niech M bedzie érodkiem BC'
i zalézmy, ze okregi opisane na EFM i BCH przecinaja sie w punktach P i Q. Wykazad, ze proste EF, PH
i M@ przecinaja sie na okregu opisanym na ABC.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Bartosz Trojanowski*, Tomasz Czyzewski, Mirostaw Koziak, Bartosz Kotwicki.
Cwiczenie 1.

Wykazaé, ze H jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat DEF'.

Rozwigzanie:

Wystarczy udowodnié, ze H jest przecieciem dwusiecznych katéow wewnetrznych tréjkata ortycznego DEF.
Pokazemy, ze <HFD = SHFE. Dow6d dla dwéch pozostalych par katéw jest analogiczny. Czworokaty AEHF
i BDHF sa cykliczne, wiec

JHFE = JHAE = 4DAC = 90° — JACB = 4CBE = DBH = JDFH.

A

Cwiczenie 2.
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty X oraz Y sa ortocentrami tréjkatow ABC 1 DBC. Wykazad,
ze AXY D jest rownoleglobokiem.

Rozwigzanie:
Kazda z prostych AX i DY jest prostopadta do BC, wiec proste te sa réwnolegle. Niech O bedzie srodkiem
okregu opisanego na czworokacie ABCD, a M — érodkiem odcinka BC'. Z Lematu 9 wiemy, ze

AX =20M = DY,

wiec AXY D jest réwnoleglobokiem, co konczy dowdd.
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Cwiczenie 3. (Prosta Steinera)
Pokazaé, ze jesli punkt P lezy na okregu opisanym na ABC, to jego odbicia wzgledem bokéw leza na jednej
prostej, ktora przechodzi przez ortocentrum ABC.

Rozwigzanie:

Niech P4, Pg, Pc oznaczajg odbicia punktu P wzgledem odpowiednio bokéw BC, C'A oraz AB, a kolejno punkty
A’, B’, C’ beda rzutami prostokatnymi punktu P na te boki. Z twierdzenia o prostej Simsona punkty A’, B,
C’ sa wspolliniowe. Zauwazmy, ze punkty te sa obrazami punktéw P4, P, Pc w jednokladnosci o skali 1/2
i drodku w punkcie P. Wobec tego odbicia P réwniez sa wspélliniowe.

Teraz pokazemy, ze H réwniez lezy na tej prostej. Niech w bedzie okregiem opisanym na ABC, @) bedzie
przecieciem w z PP, réznym od P oraz H' odbiciem H wzgledem boku AB. Oczywiscie punkt H' lezy na
okregu w oraz czworokat APQH’ jest trapezem réwnoramiennym, poniewaz jest wpisany w w oraz AH' || PQ.
Podobnie czworokat HH' P4 P jest trapezem réwnoramiennym. Wobec tego

IPPyH = SH' PPy = SH'PQ = JAQP.
Otrzymali$my zatem QA || HP4. Teraz zauwazmy, ze A’ i C’ leza na okregu o $rednicy PB, wiec
JPA'C' = IPBC' = SPBA = JPQA,

czyli AQ || A’C" || PaPc. Wobec tego prosta P4 H jest réwnolegla do prostej Steinera, a to oznacza, ze H lezy
na tej proste;j.

Zadanie 4.
Dany jest tréjkat ABC z ortocentrum H, wpisany w okrag w. Niech M bedzie srodkiem boku BC, a X
punktem przeciecia pélprostej M H z okregiem w. Dodatkowo niech punkty E i F' beda spodkami wysokosci
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poprowadzonych z wierzchotkéw B i C' w trojkacie ABC. Prosta AX przecina prosta BC' w punkcie S. Wykazad,
ze

(a) czworokat HEFX jest wpisany w okrag,

(b) proste SH oraz AM sa prostopadle.

Rozwiazanie:

(a) Odbicie punktu H wzgledem M nazwiemy H’'. Woéwczas z twierdzenia Feuerbacha H' jest antypoda
punktu A okregu w. Zatem
JAXH =4AXH' =90° = JAFH.
Stad punkt X lezy na okregu ©(AFHE), czyli w szczegdlnodei czworokat HEF X jest wpisany w okrag.

(b) Wiemy, ze XH 1 AS. Ponadto AH 1 BC, czyli AH 1 SM. Stad H jest ortocentrum trdojkata ASM,
wiec SH L AM.

Zadanie 5.
Dany jest tréjkat ABC' z ortocentrum H, wpisany w okrag o srodku O. Niech M i N beda srodkami odpowiednio
odcinkéw BC' i AH. Wykazaé, ze MN || AO.

Rozwigzanie:
Proste AN i OM sg oczywiscie réwnolegle. Z Lematu 9 mamy AN = OM, wiec AN MO jest réwnoleglobokiem.
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Zadanie 6.
W trojkacie ABC punkty O, O4, Op, O¢ sa srodkami okregdéw opisanych na tréjkatach ABC, BHC, CHA,
AHB. Wykazaé, ze proste AO4, BOg, CO¢c majg punkt wspdlny lezacy na prostej OH.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze OO 4 to symetralna BC' oraz odcinek AH jest réwniez prostopadly do BC, wiec OO 4 || AH. Z Le-
matu 8 wiemy, ze O H = AO, wiec OAHO 4 jest réwnoleglobokiem i $rodek odcinka O H lezy na prostej O 4 A.
Analogicznie odcinki OpB i OcC' przechodza przez srodek odcinka OH.

Zadanie 7. (Por¢ba wrzesien 2023)

W tréjkacie ABC punkty K, L sa spodkami dwusiecznych z wierzchotkéw B i C, a punkt I jest srodkiem
okregu wpisanego w ABC'. Prosta KL przecina okrag opisany na ABC w punktach M oraz N. Wykazaé, ze
okrag opisany na MIN ma promieh dwa razy wiekszy niz okrag opisany na ABC.

Rozwigzanie:

Definicja (O$ ortyczna)

Niech A’, B’, C’ bedg spodkami wysokosci odpowiednio z wierzchotkéw A, B, C tréjkata ABC. Niech X,
Y, Z beda przecigciami prostych A’B’, B'C’, C' A’ odpowiednio z prostymi AB, BC, CA. Osiq ortyczng
tréjkata ABC nazywamy prosta przechodzaca przez punkty X, Y i Z

O$ ortyczna trojkata ABC jest osig potegowsa jego okregu opisanego i okregu dziewieciu punktéw.

Dowdd. Oczywiscie punkty A’, B', A, B lezg na jednym okregu. Stad

Pot(X, ®(A'B'C")) = XA'- XB' = Pot(X, ®(A'B'AB)) =
= XA-XB = Pot(X,o(ABC)).

Zatem X lezy na osi potegowej okregu dziewieciu punktéw oraz okregu opisanego. Analogiczne rozumowanie
przeprowadzamy dla punktéw Y i Z. O
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Niech P, @, R beda odpowiednio $rodkami okregéw A-dopisanego, B-dopisanego oraz C-dopisanego. Oczywiscie
PQ L CR, QR L AP, RP 1 BQ,

wiec I jest ortocentrum tréjkata PQR. Okrag ©(ABC) jest okregiem dziewieciu punktéw tréjkata PQR,
poniewaz przechodzi przez jego spodki wysokosci. Stad mamy, ze $rodki IQ, QR i RI leza na okregu ©(ABC).
Prosta KL jest osia ortyczna trojkata IQR (trojkat ABC jest réwniez tréjkatem ortycznym tréjkata IQR).
Korzystamy z Lematu 11 i otrzymujemy, ze K L jest osia potegowa okregéw ©(ABC) i ©(IQR), wiec ©(IQR) =
OUMN). Z Lematu 8 otrzymujemy teze.

Zadanie 8.

W tréjkacie ABC punkty K i L sa punktami przeciecia dwusiecznych katéw SABC i <ACB z bokami AC
i AB. Punkty O i J s $rodkami okregdéw odpowiednio opisanego na trdjkacie ABC i A-dopisanego. Wykazad,
ze JO L KL.

Rozwigzanie:

Niech X, Y beda punktami przeciecia osi potegowej okregéw danych w tresci zadania z prostymi AB i AC.
Dodatkowo niech M i N beda punktami styczno$ci okregu A-dopisanego z prostymi AB i AC. Oczywi-
scie XY L OJ. Przez s oznaczmy potowe obwodu ABC'. Wéwczas z potegi punktu wzgledem okregu dopisanego
otrzymujemy, ze

1 1 1
AM = AN = i(AM—&-AN) = §(AB+BM+CN+AC) = i(AB—i-BC—I-CA) =s.
Mamy XA - XB = X M?, wigc

52 52

B — (e 2 : — =
XAXA-AB) = (s - X4),  eyli  XA=go—m=po s

Analogicznie otrzymujemy Y A = s?/(BC + AB). Z twierdzenia o dwusiecznej dostajemy, ze

AB - AC AB - AC

AR ="%"5c o ALl=J5TBo

wiec AL/AK = AX/AY . Z twierdzenia Talesa otrzymujemy teze.
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Zadanie 9. (Iran TST 2011)

W ostrokatnym tréojkacie ABC kat przy wierzchotku B jest wiekszy niz kat przy wierzchotku C. Niech M bedzie
srodkiem boku BC, a punkty E i F' beda spodkami wysokosci z wierzchotkéw B i C. Oznaczmy K i L jako
srodki odcinkéw ME i MF. Punkt T to taki punkt na prostej KL, ze TA || BC. Pokaza¢, ze TA =TM.

Rozwigzanie:

Z Lematu 10 wynika, ze proste M E i M I s styczne do okregu opisanego na trojkacie AEF. Zatem prosta LK
to 0$ potegowa okregu opisanego na czworokacie AFHE i okregu o promieniu 0 o $rodku w punkcie M. Zatem T
lezy na ich osi potegowej. Dodatkowo AH to $rednica okregu opisanego na czworokacie AFHE, wiec AT | AH,
a skoro AH L BC, to AT || BC. Wéwczas z potegi punktu otrzymujemy, ze

TA? =TM?,

czyli TA = T'M, co nalezalo wykazad.
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Zadanie 10. (IMO Shortlist 2010 G1)
W tréjkacie ABC wysokoéci AD, BE, C'F przecinaja sie w H. Punkt P jest jednym z przecieé prostej EF
z okregiem opisanym na ABC', a punkt @) jest przecieciem prostych BP oraz DF. Wykaza¢ réwnos¢ AP = AQ.

Rozwigzanie:
Bez straty ogoélnosci przyjmijmy, ze AB < AC. Rozwazymy dwa przypadki, najpierw zalézmy, ze P lezy po
przeciwnej stronie AC niz B. Zauwazmy, ze

JAPQ = JAPC — $BPC = 180° — $ABC — $BAC = JACB = 180° — JAFQ,

poniewaz punkty A, C, D, F leza na okregu o érednicy AC. Z tego powodu punkty A, F'; P, @ leza na jednym
okregu. Stad
JAQP = 4AFE = JACB = SAPQ,

poniewaz punkty B, C, E, F' lezg na okregu o $rednicy BC'. Zatem AP = AQ.
Teraz zalézmy, ze punkty P i B sa po tej samej stronie prostej AC. Zauwazmy, ze
JAPQ = 180° — JAPB = JACB = 180° — JAFD = JAFQ,

wiec punkty A, F, P, Q leza na jednym okregu. Dalsza cze$¢ dowodu jest analogiczna do pierwszego przypadku,
poniewaz JAFE = JACB.

Zadanie 11.
Na tréjkacie ostrokatnym ABC opisano okrag. Oznaczmy $rodki krétszych tukéw BC, C A, AB odpowiednio
przez X, Y, Z. Udowodnié, ze pole trojkata ABC jest nie wigksze od pola tréjkata XY Z.

Rozwiazanie:
Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Wykazemy, ze jest on ortocentrum tréjkata XY Z.
Znanym faktem jest, ze I to przeciecie prostych AX, BY, CZ. Zauwazmy, ze

IXZY = IXZC + 3V ZC = $XAC + Y BC = %(<)BAC + JABOC),

a takze 1
JAXZ = qACZ = §<}AC’B.
Stad wynika, ze <XZY + JAXZ = 90°, wiec proste AX i ZY sa prostopadle. Analogicznie dostajemy pro-

stopadlo$é¢ prostych BY i ZX, czyli punkt I jest ortocentrum tréjkata XY Z. Niech H, bedzie odbiciem
ortocentrum H tréjkata ABC wzgledem BC. Oczywiscie [BH4C| < [BXC], poniewaz odleglo$é punktu H' od
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prostej BC' jest rowna co najwyzej odlegtosci punktu X od prostej BC'. Analogicznie dostajemy dwie podobne
nieréwnosci. Zauwazmy, ze

[ABC] = [ABH] + [BCH] + [CAH] =
= [ABHc] + [BCHa) + [CAHp) < [BXC] + [CY A] + [AZB).

Na koniec pozostaje zauwazy¢, ze punkty A, B, C to odbicia punktu I odpowiednio wzgledem prostych Y Z,
ZX, XY. Wobec tego

2AXYZ] = [XY Z] + [XYC] + [YZA] + [ZXB] = [ABC] + [BXC] + [CY A] + [AZB],

wiec z wezedniej uzyskanej nieréwnosci otrzymujemy teze zadania.

Zadanie 12. (69 OM, III etap, zadanie 5)

Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB < AC. Punkty E'i F sa spodkami jego wysoko$ci opuszczonych
odpowiednio z wierzchotkéw B i C. Prosta styczna w punkcie A do okregu opisanego na tréjkacie ABC' przecina
prosta BC w punkcie P. Prosta rownolegla do prostej BC przechodzaca przez punkt A przecina prosta EF
w punkcie Q). Wykazaé, ze prosta PQ jest prostopadta do srodkowej tréjkata ABC wychodzacej z wierzchotka A.

Rozwigzanie:

Przez M oznaczmy $rodek BC'. Niech wy, wa, w3, wy beda odpowiednio okregami opisanymi na tréjkatach ABC,
AFEF, FBCE oraz okregiem o srodku w A i promieniu 0. Okregi ws 1 w3 przecinaja sie w E i F', wiec prosta E'F,
do ktérej nalezy punkt @, jest osia potegowsa tych okregdéw. Poniewaz

JEFA =180° — BFE = JACB = JEAQ),

to prosta AQ jest styczna do we. Zatem z twierdzenia o osiach potegowych dla okregdéw wa, ws, wy wynika, ze
punkt @ lezy na osi potegowej okregéw ws i wy. Rozwazamy osie potegowe wy, wy i wy i analogicznie otrzymujemy,
ze punkt P réwniez lezy na tej osi potegowej. Stad wynika, ze prosta PQ jest prostopadia do prostej taczacej
srodki okregéw ws i wy, co jest réwnowazne z teza zadania.
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Zadanie 13. (IMO 2013 P4)

Niech ABC' bedzie trojkatem ostrokatnym o ortocentrum w punkcie H. Niech W bedzie punktem na BC.
Oznaczmy przez E i F spodki wysoko$ci odpowiednio z wierzchotkéw B i C. Oznaczmy przez w, okrag opisany
na BWF. Niech X bedzie takim punktem na wy, ze WX jest jego srednicg. Analogicznie definiujemy wo jako
okrag opisany na CWE' i punkt Y jako punkt na ws taki, ze WY jest jego srednica. Udowodnié, ze punkty X,
Y i H sa wspolliniowe.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie drugim przecieciem okregéw wy i ws. Z twierdzenia Miquela wynika, ze lezy on tez na ©(AEHF).
Mamy NAFC ~ NAEB, wiec AF - AB = AE - AC. Zatem punkty A, P, W leza na osi potegowej okregdéw wq
i wo, czyli sa wspoltliniowe. Skoro punkt X jest antypoda punktu W, to

IWPX =90° = JAPH = YW PH,

wiec punkty P, H, X leza na jednej prostej. Analogicznie udowadniamy, ze punkt P lezy na prostej HY . Zatem
proste HX i HY sie pokrywaja.

Zadanie 14. (USA TST 2011)

Ostrokatny tréjkat ABC' jest wpisany w okrag w o Srodku w punkcie O. Punkt H jest jego ortocentrum, a punk-
ty M i N sa $rodkami bokéw AB i AC. Pétproste M H i NH przecinaja okrag w odpowiednio w punktach P
i Q. Proste MN i PQ przecinaja sic w punkcie R. Wykazaé¢, ze OA 1. RA.

Rozwiazanie:
Oznaczmy przez ¢ okrag Feuerbacha tréjkata ABC'. Niech P’ i Q' beda drugimi punktami przecigcia okregu ¢
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kolejno z prostymi M P i NQ. Z twierdzenia Feuerbacha wynika, ze punkt H jest $rodkiem jednokladnosci
okregdéw ¢ oraz w. Z definicji jednoktadnoéci

HQ =2 -HQ oraz HP=2-HP'.
Zauwazmy, ze potega punktu H wzgledem okregu ¢ wynosi
Pot(H,¢) = HP'- HM = HQ' - HN.
Zatem
2-Pot(H,¢)=HP-HM = HQ-HN,

czyli punkty P, Q, M, N leza na jednym okregu. Niech w; = ©(PQMN) oraz wy = ©(AMN). Zauwazmy, ze
prosta PQ jest osia potegowa okregéw wq i w, a prosta M N osia potegowa okregow ws i w1 . Z twierdzenia o osiach
potegowych prosta AR jest osia potegowa okregdw w i wy. Zauwazmy, ze punkty B i C sa obrazami punktéw M
i N w jednokladnosci o $rodku w punkcie A i skali 2, wiec w jest obrazem okregu ws w tej jednoktadnosci.
Oznacza to, ze okregi w i we sa styczne.

Zadanie 15. (Poreba styczen 2024)

W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokosci AD, BE i C'F przecinaja sie w H. Niech M bedzie érodkiem BC'
i zalézmy, ze okregi opisane na EFM i BC'H przecinaja sie w punktach P i Q. Wykazad, ze proste EF, PH
i M@ przecinaja sie na okregu opisanym na ABC.

Rozwiazanie:
Niech €2 oznacza okrag opisany na tréjkacie ABC.

Pokazemy na poczatku, ze prosta PH przechodzi przez punkt przecigcia FF i ). Rozwazmy antyinwersje
wzgledem okregu o srodku w punkcie H i o promieniu vVAH - DH. Wiemy, ze czworokaty ABDE, BCEF,
CAFD sa cykliczne, czyli z potegi punktu H wynika, ze obrazami punktéw D, E, F' w tej antyinwersji beda
odpowiednio A, B, C. Istotnie zamienia ona okrag Feuerbacha tréjkata ABC na okrag ). Skoro punkt P lezy na
okregu Eulera oraz na okregu BCH, ktéry przechodzi przez érodek okregu inwersyjnego, to punkt P przejdzie
w tej antyinwersji na przeciecie prostej EF' z okregiem ).

Pokazemy teraz, ze M@ takze przechodzi przez punkt przeciecia EF i . Rozwazmy w tym celu inwersje
wzgledem okregu opisanego na czworokacie BCEF, ktorego srodkiem jest punkt M. Okregi opisane na BCEF
oraz AEHF sy ortogonalne, czyli H przejdzie na przecigcie prostej M H z okregiem (). Istotnie okrag opisany
na tréjkacie BCH przechodzi w tej inwersji na okrag opisany na tréjkacie ABC, stad punkt @ przejdzie na
przeciecie prostej EF z okregiem 2, czyli na przeciecie prostych PH i EF, co konczy dowdd.
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Podobienstwo spiralne

Kordian Pisarek

Definicje

Definicja (Podobiefistwo spiralne)

Podobienstwo spiralne jest to przeksztalcenie bedace zlozeniem jednokladno$ci oraz obrotu, przy czym
$rodek jednoktadno$ci jest réwniez srodkiem obrotu.

Definicja (Srodek podobienstwa spiralnego)

Srodek podobieristwa spiralnego jest to punkt bedacy wspélnym érodkiem jednokladnosci i obrotu.

Definicja (Figury podobne spiralnie)

Figura X jest podobna spiralnie do figury Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie podobienstwo spi-
ralne f, ze f(X) =Y. Latwo zauwazyé, ze jest to réwnowazne z istnieniem podobiefistwa spiralnego g
takiego, ze g(Y) = X (wykonujemy jednokladnosé o odwrotnej skali oraz obrét o kat przeciwny do tego
z podobienstwa f).

Tréjkaty ABC 1 XY Z ponizej sg spiralnie podobne.

A

Wtasnosci

Zlozenie dwoch spiralnych podobienstw o tym samym srodku réwniez jest spiralnym podobienstwem
w tym S$rodku.

Dowdd. Wynika to wprost z wlasnosci izometrii. OJ

Punkt O jest érodkiem spiralnego podobienistwa odcinkéw AB oraz C'D wtedy i tylko wtedy, gdy tréj-
katy OAB i OCD sa podobne.

Dowdéd. Na poczatek pokazemy implikacje w prawo. Niech I bedzie jednokladnoscia o skali AB/CD i o $rodku
w punkcie O. Nazwijmy C’ = I(C) oraz D' = I(D). Zatem AOAB ~ AOCD, to AOAB = AOC'D’. Te
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tréjkaty maja jednak wspdlny punkt O, wiec obrét o sSrodku w punkcie O i kacie SC'OA = 4 D’'O B przeksztalca
punkty C’ i D’ odpowiednio w A i B.

A B

Teraz pokazemy implikacje w lewo. Przypu$émy nie wprost, ze tréjkaty OAB 1 OCD nie sa podobne. Wtedy
co najmniej dwa katy tych tréjkatéw nie sa rowne swoim odpowiednikom.

1° Jedli tymi katami sa AOB i COD, to zaden obrét o érodku w punkcie O nie przeksztalci tych punktéw
tak, by O, A1 C’, oraz O, B i D’ byly wspoélliniowe, wiec réwniez zadna jednokladno$é ich na siebie
pézniej nie przeksztalci.

2° Jesli jednak SAOB = 4COD, to nawet, jedli wykonamy taki obrét, by O, Ai C’, oraz O, B i D’ byly
wspolliniowe, to SOAB # JOC'D’, wiec zadna jednokladnos$é nie przeksztalci C'D’ na AB.

Otrzymana sprzecznosé¢ daje teze. O

Kazde dwa odcinki (nielezace na jednej prostej) maja dokladnie jeden $rodek podobiefistwa spiralnego.

Dowdd. By wykazaé ten fakt, przedstawimy konstrukcje srodka podobienstwa spiralnego. Rozwazmy odcinki
AB oraz CD. Nazwijmy X jako przeciecie prostych AC oraz BD. Niech Y bedzie drugim przecieciem okregdéw
opisanych na tréjkatach ABX oraz CDX. Pokazemy teraz, ze Y jest srodkiem pewnego podobienstwa spiralnego
przeksztalcajacego odcinek AB na C'D, oraz ze jest on jedynym punktem z ta wlasnoscig.

- C
Zauwazmy, ze czworokaty ABXY oraz CDXY sa cykliczne. Jest to rownowazne z
JAYB =4AXB=<9CXD =9CYD

oraz
JBAY = 4BXY =180° — JY XD = JYCD.

To z kolei jest réwnowazne z faktem, ze trojkaty YC'D i Y AB sa podobne. Teraz, na mocy Lematu 1, dostajemy
réwnowaznosé istnienia punktu Y z podobienstwem spiralnym odcinkéw AB i C'D. Latwo zauwazy¢, ze punkt Y
zawsze istnieje. Mozemy jednak wykonaé¢ rozumowanie w drugg strone — zat6zmy, ze odcinki AB 1 C'D sg podobne
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spiralnie w punkcie Y. Wykonanie konstrukcji od tytu, i powyzsza réwnowazno$é dowodzi, ze Y musi spelniaé¢
konstrukcje. Latwo réwniez zauwazy¢, ze zawsze istnieje doktadnie jeden punkt Y, co konczy dowdd O

Jesli istnieje podobienstwo spiralne f o srodku w punkcie O przeksztalcajace odcinek AB w odcinek C'D,
to istnieje réwniez podobienstwo spiralne g o érodku w punkcie O przeksztalcajace odcinek AC' w odci-
nek BD.

Dowdd. na mocy Lematu 1 wiemy, ze AOAB ~ AOCD. Lemat 2 implikuje, ze jesli X oznaczymy drugie
przeciecie okregéw G(ABY) i ®(CDY), to punkty A, X i C oraz B, X i D beda wspdélliniowe. Mozemy wiec
analogicznie przenie$¢ katy

JACY = XCY = 4XDY = 4BDY
oraz

JCAY = 9XAY = 4XBY = 4DBY.
Wtedy AACY ~ ABDY . Lemat 1 daje koniec dowodu. O

Zadanie 1. (Punkt Miquela dla czworoboku zupelnego)
Proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie @), a proste AD i BC' w punkcie P. Wykazaé, ze okregi opisane na
tréjkatach PAB, PCD, QAD oraz QC B majg wspélny punkt.

Zadanie 2.
Tréjkaty ABC i A’B’C sa podobne i zgodnie zorientowane, przy czym

JACB = 4A'CB' = 90°.
Wykazaé, ze AA’ | BB'.

Zadanie 3.

Okregi wy i wy przecinaja sie w punktach M oraz N. Punkty A i B rézne od M i N leza odpowiednio na
okregach wy i we. Punkty O; i Os to srodki okregdw wy i wo. Wykazaéd, ze tréjkaty M AB i M O105 sa podobne
wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, B i N sa wspoétliniowe.

Zadanie 4.
Dany jest trojkat ABC, przy czym zachodzi AC = BC oraz 4ACB = 90°. Punkt S lezy na okregu o $redni-

cy BC. Prosta symetryczna do prostej SC wzgledem prostej AB przecina prosta BC' w punkcie D. Wykazad,
ze SDSA = 90°.

Zadanie 5.
Dany jest prostokat ABC'D. Punkt P jest rzutem punktu D na przekatna AC. Punkty X oraz Y sa srodkami
odcinkéw odpowiednio AP oraz BC. Udowodnié, ze Y X D = 90°.

Zadanie 6.

Trojkaty ABF, BCD i CAE sa podobne i zgodnie zorientowane, przy czym punkty D, FE i F leza na zewnatrz
tréjkata ABC. Wykazaé, ze punkt przeciecia srodkowych trdojkata ABC pokrywa sie z punktem przeciecia
srodkowych trojkata DEF.
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Zadanie 7.

Dany jest tréjkat ABC oraz punkty A’, B’ oraz C’ odpowiednio na bokach CA, AB i BC, przy czym tréjkaty
ABC i A’B'C’ s3 podobne. Niech T bedzie $rodkiem spiralnego podobienstwa przeksztalcajacego trojkat ABC
w trojkat A’B'C’. Wykazadé, ze

JTAC = JTA'C' = TCB = 4TC'B = JTBA = 4TB'A’.

Zadanie 8. (Japan MO 2018)

Dany jest réznoboczny tréjkat ABC. Punkty D i E leza odpowiednio na odcinkach AB i AC, przy czym
spelione jest AC = CD oraz AB = BE. Niech w bedzie okregiem opisanym na trojkacie ADFE, a P odbiciem
punktu A przez prosta BC. Proste PD i PE przecinaja okrag w ponownie w punktach X i Y. Wykazaé, ze
proste BX i C'Y przecinaja sie na okregu w.

Zadanie 9.

Punkty A’, B’ oraz C’ leza odpowiednio na bokach BC, CA oraz AB tréjkata ABC, przy czym AABC ~
AA'B'C’" (zgodnie zorientowane). Niech D = BB'NCC', E = CC'n AA', F = AA' N BB’'. Wykazaé, ze
okregi ©(ABF), ©(A'B'F), ®(BCD), ®(B'C'D), ®(ACE) oraz ®(A’C’'E) maja punkt wspolny.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Mariia Kulyk*, Adam Tutkowski, Stanistaw Jétkowski.

Zadanie 1. (Punkt Miquela dla czworoboku zupelnego)
Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie @, a proste AD i BC' w punkcie P. Wykazaé, ze okregi opisane na
tréjkatach PAB, PCD, QAD oraz QCB maja wspélny punkt.

Rozwigzanie:

Rozwazmy $érodek spiralnego podobienstwa odcinkéw AB i DC — oznaczmy ten punkt jako M. Wedlug kon-
strukeji, okregi ©(PAB) i ©(PDC) tna si¢ w punktach P oraz M. Lemat 3 implikuje jednak, ze M jest réwniez
srodkiem podobienstwa spiralnego dla odcinkéw DA i BC, wigc analogicznie okregi ©(QDA) i ©®(QBC) tna sie
w @ i M. Tak wiec wszystkie cztery okregi zawieraja punkt wspdlny M.

Zadanie 2.
Tréjkaty ABC 1 A'B’C sa podobne i zgodnie zorientowane, przy czym

JACB = 4A'CB' = 90°.
Wykazaé, ze AA’ | BB'.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze skoro trojkaty ABC i A’B’C sg podobne i zgodnie zorientowane, a C' jest ich punktem wspol-

nym, to punkt C jest Srodkiem podobienstwa spiralnego tréjkatéw ABC, A’B'C. Stad punkt C jest $rodkiem
podobiefistwa odcinkéw BC' oraz B'C’.

z lematu 4, skoro punkt C jest $rodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego odcinek AB w odci-
nek A’ B’, to punkt C tez jest $rodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego odcinek AA’ w odcinek BB'.
Stad tréjkaty CAA’ i CBB’ sg podobne spiralnie w punkcie C.

Wtedy kat miedzy odcinkami AA’ i BB’ jest réwny katowi obrotu w tym podobiefistwie spiralnym. Stad kat
miedzy odcinkami AA’ oraz BB’ jest réwny <BCA = 90°.
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Zadanie 3.

Okregi wy 1 wo przecinaja sie w punktach M oraz N. Punkty A i B rézne od M i N leza odpowiednio na
okregach wy i we. Punkty O; i O to Srodki okregdéw wi i wo. Wykazaé, ze tréjkaty M AB i M O104 sa podobne
wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, B i N sa wspolliniowe.

Rozwigzanie:
Na poczatek pokazemy implikacje w lewa strone, czyli jesli punkty A, B, N sa wspotliniowe, to tréjkaty M AB
i MO;04 sa podobne.

Niech K3, K5 beda antypodami punktu M w okregach w; i we. Wowczas
IMNK; + SMNK, =90° 4+ 90° = 180°,
czyli punkty K7, M, K5 sa wspolliniowe. Skoro punkty A oraz K; leza na okregu wq, to
IMAB = SMAN = MK N = SM K1 K>.
Analogicznie M BA = SMK> Ky, wiegc AMAB ~ MK K,, czyli te tréjkaty sa podobnie spiralnie w punk-

cie M. Poniewaz punkty O1, Oz sa $rodkami odcinkéw M K5 oraz M Ky (jako $rodki okregéw), to AM Ky Ko ~
AMO105 z twierdzenia Talesa. Wobec tego zachodzi podobienstwo AMAB ~ AMO,0,.

Teraz pokazemy implikacje w prawg strone, czyli jesli trojkaty M AB i MO102 sa podobne, to punkt N lezy
na prostej AB.

Niech K7, K5 beda antypodami punktu M odpowiednio w okregach w; i wy. Z poprzedniej czesci dowodu wiemy,
7e AMK 1Ky ~ AMO;,03, czyli AMAB ~ AMO102. W takim razie $MAB = SMK; Ks. Oznacza to, ze
punkty M, A, K; oraz punkt przecigcia prostych AB i Kj K5 leza na jednym okregu. Poniewaz punkty M, A,
K leza na okregu wq, to wspomniany punkt przeciecia réwniez musi naleze¢ do okregu wy.

Jedynymi punktami przeciecia prostej K Ko z okregiem w; sa punkty K; oraz N. Punktem przeciecia prostych
AB i KK, nie moze byé K;, poniewaz w przeciwnym razie okregi wy i we bylyby tozsame. Zatem musi to
byé punkt N. Skoro punkt N jest punktem przeciecia prostej AB z inna prosta, to w szczegélnosci lezy on na
prostej AB, co konczy dowdd.
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Zadanie 4.

Dany jest trojkat ABC, przy czym zachodzi AC = BC oraz 4 ACB = 90°. Punkt S lezy na okregu o $redni-
cy BC. Prosta symetryczna do prostej SC wzgledem prostej AB przecina prosta BC' w punkcie D. Wykazad,
ze SDSA = 90°.

Rozwiazanie:
Niech S’ bedzie przecigciem okregu opisanego na AC'D z okregiem opisanym na BC'S. Niech E bedzie odbiciem
punktu C wzgledem prostej AB. Czytelnik zechce zauwazyé, ze JEDB = JACS. Wobec tego wystarczy
pokazaé, ze JEDB = SACS’. Niech F bedzie przecieciem prostej BS’ z prosta AE. Z podobiefistwa spiralnego
o $rodku w S’ przeksztalcajacego okrag opisany na AC'S’ na okrag opisany na DBS’ mamy <FBC = JACS’.
Zauwazmy, ze

JFSC =180° — 4BS'C = 90°

i FAC = 90°. W taki sposéb na czworokacie AFS’C da si¢ opisaé okrag. Jest to ten sam okrag, co opisany
na czworokacie ACDS’, z czego wynika, ze odcinki AD i F'C sa jego $rednicami. Wtedy ACDF to prostokat,
a to nam daje przystawanie AFDB = ADFE z cechy bok-kat-bok. Zauwazmy, ze

JACS' = SFBC = JAED = SEDB,

gdzie ostatnia réwnosé zachodzi z faktu, ze AF || BC. Pokazali$my, ze S = S’ oraz, ze $DSA = 90°. W takim
razie

JASD = JAS'D = 180° — JACD = 90°.

Zadanie 5.
Dany jest prostokat ABCD. Punkt P jest rzutem punktu D na przekatna AC. Punkty X oraz Y sa $rodkami
odcinkéw odpowiednio AP oraz BC. Udowodnié, ze Y XD = 90°.

Rozwigzanie:
Najpierw pokazemy, ze srodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego odcinek AX na BY jest punkt D.
Wtedy wystarczy pokazaé, ze tréjkaty DAX i DBY sa podobne. Wiemy, ze ABCD jest prostokatem, wiec

JDAP =<4DAC =<4DBC.
7Z tresci tez wiemy, ze
JDPA =90° = 4DCB.

Z tych dwéch réwnosci katow wiemy, ze ADAP ~ ADBC. Punkty X, Y sa Srodkami bokéw odpowiednio AP,
BY, wiec skoro tréjkaty DAP i DBC sa podobne, to tréjkaty DAX i DBY sa tez podobne. Wtedy punkt D
jest srodkiem podobienstwa spiralnego odcinkéow AX i BY . Z tej zaleznosci otrzymujemy, ze ADAB ~ ADXY'.
Stad skoro $DAB = 90°, to SDXY = 90°.
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Zadanie 6.

Tréjkaty ABF, BCD i CAFE sa podobne i zgodnie zorientowane, przy czym punkty D, F i F' leza na zewnatrz
tréjkata ABC. Wykazaé, ze punkt przeciecia srodkowych trojkata ABC pokrywa sie z punktem przeciecia
srodkowych trojkata DEF.

Rozwiazanie:

Niech G bedzie $rodkiem ciezkosci trojkata ABC, niech M bedzie $rodkiem odcinka BC, za§ N — $rodkiem
odcinka E'F. Niech D’ bedzie odbiciem punktu D wzgledem punktu M. Udowodnimy, ze czworokat AED'F
jest réwnolegtobokiem.

Z definicji punktu D’ wynika, ze ACD'B ~ ABDC oraz z zalozenia wiemy, ze ABDC ~ ACFEA. Zatem
mamy ACD'B ~ ACEA, przy czym te trojkaty sa zgodnie zorientowane. Oznacza to, ze istnieje podobiefistwo
spiralne o §rodku w punkcie C' przeksztalcajace odcinek AE na odcinek BD’. Z Lematu 4 wynika, ze réwniez
istnieje spiralne podobienstwo o $rodku w punkcie C przeksztatcajace odcinek D'E na odcinek BA, co oznacza,
ze ACED' ~ ANCAB. Niech T bedzie punktem przecigcia prostych D'E i AB. Wtedy mamy

JTAC = 4BAC = 4D'EC = JTEC,
zatem na czworokacie TAEC mozna opisa¢ okrag. To daje nam
JATE = JACE,
jednak skoro ANACE ~ ABAF, wiec
JACE = 4BAF,
zatem proste D'E i AF sa réwnolegte.

Analogicznie dowodzimy, ze proste AE i D'F sg réwnolegle, zatem czworokat AED'F rzeczywiscie jest réwno-
legtobokiem.

Niech G’ bedzie punktem przecigcia odcinkéw DN i AM. Skoro N jest §rodkiem odcinka EF, to N jest réwniez
$rodkiem odcinka AD’. Z definicji M jest $rodkiem odcinka DD’ wiec G’ jest srodkiem ciezkosci tréjkata AD'D.
Wynika stad, ze

AGT 9
GM 7
zatem skoro M to $rodek BC, to G’ jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC, czyli G' = G. Mamy réwniez
D
G _,
GN

zatem G jest srodkiem ciezkosci trojkata DEF, co byto do udowodnienia.
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Zadanie 7.

Dany jest tréjkat ABC oraz punkty A’, B’ oraz C’ odpowiednio na bokach CA, AB i BC, przy czym tréjkaty
ABC i A’B'C’ s3 podobne. Niech T bedzie $rodkiem spiralnego podobienstwa przeksztalcajacego trojkat ABC
w tréjkat A’B'C’. Wykazad, ze

ITAC = JTA'C' = TCB = ITC'B' = TBA = {TB'A’.

Rozwigzanie:
Odcinki AC' i A’C’, BC'i B'C’ oraz AB i A’B’ s3 podobne spiralnie, wiec z Lematu 4 réwniez AA’ i CC’, AA’
i BB’ oraz BB’ i CC’ sg podobne spiralnie w tym samym s$rodku 7. Wobec tego z Lematu 2 zachodzi

JTAC = JTAA' = JTBB' = JTBA.

Analogicznie otrzymujemy, ze ST BA = JTCB. Dodatkowo stosujemy Lemat 2 dla tréjkatéw ABC i A’B’C’
i dostajemy, ze
JTAC =4TA'C', JTCB=4TC'B’, JTBA=J4TB' A"

Po polaczeniu wszystkich rownosci otrzymujemy teze.

Zadanie 8. (Japan MO 2018)

Dany jest réznoboczny tréjkat ABC. Punkty D i E leza odpowiednio na odcinkach AB i AC, przy czym
spelione jest AC = CD oraz AB = BE. Niech w bedzie okregiem opisanym na trojkacie ADFE, a P odbiciem
punktu A przez prosta BC. Proste PD i PE przecinaja okrag w ponownie w punktach X i Y. Wykazaé, ze
proste BX i C'Y przecinaja sie na okregu w.
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Rozwigzanie:
Najpierw pokazmy, ze odcinki XY i BC sa podobne spiralnie w punkcie A. Wystarczy pokazaé, ze trojkaty AXY
i ABC sa podobne. Zauwazmy, ze skoro AC' = CD, to

IBAC = $ADC = 4BPC.

Stad <BPC = 180° — 4BDC, wigc czworokat BPCD jest cykliczny. Analogicznie czworokat BPCE jest
cykliczny, wiec punkty B, P, C, D, E leza na jednym okregu. Ten okrag oznaczmy jako (2. Popatrzmy na
kat AXY. Punkty A, X, Y, E leza na jednym okregu, wiec

JAXY =180° — 4AEY = JCEY.
Skoro punkt Y lezy na odcinku EP, to
JAXY = QCEP = 4CBP,

poniewaz punkty C, E, B, P leza na jednym okregu. Skoro SCBP = JCBA, poniewaz punkt P jest odbiciem A
wzgledem BC, to
JCBA =<J4CBP =<4CEP = JAXY.

Analogicznie pokazujemy, ze JAY X = 4BCA. W takim razie tréjkaty AXY i ABC sa podobne, wiec od-
cinki XY i BC sa podobne spiralnie w A. Wiemy, ze punkt A jest przecieciem okregéw opisanych na AAXY
ina AABC oraz trojkaty AXY i ABC sa podobne spiralnie w punkcie A. W takim razie zgodnie z Zadaniem 2
drugie przeciecie tych okregdéw lezy na przecieciu prostych BX i C'Y. Oznacza to, ze przeciecie BX i CY lezy
na okregu opisanym na AAXY  ktory jest okregiem w.

,VV—A —

Zadanie 9.

Punkty A’, B’ oraz C' leza odpowiednio na bokach BC, CA oraz AB tréjkata ABC, przy czym AABC ~
ANA'B'C’ (zgodnie zorientowane). Niech D = BB' N CC', E = CC' N AA’, F = AA’ N BB'. Wykazaé, ze
okregi ©(ABF), ®(A'B'F), ®(BCD), ®(B'C'D), ®(ACE) oraz ®(A’C’'E) maja punkt wspdlny.
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Rozwigzanie:

Niech X bedzie érodkiem podobienstwa spiralnego przeksztalcajacego tréjkat ABC na tréjkat A’B’C’. To
podobienstwo przeksztatca odcinek AA’ na odcinek BB’. Skoro punkt F' jest przecieciem prostych AA’ i BB’,
to z Lematu 3 punkt X jest drugim przecigciem okregéw @(ABF) oraz ®(A'B’'F). Analogicznie dowodzimy,
ze X jest punktem wspdélnym wszystkich okregéw.
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Kolorowanie
Pawel Kosek

Kolorowanie tablic

W zadaniach z planszami, ktére na przyktad wypelniamy klockami, technika kolorowania jest szczegélnie przy-
datna, jesli chcemy dowiedzie¢ sie czegos o liczbie klockéw potrzebnych do wypelnienia tablicy lub czy da sie
ja nimi wypeltnié.

Zadanie 1.
Rozstrzygnaé, czy tablice 8 x 8 bez dwdch przeciwleglych rogéw mozna pokryé klockami 1 x 2.

Zadanie 2.
Tablica 8 x 8 jest pokryta przy uzyciu 21 plytek 1 x 3 oraz jednej plytki 1 x 1. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
polozenia plytki 1 x 1.

Zadanie 3.
Rozstrzygnaé, czy szachownice 9 x 9 da sie pokry¢ klockami 5 x 116 x 1.

Zadanie 4. (IMO Shortlist 2017 C1)

Prostokat R o bokach nieparzystej dlugosci zostal podzielony na mniejsze prostokaty o bokach catkowitej dlu-
gosci i réwnoleglych do odpowiednich bokéw prostokata R. Udowodnié, ze istnieje wérdéd nich taki prostokat,
ktorego odleglosci od bokéw prostokata R sa wszystkie nieparzyste albo wszystkie parzyste.

Zadanie 5. (Mszana 2023, zadanie 9)

Udowodnié, ze planszy 5 x 7 nie mozna pokryé pewna dodatnig liczba warstw L-klockéw (ktére mozna obracad)
w taki sposéb, aby na kazdym polu znajdowalo sie tyle samo warstw klockéw.

Uwaga: L-klocek to kwadrat 2 X 2 z usunietym kwadratem 1 x 1.

Zadanie 6. (IMO Shortlist 2014 C4)

Zatozmy, ze figura F' moze by¢ pokryta przy uzyciu wytacznie S-tetromin. Wykazaé, ze w kazdym pokryciu
F przy uzyciu S-tetromin oraz Z-tetromin liczba Z-tetromin jest parzysta. W tym zadaniu nie dopuszczamy
odwracania plytek na druga strone (czyli S i Z-tetromina to rézne klocki).

Zadanie 7. (IMO Shortlist 2022 C3)
W kazdym polu ogrodu w ksztalcie planszy 2022 x 2022 roénie poczatkowo drzewo o wysokosci 0. Ogrodnik
i drwal wykonuja ruchy na zmiane, ogrodnik wykonuje pierwszy ruch.

(1) Ogrodnik wybiera pewne pole. Drzewa na tym polu oraz na wszystkich polach majacych z nim wspélna

krawedz lub rég staja sie o 1 jednostke wyzsze.

(2) Drwal wybiera 4 dowolne rézne pola na planszy. Drzewa na kazdym z tych pdl staja sie 1 jednostke nizsze.
Powiemy, ze drzewo jest majestatyczne, jedli jego wysokoéé jest nie mniejsza od 10%. Wyznaczyé najwicksza
taka liczbe K, ze ogrodnik moze zapewnié, ze w pewnym momencie jest K majestatycznych drzew na planszy,
niewazne jak drwal bedzie gral.

Kolorowanie graféow

Definicja (Kolorowanie wierzcholkowe)

Kolorowaniem wierzchotkowym grafu nazywamy takie przyporzadkowanie jego wierzchotkom koloréw,
ze kazde dwa sasiednie wierzchotki maja rézne kolory.

192



Kolorowanie MIKO 2023/24

Definicja (Liczba chromatyczna)

Liczba chromatyczna grafu to najmniejsza liczba koloréw, dla ktérej istnieje kolorowanie wierzchotkowe
tego grafu.

Definicja (Kolorowanie krawedziowe)

Kolorowaniem krawedziowym grafu nazywamy takie przyporzadkowanie jego krawedziom koloréw, ze
kazde dwie krawedzie majace wspélny koniec maja rézne kolory. Najmniejsza liczbe koloréw, dla ktorej
to mozliwe, nazywamy indeksem chromatycznym grafu.

Zadanie 8.
Wykazaé, ze k to najwiekszy ze stopni wierzchotkéw grafu G, to graf G mozna wierzchotkowo pokolorowaé na
k + 1 koloréw. Czy liczbe koloréw mozna poprawic¢?

Zadanie 9.
Rozstrzygnaé, czy kazdy graf bez tréjkatéw (cykli dlugosci 3) mozna pokolorowaé co najwyzej trzema kolorami.

Zadanie 10.
Krawedzie grafu pelnego (kliki) o 17 wierzchotkach pokolorowano trzema kolorami. Wykazaé, ze istnieje jedno-
kolorowy tréjkat.

Zadanie 11. (Mszana 2021, zadanie 27)

Dany jest graf, ktérego wierzcholki kolorujemy na bialo lub czarno. Na poczatku wszystkie wierzchotki grafu
sa biale. W jednym ruchu wybieramy dowolny wierzcholek i zmieniamy jego kolor oraz kolory wszystkich jego
sasiadéw. Rozstrzygnac, czy dla kazdego grafu w skonczonej liczbie ruchéw mozna pokolorowaé wszystkie jego
wierzchotki na czarno.

Zadanie 12. (Mszana 2022, zadanie 27)

Niech G bedzie grafem nieskierowanym bez tréjkatéw, o n wierzchotkach. Wykazaé, ze wierzcholki grafu G mozna
tak pokolorowaé co najwyzej 24/n kolorami, aby zadne dwa wierzcholki tego samego koloru nie sasiadowaly ze
soba.

Zadanie 13.

Na plaszczyznie narysowano n czerwonych prostych, z ktérych zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie.
Punkt nazwiemy interesujgcym, jezeli przecinaja sie w nim pewne dwie czerwone proste. Interesujace punkty
sasiaduja ze soba, jezeli leza one na jednej czerwonej prostej i na odcinku miedzy nimi nie ma innych interesuja-
cych punktéw. Wykazaé, ze mozemy pokolorowaé interesujace punkty na trzy kolory w taki sposob, by punkty
w tym samym kolorze nie sasiadowaly ze soba.

Zadanie 14. (Mszana 2018, zadanie 14)

Dana jest plansza o wymiarach 2018 x 2018. Kwadraciskiem nazwiemy cztery pola tej planszy o wspdlnym
wierzchotku. Kazde pole planszy pomalowano na bialo lub czarno w taki sposéb, ze kazde pole posiadajace
krawedz lezaca na brzegu planszy ma kolor czarny oraz zadne kwadracisko nie jest jednokolorowe. Dowiesé, ze
istnieje takie kwadracisko, ze kazde dwa jego pola sasiadujace krawedzia maja rézne kolory.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Bartosz Kotwicki*, Julian Kurytowicz-KaZmierczak, Oskar Kuzmik, Karol Musielinski,
Michat Oprocha.

Zadanie 1.
Rozstrzygnaé, czy tablice 8 x 8 bez dwdch przeciwleglych rogéw mozna pokryé klockami 1 x 2.

Rozwigzanie:
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Kazdy klocek 1 x 2 przykrywa dokladnie jedno pole biate i jedno pole czarne. Gdyby dalo si¢ pokryé¢ taka
plansze, to liczby bialych i czarnych pél musialyby by¢ réwne, co jest oczywiscie niemozliwe.

Zadanie 2.
Tablica 8 x 8 jest pokryta przy uzyciu 21 plytek 1 x 3 oraz jednej plytki 1 x 1. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
polozenia ptytki 1 x 1.

Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze kazdy klocek 3 x 1 zakrywa 0 lub 2 czarne pola. Ponadto w kazdym z trzech przedstawionych
kolorowan jest parzysta liczba czarnych pdél. Jesli chcemy ulozyé klocki 3 x 1 i jeden klocek 1 x 1, to taki klocek
nie moze leze¢ na czarnym polu. Na ponizszym rysunku przedstawiono pola, ktére nie zostaly zamalowane
w zadnym z kolorowan. Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze istnieje konstrukcja dla kazdego potozenia klocka 1 x 1
w zaznaczonych polach.

_HN
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Zadanie 3.
Rozstrzygnaé, czy szachownice 9 x 9 da sie¢ pokry¢ klockami 5 x 116 x 1.

Rozwigzanie:

Pokolorujmy szachownice jak na rysunku. Przypu$émy, ze istnieje pokrycie tej szachownicy rozwazanymi klocka-
mi. Zauwazmy, ze w szczegdlnosci srodkowe pole byloby zakryte, a klocek, ktory je zakrywa, zakrywalby rowniez
4 lub 5 czarnych pél. Zauwazmy ponadto, ze kazdy z klockow 5 x 11 6 x 1, poza klockiem przykrywajacym pole
srodkowe, przykrywalby wtedy doktadnie jedno czarne pole.

Zauwazmy, ze jezeli srodkowe pole byloby zakryte przez klocek 5 x 1, to zostatoby 12 czarnych pdl, przez co
mozna wykorzystaé jeszcze dokladnie 12 klockow. Latwo zobaczyé, ze woéwcezas co najwyzej 6-12+5 = 77 < 81
pol moze byé przykrytych. Zatem szachownicy nie da sie w ten sposéb przykryc.

Jezeli natomiast srodkowe pole byloby zakryte przez klocek 6 x 1, to zostatoby 11 czarnych pél. Analogicznie,
co najwyzej 6-11 4+ 6 = 72 < 81 pdl moze by¢ przykrytych i ponownie nie da si¢ pokry¢ calej szachownicy.

Zadanie 4. (IMO Shortlist 2017 C1)

Prostokat R o bokach nieparzystej dtugosci zostal podzielony na mniejsze prostokaty o bokach catkowitej diu-
gosci i réwnolegtych do odpowiednich bokéw prostokata R. Udowodnié, ze istnieje wérdd nich taki prostokat,
ktorego odleglosci od bokow prostokata R sa wszystkie nieparzyste albo wszystkie parzyste.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze w prostokacie R liczba czarnych pdl jest o jeden wieksza od liczby biatych pél. Zauwazmy ponadto,
ze stad musi istnie¢ maly prostokat zawierajacy wiecej czarnych pdél niz biatych.

Latwo zobaczy¢, ze taki prostokat musi mie¢ boki o nieparzystych dtugosciach oraz rogi w zamalowanych polach,
7 czego bezposrednio wynika teza.

Zadanie 5. (Mszana 2023, zadanie 9)

Udowodnié, ze planszy 5 X 7 nie mozna pokry¢ pewna dodatnig liczba warstw L-klockéw (ktére mozna obracad)
w taki sposéb, aby na kazdym polu znajdowalo sie tyle samo warstw klockéw.

Uwaga: L-klocek to kwadrat 2 x 2 z usunietym kwadratem 1 x 1.

Rozwigzanie:
Przypusémy nie wprost, ze kazde pole przykryte jest doktadnie k razy. Zauwazmy, ze klocki musiatyby wtedy
lacznie przykrywaé dokladnie 35k pol.

195



Kolorowanie MIKO 2023/24

Zauwazmy ponadto, ze jest dwanascie zamalowanych pél, a kazdy klocek moze zakrywaé co najwyzej jedno
takie pole. Zatem klocki, ktore je zakrywaja, musza zakrywaé w sumie 3 - 12 - k = 36k p6l. Wobec uzyskanej
sprzecznosci, pokrycie zgodne z warunkami zadania nie jest mozliwe.

Zadanie 6. (IMO Shortlist 2014 C4)

Zalozmy, ze figura F' moze by¢ pokryta przy uzyciu wylacznie S-tetromin. Wykazaé, ze w kazdym pokryciu
F przy uzyciu S-tetromin oraz Z-tetromin liczba Z-tetromin jest parzysta. W tym zadaniu nie dopuszczamy
odwracania plytek na druga strone (czyli S i Z-tetromina to rézne klocki).

Rozwigzanie:
Rozwazmy nastepujace kolorowanie tablicy.

Zauwazmy, ze kazde S-tetromino zakrywa parzyscie wiele czarnych pol, natomiast kazde Z-tetromino zakrywa
nieparzyscie wiele czarnych pél. Z poczatkowych warunkéw zadania wiadomo, ze liczba czarnych pdél wewnatrz
figury F' jest parzysta, wiec réwniez liczba Z-tetromin w kazdym pokryciu musi réwniez taka by¢.

Zadanie 7. (IMO Shortlist 2022 C3)
W kazdym polu ogrodu w ksztalcie planszy 2022 x 2022 ros$nie poczatkowo drzewo o wysokosci 0. Ogrodnik
i drwal wykonuja ruchy na zmiane, ogrodnik wykonuje pierwszy ruch.

(1) Ogrodnik wybiera pewne pole. Drzewa na tym polu oraz na wszystkich polach majacych z nim wspélna
krawedz lub rog staja sie o 1 jednostke wyzsze.

(2) Drwal wybiera 4 dowolne rézne pola na planszy. Drzewa na kazdym z tych pdl staja sie 1 jednostke nizsze.

Powiemy, ze drzewo jest majestatyczne, jedli jego wysokoéé jest nie mniejsza od 10, Wyznaczyé najwicksza
taka liczbe K, ze ogrodnik moze zapewnié, ze w pewnym momencie jest K majestatycznych drzew na planszy,
niewazne jak drwal bedzie gral.

Rozwigzanie:
Uogélnijmy zadanie do planszy 3k x 3k. Udowodnimy, ze ogrodnik nie moze wyhodowaé wiecej niz 5k? maje-
statycznych drzew.

N e N e e
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Zauwazmy, ze przy kolorowaniu jak na rysunku, ogrodnik zawsze zwigksza wysokos¢ drzew z kazdego koloru
o co najwyzej 1. Drwal moze wiec zawsze utrzymywaé kolory 1,2,3,4 na wysokosci 0, Scinajac je za kazdym
razem, kiedy ogrodnik co$ na nich posadzi.

Teraz indukcyjnie udowodnimy, ze ogrodnik zawsze moze uzyskaé¢ 5k? majestatycznych drzew. Przyjmijmy, ze
plansza 3k x 3k zostala podzielona na kwadraty 3x 3 jak na rysunku. Niech f(n, m) bedzie najmniejsza liczba o tej
wlasnosci, ze po f(n,m) ruchach ogrodnik potrafi doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej w kazdym z poczatkowych
n kwadratéw 3 x 3 znajduje sie co najmniej 5 drzew o wysoko$ci nie mniejszej niz m (niezaleznie od gry drwala).
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Zauwazmy, ze jesli ogrodnik wykona w pierwszym kwadracie 5m ruchéw na polu o kolorze 5, to doda do wysokosci
drzew w tym kwadracie 45m jednostek. W tym czasie drwal zetnie co najwyzej 20m jednostek wysokosci, wiec
nie moze z co najmniej 5 drzew $cia¢ 4m jednostek lub wiecej. Zatem f(1,m) < 5m, w szczegdlnosei f(1,m)
istnieje.

Zalézmy wiec, ze f(n — 1, m) istnieje. Pokazemy, jak zbudowaé strategie dla n kwadratéw. Ogrodnik najpierw
wykonuje f(1,m+ f(n—1,m)) ruchéw wylacznie w n-tym kwadracie. Nastepnie, ignorujac juz ostatni kwadrat,
rozgrywa na poczatkowych n — 1 kwadratach strategie ztozona z f(n — 1, m) ruchéw.

Wowcezas w kazdym z poczatkowych n — 1 kwadratow znajduje si¢ przynajmniej 5 drzew wysokosci nie mniej-
szej niz m. Jednoczesénie z kazdego drzewa w n-tym kwadracie drwal $cial co najwyzej f(n — 1,m) jednostek
wysokosci, zatem drzewa, ktére mialy weze$niej wysoko$é co najmniej m + f(n — 1, m), maja teraz wysokos$é
nie mniejsza od m. Wobec tego f(n,m) < f(1,m+ f(n—1,m)) + f(n — 1,m). To koficzy dowdd.

Zadanie 8.
Wykazaé, ze k to najwiekszy ze stopni wierzchotkéw grafu G, to graf G mozna wierzchotkowo pokolorowaé na
k + 1 koloréw. Czy liczbe koloréw mozna poprawic¢?

Rozwigzanie:

Uporzadkujmy wierzchotki grafu w pewnej kolejnoéci vy, vs, ..., v,. Rozwazmy wierzcholek v; oraz wszystkie
jego sasiednie wierzchotki o indeksach mniejszych od 4. Skoro v; ma co najwyzej k krawedzi, to uzytych koloréw
w sasiednich wierzchotkach jest co najwyzej k. Stad istnieje kolor, ktéry nie zostatl jeszcze tam uzyty — kolorujemy
nim wierzcholek v;. W taki sposéb mamy pewnosé, ze nie istnieje krawedz grafu (v;, v;), ktéra jest jednokolorowa.

Liczby k + 1 koloréw nie da sie zmniejszy¢. Kontrprzyktad stanowi klika o k 4 1 wierzchotkach. Wéwczas kazda
pare wierzchotkéw taczy krawedz, a z zasady szufladkowej Dirichleta istnieja dwa wierzchotki w tym samym
kolorze.

Zadanie 9.
Rozstrzygnaé, czy kazdy graf bez tréjkatéw (cykli dlugosci 3) mozna pokolorowaé co najwyzej trzema kolorami.

Rozwigzanie:
Graf przedstawiony na rysunku spelnia zalozenia zadania, ale jego liczba chromatyczna wynosi 4.

Przypusémy, ze powyzszy graf da sie pokolorowac trzema kolorami: a — alabastrowym, b — blekitem paryskim,
¢ — cynobrowym. Bez straty ogoélnosci niech wierzcholek w bedzie koloru a. Kazdy z wierzchotkéow wq, ..., us
musi zatem by¢ koloru b lub c. Zalézmy, ze wiecej jest takich koloru b, czyli liczba wierzchotkéw w kolorze b to
3, 4 lub 5.

Zauwazmy, ze jezeli wierzchotek uy, jest koloru b, to wierzcholki vi_1 oraz vgy1 nie moga by¢ koloru b (przyjmuje-
my vg = v1). Z tego wynika, ze moga by¢ co najwyzej 3 wierzchotki wewnetrzne koloru b. Istotnie, w przeciwnym
razie wierzcholki vy, ..., vs musiatyby byé pokolorowane dwoma kolorami a i ¢, jednak nie da si¢ pokolorowaé
cyklu nieparzystej dlugoéci dwoma kolorami. Zatem liczba wierzchotkéw koloru b wynosi 3.

Zauwazmy, ze indeksy tych wierzchotkéw nie moga tworzy¢ spojnego ciagu liczb calkowitych. Bez straty ogélnosci
niech tymi punktami beda uy, us, us. Latwo zobaczyé, ze w takiej konfiguracji dalsze kolorowanie jest niemozliwe.
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Zadanie 10.
Krawedzie grafu pelnego (kliki) o 17 wierzchotkach pokolorowano trzema kolorami. Wykazaé, ze istnieje jedno-
kolorowy tréjkat.

Rozwigzanie:
7Z kazdego wierzchotka wychodzi doktadnie 16 krawedzi. Na mocy zasady szufladkowej Dirichleta wérdd sasiadéw
wierzchotka Ag istnieja takie wierzchotki Aq, Ao, ..., Ag, ze krawedzie

Ag— Ay, Ao — Az, ..o, Ao — 4As

sa tego samego koloru. Dla ustalenia uwagi, niech tym kolorem bedzie czerwony. Zauwazmy, ze gdyby pewna
krawedz A; — A; byla czerwona dla 1 < ¢ < j < 6, to natychmiast otrzymujemy czerwony tréjkat. Zatézmy
wiec, ze tak nie jest. Z zasady szufladkowej Dirichleta wiemy, ze sposrod krawedzi

Ay —As, Ay —As, ..., A — A,

co najmniej 3 sg w tym samym kolorze. Niech beda to krawedzie dla wierzchotkéw A, Az, A4. Niech tym
kolorem bedzie kolor niebieski. Zauwazmy, ze jesli ktérakolwiek z krawedzi

Ay — Az, Ay — Ay, As— Ay

jest niebieska, to otrzymujemy niebieski tréjkat. W przeciwnym wypadku zadna z tych krawedzi nie jest czerwona
ani niebieska, wiec wszystkie zostaly pokolorowane trzecim kolorem, co takze daje jednokolorowy tréjkat.

Zadanie 11. (Mszana 2021, zadanie 27)

Dany jest graf, ktérego wierzcholki kolorujemy na bialo lub czarno. Na poczatku wszystkie wierzchotki grafu
sg biate. W jednym ruchu wybieramy dowolny wierzchotek i zmieniamy jego kolor oraz kolory wszystkich jego
sasiadow. Rozstrzygnaé, czy dla kazdego grafu w skonczonej liczbie ruchéw mozna pokolorowaé wszystkie jego
wierzchotki na czarno.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze dla kazdego grafu jest to mozliwe. Niech n bedzie liczba wierzchotkéw grafu. Dowdd przeprowa-
dzimy indukcyjnie ze wzgledu na n. Dla n = 1 teza zadania jest oczywista — wystarczy zmieni¢ kolor jedynego
wierzchotka. Zalézmy teraz, ze teza jest prawdziwa dla pewnego n > 1 i rozwazmy dowolny graf, ktéry ma
n + 1 wierzchotkéw. Niech vy, vg, ..., v,41 beda wierzchotkami tego grafu. Dla kazdego wierzchotka v;, gdzie
1 <17 < n+1 z zalozenia indukcyjnego istnieje ciag operacji na wierzchotkach

V1, V2, ..., Vi1, ’l)i+1, Vi4+2, -5 Uniti,

ktory zmienia kolor kazdego z nich na przeciwny. Taki ciag ruchéw bedziemy nazywaé kolorowaniem dopel-
niajgcym wierzchotka v;. Jedli dla pewnego v; w wyniku tego procesu wierzchotek v; réwniez zmieni kolor, to
znalezliSmy odpowiedni ciag ruchéw. Zalézmy zatem, ze kazde kolorowanie dopelniajace wierzchotka nie zmienia
jego koloru.

Zalézmy, ze pewien wierzchotek ma parzysta liczbe sasiadow. Dla ustalenia uwagi niech tym wierzchotkiem
bedzie vy, a jego sasiadami wierzchotki vy, vs, ..., V1. Kolejno wykonujemy kolorowania dopelniajace wierz-
chotkow vy, va, ..., Uym41. Wowezas kazdy z tych wierzcholtkdéw zmieni kolor m razy, czyli na koncu pozostanie
bialy. Pozostate wierzchotki zmienia kolor na czarny. Wystarczy teraz wykonaé pojedynczy ruch w wierzchol-
ku vy, aby kazdy wierzchotek byt pokolorowany na czarno.

Pozostal do rozwazenia przypadek, gdy kazdy wierzchotek ma nieparzysta liczbe sasiadéow. Na mocy lematu
o uéciskach dloni graf ten ma parzyscie wiele wierzchotkéw, czyli liczba n jest nieparzysta. Kolejno wykonujemy
kolorowania dopelniajace wierzchotkdéw vy, vg, ..., vp41. Zauwazmy, ze wtedy kazdy wierzcholek zmieni kolor
n razy, czyli jest na koncu czarny. To konczy dowdd indukcyjny.

Zadanie 12. (Mszana 2022, zadanie 27)

Niech G bedzie grafem nieskierowanym bez tréjkatow, o n wierzchotkach. Wykazaé, ze wierzchotki grafu G mozna
tak pokolorowaé co najwyzej 2+4/n kolorami, aby zadne dwa wierzcholki tego samego koloru nie sasiadowaly ze
soba.

Rozwigzanie:
Pokazemy nieco silniejsze twierdzenie. Kazdy graf bez tréjkatéw o m wierzchotkach mozna pokolorowaé za
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pomoca co najwyzej [24/n] — 1 koloréw. Dowdd przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na n. Dla n = 1 teza
jest oczywista. Zalézmy teraz, ze liczba catkowita n > 2 ma te wlasno$é, ze teza zachodzi dla wszystkich graféw
bez tréjkatéw o mniej niz n wierzchotkach. Niech k = [2y/n] — 1 € Z.

Jedli kazdy wierzcholek ma stopien co najwyzej k — 1, to mozemy zachlannie pokolorowaé kazdy z wierzchotkéw
kolorem réznym od koloréw jego sasiadéw. Pozostal wiec przypadek, gdy istnieje wierzchotek A stopnia co
najmniej k. Pokolorujmy woéwcezas wierzcholek A kolorem 1. Zadna para jego sasiadéw nie sasiaduje ze soba,
wiec mozemy pokolorowaé kazdy z tych wierzcholtkéw kolorem 2. Usunmy teraz z grafu wszystkie pokolorowane
wierzchotki. Otrzymujemy wéwczas graf bez trojkatow majacy

m<n—(k+1)=n—[2yn]

wierzchotkéw. Z zalozenia indukcyjnego mozna go pokolorowaé za pomoca co najwyzej [2/m] — 1 nowych
koloréw. YLacznie zuzyjemy wiec co najwyzej

2+ ([2y/m] = 1) = [2¢ym] + 1
koloréw. Zauwazmy, ze m < n — 2y/n+ 1 = (v/n — 1)?, wiec
[2vm] +1<2ym+2<2yn<k+1.

Poniewaz liczba koloréw jest catkowita, musi by¢ nie wieksza od k. To konczy dowdd.

Zadanie 13.

Na plaszczyznie narysowano n czerwonych prostych, z ktérych zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Punkt nazwiemy interesujgcym, jezeli przecinaja sie w nim pewne dwie czerwone proste. Interesujace punkty
sasiaduja ze soba, jezeli leza one na jednej czerwonej prostej i na odcinku miedzy nimi nie ma innych interesuja-
cych punktéw. Wykazaé, ze mozemy pokolorowaé interesujace punkty na trzy kolory w taki sposob, by punkty
w tym samym kolorze nie sasiadowaly ze soba.

Rozwiazanie:
WeZmy dowolna prosta ! (niekoniecznie czerwona), taka ze wszystkie interesujace punkty leza po jednej stronie !
i maja parami rézng odleglo$¢ od . Istnienie takiej prostej mozna uzasadni¢ chociazby nastepujaco.

WezZzmy dowolna prosta k, taka ze wszystkie interesujace punkty leza po tej samej stronie prostej k. Ponadto
niech P bedzie punktem na tej prostej. Niech zbiér S zawiera wszystkie proste powstajace z k poprzez obrét o kat
z przedziatu [0, o] wokét punktu P, przy czym 180° > a > 0° jest dostatecznie malym katem. Zauwazmy, ze
zbiér S zawiera nieskorficzenie wiele réznych prostych. Dodatkowo dla réznych a, b € S mamy a f b. Niech zbiér R
zawiera wszystkie proste wyznaczone przez dwa czerwone punkty. Oczywiscie zbiér R zawiera maksymalnie
n(n — 1)/2 elementéw. Zatem istnieje taka prosta a € S, ze dla kazdego b € R mamy a }f b. Wéwcezas prosta a
jest szukana prosta.

Kolorujemy interesujace punkty w kolejnoéci od punktu o najwiekszej odlegtosci do punktu o najmniejszej
odleglosci od prostej [. Wtedy kazdy z punktéw w momencie kolorowania bedzie mial najwyzej dwoch poko-
lorowanych sasiadéw. Istotnie, przez kazdy punkt przechodza co najwyzej dwie czerwone proste. Zatem mozna
pokolorowaé¢ ten punkt kolorem réznym od koloréw jego pokolorowanych sasiadéw, co konczy dowdd.

Zadanie 14. (Mszana 2018, zadanie 14)

Dana jest plansza o wymiarach 2018 x 2018. Kwadraciskiem nazwiemy cztery pola tej planszy o wspdélnym
wierzchotku. Kazde pole planszy pomalowano na bialo lub czarno w taki sposéb, ze kazde pole posiadajace
krawedz lezaca na brzegu planszy ma kolor czarny oraz zadne kwadracisko nie jest jednokolorowe. Dowies¢, ze
istnieje takie kwadracisko, ze kazde dwa jego pola sasiadujace krawedzia maja rézne kolory.

Rozwigzanie:

Kwadraciskiem pokolorowanym w szachownice bedziemy nazywaé takie kwadracisko, ktorego kazde dwa pola
sasiadujace krawedzia maja rézne kolory. Przypusémy, ze istnieje kolorowanie bez kwadracisk jednokolorowych
oraz kwadracisk pokolorowanych w szachownice.

Nazwijmy krawedz dwéch sasiadujacych kwadratéow o réznym kolorze granicq. Zauwazmy, ze kazde kwadraci-
sko zawiera¢ we wnetrzu doktadnie dwie granice. Ponadto kazda granica nalezy do wnetrz dokladnie dwéch
kwadracisk. Granic zatem jest tyle samo co kwadracisk, czyli 20172,
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Zauwazmy jednak, ze kazda kolumna zawiera parzysta liczbe granic. Istotnie, poniewaz pierwszy i ostatni
kwadrat majg taki sam kolor, kazdy pokolorowany kwadrat wprowadza 0 albo 2 nowe granice w tej kolumnie.
Zatem 20172 jest suma liczb parzystych, co oczywiécie jest niemozliwe. Wobec tego nie moze istnieé¢ takie
kolorowanie.
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Moving points

Konstanty Smolira

Teoria

Na poczatku przypomnimy dwa pojecia, ktérych znajomosé bedzie wazna dla zrozumienia tego skryptu. Ponizej
znajduje sie bardzo krotkie przypomnienie najwazniejszych faktéw ich dotyczacych.

Ptlaszczyzna rzutowa

Mozna ja zdefiniowaé jako plaszczyzne euklidesowa z dodanymi punktami przecie¢ prostych réwnoleglych, punk-
tami w nieskonczonos$ci, oraz z nowa prosta obejmujaca wszystkie punkty w nieskonczonoéci, prostg w nieskon-
czono$ci. Na plaszczyznie rzutowe]j kazda para réznych prostych przecina si¢ w jednym punkcie.

Krzywe stozkowe

Sa to krzywe na plaszczyznie, ktére da sig opisaé¢ wielomianem dwdch zmiennych stopnia drugiego (w kartezjan-
skim ukladzie wspélrzednych jedna zmienna jest zmienna z, a druga zmienna y). Krzywe stozkowe mozemy tez
rozwaza¢ na plaszczyznie rzutowej, pamietajac o dodaniu odpowiednich punktéw w nieskonczonosci. Mozemy
tez rozwazy¢ obiekt dualny do krzywej stozkowej — jej obwiednie, czyli zbiér wszystkich prostych stycznych.

1. Przez kazde 5 punktéw da sie przeprowadzi¢ stozkowa; jesli zadne 4 z tych punktow nie sa wspotliniowe,
to jest doktadnie jedna taka stozkowa.

2. Dana jest prosta oraz krzywa stozkowa. Wowczas prosta przecina krzywa stozkowa dokladnie dwa razy
albo ani razu, przy czym styczno$é liczymy jako przeciecie dwukrotne.

3. Twierdzenie Pascala.

4. Wzgledem krzywych stozkowych definiujemy biegunowe analogicznie jak dla okregu; wszystkie podstawowe
twierdzenia dotyczace biegunowych réowniez dla nich dzialaja.

5. Rozwazmy dwie krzywe stozkowe; poddajmy obwiednie drugiej z rozwazanych krzywych stozkowych prze-
ksztalceniu biegunowemu wzgledem pierwszej z tych krzywych stozkowych. Dostaniemy zbiér punktéw —
bedzie on tworzyl stozkows.

Kluczowe dla naszych rozwazan bedzie pojecie mapy rzutowej.

Mapy rzutowe

Bedziemy badaé pewne bijekcje pomiedzy obiektami geometrycznymi (nazwa robocza); przez obiekt geometrycz-
ny bedziemy rozumieé:
1. Prosta jako zbiér punktow.

2. Punkt jako zbiér przechodzacych przez niego prostych — tzw. pek prostych (ang. pencil of lines). Dla
rozréznienia punktu od peku prostych, pek prostych punktu A bedziemy oznaczaé jako C4.

3. Krzywa stozkowa jako zbiér punktéw. Na potrzeby tego referatu dwoch prostych nie uznajemy za krzywa
stozkowa.

4. Krzywa stozkowa jako jej obwiednie.

Nie kazda bijekcja pomiedzy obiektami geometrycznymi bedzie nas interesowa¢. Mapy rzutowe okazuja sie by¢
klasa bijekcji o ciekawych wlasnosciach. Znaczna wickszos¢ obecnych w zadaniach korespondencji pomiedzy
obiektami geometrycznymi jest mapami rzutowymi. Sg to doktadnie te bijekcje, ktére zachowuja dwustosunek
kazdej czwérki punktow. Wystarczy jednak znaé o nich nastepujace fakty, ktére zapewne kojarza juz Czytelnicy
sprawnie operujacy dwustosunkiem.

Map rzutowych jest catkiem duzo...

Nastepujace przeksztalcenia sa mapami rzutowymi, ale to nie jedyne przyktady.

1. Identycznosé jako mapa z obiektu geometrycznego na siebie.
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Ztozenie dwoéch map rzutowych.
Odwrotno$é¢ mapy rzutowe;j.
Izometrie, jednoktadnosci.

Przeksztalcenie biegunowe.

S v N

Rozwazmy prosta p oraz punkt A poza ta prosta, a takze punkt X ruszajacy sie po prostej p. Bijekcja
przerzucajaca punkt X na prostag AX jest mapa rzutowg pomiedzy p a C4.

7. Dana jest stozkowa « oraz punkt A ruszajacy sie po niej. Niech [ bedzie styczng do stozkowej a w punkcie A.
Bijekcja przerzucajaca punkt A na styczna [ jest mapg rzutows z krzywej stozkowej o na obwiednie krzywej
stozkowej a. Jest to szczegdlny przypadek przeksztalcenia biegunowego.

8. Dana jest stozkowa a oraz punkt A poza nig. Po stozkowej rusza si¢ punkt X. Punkt Y jest drugim
przecieciem prostej AX z stozkowa «. Je$li AX jest styczna, to Y = X. Bijekcja przerzucajaca punkt X
na punkt Y jest mapa rzutowa ze stozkowej o na siebie.

9. Rozwazmy stozkowa a oraz punkt A lezacy na niej, a takze punkt X ruszajacy sie po stozkowej . Bijekcja
przerzucajaca punkt X na prosta AX jest mapa rzutowa ze stozkowej a na pek prostych C4. Je$li X = A,
to za prosta AX uznajemy styczna w punkcie A.

10. Dana jest stozkowa «, styczna do niej prosta [ oraz punkt A ruszajacy sie po tej stycznej. Niech p bedzie
druga prosta styczna z punkt A do stozkowej a. Jesli punkt A jest punktem stycznosci do prostej [ to za
prosta p bierzemy prosta [. Bijekcja przerzucajaca punkt A na prosta p jest mapa rzutows z prostej | na
obwiedni¢ stozkowej a.

11. (Inwolucyjne twierdzenie Desargues’a) Rozwazmy prosta p oraz cztery rézne punkty A, B, C, D, nielezace
na p, z czego zadne trzy z nich nie sa wspétliniowe. Rozwazmy tez punkt X ruszajacy sie po stozkowej p.
Niech punkt Y bedzie drugim przecieciem krzywej stozkowej przechodzacej przez punkty X, A, B, C, D
z prosta p. Wtedy bijekcja przerzucajaca punkt X na punkt Y jest mapa rzutowa z prostej p na prosta p.
Uwaga: Mozna pokazaé, Ze jedynymi inwolucjami rzutowyms na prostej jest inwersja, identyczno$é, odbicie
i zlozZenie inwersji z odbiciem.

... ale sg zaskakujgco mite

Na wszystkich wymienionych wczesniej obiektach geometrycznych mozna zdefiniowaé¢ dwustosunek; mapy rzu-
towe go zachowuja, to znaczy

(A, B;C, D) = (¢(4),9(B); ¢(C), ¢(D)),
gdzie ¢ jest mapa rzutowa o — (3, a A, B, C, D to punkty nalezace do stozkowej «.

Bedziemy bardzo polegaé¢ na nastepujacej wlasnosci. Kazda mapa rzutowa ¢ z obiektu na siebie niebedaca
identyczno$cia ma co najwyzej dwa punkty stale, czyli takie punkty X, ze ¢(X) = X.

Innymi slowy, jesli mapa rzutowa ma trzy punkty stale, to jest to identyczno$¢. Wynika z tego nastepujacy fakt

Dane sa obiekty geometryczne «, 8 oraz dwie mapy rzutowe ¢, : o — (. Jesli istnieja takie rézne
punkty X, Y, Z, ze

to ¢ = 1.

Innymi stowy, jezeli dwie mapy rzutowe pomiedzy ta sama para obiektéw pokrywaja sie w trzech miejscach, to
sg one tg sama mapa rzutowa. Dowdd lematu jest nietrudny — wiemy, ze ¢! jest mapa rzutowa 3 — «, a zatem
¢~ 1) jest mapg rzutowsg a — . Punkty X, Y, Z sa jej punktami staltymi, a zatem jest ona identycznoscia.

Powyzszy lemat bedzie dla nas fundamentalny. Rozwiazujac zadania bedziemy konstruowaé wlasne mapy rzu-
towe, pokazywaé, ze pewne dwie mapy pokrywaja sie w trzech przypadkach, a nastepnie z tego dedukowad, ze
pokrywaja sie wszedzie.

Jak to wyglada w praktyce?

Na poczatku przydaloby sie mie¢ obiekty geometryczne, pomiedzy ktérymi nasze mapy rzutowe beda operowac.
Ten krok to wybranie czedci rysunku, ktora bedzie ,ustalona w miejscu”. Nastepnie wezmiemy jeden z po-
zostalych punktéw (czy tez prostych) i zaczniemy nim ,ruszaé”. Mozna to sobie wyobrazié¢ jako przesuwanie
tego punktu w GeoGebrze. Z tego pojedynczego punktu prébujemy skonstruowaé reszte rysunku, uzywajac
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map rzutowych. Teze przedstawiamy na przyklad w postaci ,punkt X to punkt Y. Jesli wiemy, ze X = ¢(P)
oraz Y = ¢(P), przym czym ¢ i ¢ sa mapami rzutowymi, to wystarczy pokazad, ze ¢ i ¢ pokrywaja sie w trzech
przypadkach — czyli w praktyce czesto rozwigzaé¢ zadanie dla trzech réznych konfiguracji. Dokonczenie zadania
rozwiazywanego metoda animacji polega na pokazaniu trzech przypadkéw, w ktorych teza wyrazona jezykiem
map rzutowych zachodzi.

Jasne jest, ze szukamy przypadkdéw mozliwie najprostszych. Naleza do nich przypadki, gdzie pewne dwa punkty
sie pokrywaja, ale tez na przyklad przypadki, gdzie jeden z punktéw jest punktem w nieskonczonosci.

Cwiczenie 1.
Dany jest tréjkat ABC oraz okregi w4, wp, we dopisane odpowiednio do bokéw BC, AC, AB trojkata ABC.
Prosta 4 jest wspoOlna zewnetrzna styczng do okregdéw wp i we rézna od prostej BC. Analogicznie definiujemy
styczne lp oraz lc. Dany jest punkt D na prostej 4. Z punktu D narysowano druga styczng do okregu we,
ktéra przecigla prosta g w punkcie F. Analogicznie definiujemy punkt F. Pokazaé, ze prosta EF jest styczna
do okregu wy4.

Twierdzenie Steinera

Twierdzenie (Steinera)

Dane sa dwa peki prostych C4 i Cp oraz mapa rzutowa ¢ : C4 — Cp miedzy nimi. Wéwczas
o Jesli p(AB) = AB, to istnieje taka prosta [ nieprzechodzaca przez punkty A ani B, ze dla dowolnego
punktu X na prostej [ mamy ¢(AX) = ¢(BX).

e W przeciwnym przypadku istnieje taka stozkowa « przechodzaca przez punkty A i B, ze dla
dowolnego punktu X na stozkowej & mamy ¢(AX) = ¢(BX). Je§li X = A, to za prosta AX
uznajemy styczna w punkcie A do stozkowej «; analogicznie jesli X = B.

Twierdzenie to pomoze nam w sytuacjach, gdy przecinamy ze soba dwie ruszajace si¢ proste. Nie tylko méwi nam
ono o miejscu geometrycznym tego przeciecia, ale tez pozwala skonstruowacé je, uzywajac samych map rzutowych!
Istotnie, jesli chcemy skonstruowaé przeciecie prostych k € C4 oraz ¢(l), to wystarczy nam przeciaé prosta k
z prostg [ (w pierwszym przypadku) lub prostej k ze stozkowa « (w drugim, co jest mozliwe dzigki A € «).
Warto zauwazy¢, ze jeSli k = ¢(k) = AB, to dostaniemy jednoznacznie punkt X, mimo ze proste k i ¢(k)
»,brzecinaja sie w nieskonczenie wielu punktach”.

Zachodzi tez twierdzenie dualne do twierdzenia Steinera, czyli takie, gdzie role punktéw i prostych sa odwrédcone.
Wystarczy zaaplikowa¢ dowolne przeksztalcenie biegunowe do calej konfiguracji z twierdzenia Steinera.

Nieco notacji... Strzalki A — B oznaczaja, ze funkcja prowadzi z jednego obiektu A w drugi obiekt B. Strzal-
ki a — b oznaczaja, ze przesyla ona element a € A na element b € B. Jesli f: A — B, g: B — C sa funkcjami,
to przez g o f bedziemy oznaczaé funkcje x +— g(f(z)) (najpierw aplikowane jest f, potem g).

Cwiczenie 2. (Twierdzenie Kariyi)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Punkty D, E, F' to rzuty punktu [
odpowiednio na proste BC, CA, AB. Dane sg punkty X, Y, Z na polprostych ID, IE, IF takie, ze IX =
1Y = 1Z. Pokazaé, ze proste AX, BY , CZ sa wspoOlpekowe.

Zadania

Zadanie 3. (RMM 2016)

Dany jest trojkat ABC oraz punkty D, E, F' odpowiednio na bokach BC, AC, AB takie, ze czworokaty
ABDE oraz ACDF sg cykliczne. Punkt A’ jest odbiciem punkty A wzgledem prostej BC. Prosta A’C' przecina
prosta DE w punkcie P, a prosta A’B przecina prostg DF w punkcie (). Pokazad, ze proste AD, BP, CQ sa
wspolpekowe.

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat ABC, punkt D na jego boku AB, a takze punkt I na dwusiecznej kata <ACB. Okregi w i 0 sa
okregami opisanymi na tréjkatach ACD i BC'D. Punkt P jest drugim przecieciem okregu w z prosta A, punkt Q
jest drugim przecieciem okregu w z prosta C'I, punkt R jest drugim przecieciem okregu § z prosta BI, a punkt S
jest drugim punktem przeciecia okregu § z prosta CI. Pokazaé, ze proste AB, PQ, RS sa wspoOlpekowe.
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Zadanie 5.

Niech ABC' bedzie tréjkatem wpisanym w okrag € o érodku w punkcie O. Punkt H jest ortocentrum tréjka-
ta ABC, punkt P jest dowolnym punktem na prostej BC. Punkt S lezy na okregu €, przy czym JASP = 90°.
Prosta SH przecina okrag opisany na tréjkacie APS po raz drugi w punkcie X. Prosta OP przecina proste C' A
i AB odpowiednio w punktach @ i R. Odcinki QY i RZ sg wysokosciami w trojkacie AQR. Pokazaé, ze punkty
X, Y, Z sa wspétliniowe.

Zadanie 6.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym punkty P i @ sa sprzezone izogonalnie. Punkty D, E, F' sa przecigciami
prostych AP, BP, CP odpowiednio z bokami BC, AC, AB. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC'. Niech X bedzie przecieciem prostej prostopadlej do prostej EF przez punkt A z prosta OD.
Pokazaé, ze prosta QX jest prostopadia do prostej BC.

Zadanie 7.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym punkty P i @ sa sprzezone izogonalnie. Punkt O jest srodkiem okregu
opisanego w na tym tréjkacie. Punkt H jest ortocentrum tréjkata QBC, natomiast punkt H’ jest odbiciem
punktu H przez prostg BC. Punkt D jest punktem na okregu w takim, ze AD 1 OP. Punkt E jest drugim
przecieciem prostej H'D z okregiem w. Pokazaé¢ wspétiniowosé punktéw A, H, E.
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Konstanty Smolira.

Cwiczenie 1.
Dany jest tréjkat ABC oraz okregi w4, wp, we dopisane odpowiednio do bokéw BC, AC, AB trojkata ABC.
Prosta [4 jest wspoOlna zewnetrzna styczng do okregdéw wp i we rézna od prostej BC. Analogicznie definiujemy
styczne lp oraz lc. Dany jest punkt D na prostej 4. Z punktu D narysowano druga styczng do okregu we,
ktéra przecigla prosta g w punkcie F. Analogicznie definiujemy punkt F. Pokazaé, ze prosta EF jest styczna
do okregu wy4.

Rozwigzanie:

Podazajac za wylozonym schematem rozwiazywania zadan do$¢ intuicyjne jest tutaj ,ustalenie” tréjkata ABC.
Faktycznie, ,ruszaja” nam sie¢ wtedy tylko punkty D, E, F. Niech m,,, to mapa rzutowa z prostej /4 na
obwiednie okregu wp, ktora kazdemu punktowi na prostej [ 4 przyporzadkowuje jego druga styczna do okregu wp.
Analogicznie zdefiniujmy m,wp, T we) Tlpwes Tlpwa OTAZ Miow,. Wprowadzmy tez m,,;, = m,, 1 podobnie
Twples Twelar Twolps Twaly OTAZ Ty 41, - Widzimy, ze wtedy E = Tyoip (Tiawe (D)) oraz F = 7y, 410 (T 4wp (D).
Nasza teze z kolei mozemy przedstawié¢ jako w4, (E) = miow, (F). Cheemy wiec pokazaé, ze zachodzi

Tipwa (chlB (ﬂ—lch (D))) = TMeowa (ﬂ-wBlc (TrlAUJB (D)))

Po obu stronach mamy jednak mape rzutowa od punktu D — w takim razie wystarcza nam ,trzy przypadki”,
aby skonczy¢ zadanie.

Teraz powinnidmy spojrze¢ na nasz rysunek do zadania i zastanowi¢ sig¢, kiedy obecna w nim konfiguracja sie
upraszcza. W tym przypadku widzimy, ze punkty D, E i F moglyby by¢ wspotliniowe, gdyby lezaly na wspdlnej
stycznej wszystkich trzech okregéw. Cale szczescie takich stycznych mamy trzy — sa to boki naszego tréojkata.
Zatem na prostej [ 4 interesuja nas punkty: D4 = s N BC, Dg = 1la N AC, Dc =14 N AB. Sa one parami
rozne, gdyz A, B,C & l4. Dalej

Tlpwa (’/TWCZB (’/Tlch (DA))) = Tlpwa (ﬂ-wClB (BC)) = Tlpwa (BC N ZB) = BC.

Analogicznie rozwijamy prawa strone naszej tezy i dostajemy, ze zachodzi ona dla punktu D 4. Przypadki dla
punktow Dp i Do sa w pelni analogiczne — Czytelnik zechce sprawdzié, ze te przypadki w istocie zachodza.
Skoro punkty D4, D, D¢ sa parami rézne, to wlasnie pokazalidémy teze dla dowolnego wyboru punktu D € [ 4.

Pozornie skomplikowana konfiguracja okazala si¢ wyrazalna za pomoca kilku map rzutowych. Oczywiscie nie
zawsze wybor stalej i ruchomej czesci rysunku bedzie trywialny, czasami musieli uzyé klasycznych technik
geometrycznych zeby wyrazié¢ tres¢ zadania za pomoca map rzutowych, a czasami zadanie po prostu bedzie
bardzo trudno wyrazi¢ za pomoca samych map rzutowych.
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Cwiczenie 2. (Twierdzenie Kariyi)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Punkty D, E, F' to rzuty punktu [
odpowiednio na proste BC, CA, AB. Dane sg punkty X, Y, Z na polprostych ID, IE, IF takie, ze IX =
1Y = IZ. Pokazaé, ze proste AX, BY, CZ sg wspo6lpekowe.

Rozwiazanie:

Ponownie do$é intuicyjna myéla jest tutaj ustalenie trojkata ABC oraz ruszanie punktami X, Y, Z. Wraz z
tréjkatem ABC znamy wtedy punkt [ oraz proste ID, IE, IF po ktorych beda sie Slizgaé punkty X, Y, Z.
Rozwazmy obrét w punkcie I, ktory przeksztalca poélprosta I'D na IE. Mozemy go rozwazacé jako mape rzutows
z prostej I D na prosta I E —nazwijmy ja ¢pg. Analogicznie definiujemy ¢ pp. Widzimy juz, ze Y = ¢pp(X) oraz
Z = ¢pr(X). Niech mp4 : ID — Cy4 jest mapa rzutowa przypisujaca kazdemu punktowi P na ID prosta PA.
Podobnie definiujemy wgp oraz mpe. Mapy te sa dobrze zdefiniowane tylko gdy A & ID, B ¢ IE, C ¢ IF
jednak w przeciwnym przypadku trojkat ABC' jest réwnoramienny, a teza staje si¢ oczywista.

X

Rozwazmy mape Yo = WFCO(ZSEFOT‘—E‘IB :Cp — Ce. Mamy ¥po(BY') = CZ. Skoro interesuje nas przeciecie BY
oraz C'Z, to niech « bedzie stozkowa lub prosta, ktora daje nam twierdzenie Steinera dla ¥ g¢c. Niech 7,5 bedzie
mapa rzutowa, ktora kazdemu punktowi P € « przyporzadkowywuje prosta PB. Jesli a jest prosta, to taka
mapa nie istnieje gdyz wtedy B ¢ «; jesli « jest stozkowa, to taka mapa istnieje gdyz wtedy B € a. Tak samo
0ZNACZAMY T (O -

Dostalismy juz, ze przeciecie prostych BY oraz C'Z lezy na stozkowa a oraz B, C' € a.. Skoro mialoby to tez byé
przeciecie z prostag AX, to punkt A tez zapewne powinien lezeé na stozkowej «; nie rézni si¢ przeciez niczym w
oryginalnym zadaniu od punktéw B i C. Pokazemy, ze A € a w nastepujacy sposéb:

Niech Ap = 7, 5(AB). Wykazemy, ze Ap = A. 7 twierdzenia Steinera wiemy, ze Toc(Ap) = Ypc(AB).
Gdyby$my wiedzieli, ze ¥pc(AB) = AC, mac(Ap) = AC, czyli Agp € AC, to Ap = A. Przeksztalémy to
réwnowaznie:

Ype(AB) = AC <  ¢pr(E')=F',

gdzie E’ jest przecieciem prostej IE z prosta AB, a F’ jest przecieciem prostej IF z prosta AC. Ale teraz
IE' = IF’ oraz punkt E’ lezy po przeciwnej stronie punktu I niz punktu E, a F’ lezy po przeciwnej stronie
punktu I niz punkt F. Zatem F’' = ¢pp(E’) jak zadaliémy. W takim razie rzeczywiscie Ap = A, czyli A € a.

Powyzsze rozumowanie rozpisatem ,na strzatkach”, ale jego istota jest nastepujaca: wiemy, ze punkty na stozko-
wej « to przecigcia prostej BY z prostg C'Z. By pokazaé, ze punkt A jest na stozkowej «, wskazatem taki dobér
punktéw Y, Z (E’, F'), ze punkt A staje sie przecieciem prostych BY i C'Z. Polecam upewnié sie, ze jest ono
jasne, gdyz czesto pojawia sie w zadaniach, gdzie chcemy pokazaé wspotpekowosé trzech prostych. Zdefiniujmy
g4 analogicznie jak poprzednio ¥ gc. Chcieliby$my zdefiniowaé tez mape w4 w analogii do poprzednich 7, g,
Tac, ale by to zrobi¢ musimy wiedzie¢, ze stozkowa « nie jest prosta. Zacznijmy rozwazaé przypadki i liczmy
na to, ze ten mankament sam si¢ rozwiaze:

e Ypc(BI) = CI, a wigc 7, 5(BI) = 1.
e Ypc(BE) =CE, a wiec 7, 5(BE) = CF N BE.
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e Aby znalez¢ odpowiedni trzeci przypadek musimy sie zastanowi¢ nad mozliwymi specjalnymi polozeniami
punktéow Y i Z. Odhaczyliémy juz punkt I oraz punkty stycznosci okregu wpisanego. Nadal jest jednak
jeden naturalny kandydat, ktérym sa punkty w nieskonczono$ci na prostych I'E oraz [ F. Niech hp bedzie
wysokoécia z punktu B. Wowczas

Ype(hp) = TrcdEr(hpoo) = Tre(hcoo),

gdzie he to wysoko$é z punktu C, a hgoo i hgoo to punkty w nieskoniczonosci na prostych hpg i heo. Wobec
tego w;é(hB) =hgNhc.

Gdyby stozkowa « byla prosta, to przechodzilaby przez punkty A, I, hp N he; a zatem tréjkat ABC bylby
rownoramienny, co juz rozwazylismy. Mozemy wigc méwic o m, 4. Nasza teza to

mop o (BY) =} ovpa(BY),

gdyz ¥vpa(BY) = AX, wiec wtedy proste BY i AX cielyby sie wspélnie na stozkowej a — a wiemy juz,
ze prosta BY, stozkowa « oraz prosta C'Z tna sie w jednym punkcie. Wracajac do rozwazonych przez nas
przypadkéw:

o 1 iopa(BI)=AINa. Mamy I € AI, I € a, co zgadza si¢ z tym co policzylismy poprzednio!

° 7'(';}‘ opa(BE) = AD Na. Proste AD, BE, CF tna sie w jednym punkcie — jest to znany fakt. Jak juz
wiemy, proste BE i C'F przecinaja si¢ na stozkowej a, a zatem tam tez tna sie z prosta AD.

° w;}l otpa(BE) = ha N a. Analogicznym rozumowaniem dochodzimy do wniosku, ze i ten przypadek sie
zgadza.

To koniczy wlasciwie rozwiazanie tego zadania. Warto zauwazy¢, ze jesli nieco przymruzymy oczy, to tak na-
prawde wskazaliSmy trzy przypadki w ktorych teza dziala i pomachalidmy rekami, ale pojawily sie techniczne
niuanse zwiazane z réwnoramiennoscig oraz musieliSmy uzy¢ twierdzenia Steinera. Z powodéw takich niuanséw
zachecam by jednak zadania spisywaé rzetelnie — w przeciwnym wypadku ryzykujemy utrate jednego punktu
na olimpiadzie, ale najwazniejsze jest zrozumienie tego, co sie tutaj naprawde dzieje.

Zadanie 3. (RMM 2016)

Dany jest tréjkat ABC oraz punkty D, E, F odpowiednio na bokach BC, AC, AB takie, ze czworokaty
ABDE oraz ACDF sy cykliczne. Punkt A’ jest odbiciem punkty A wzgledem prostej BC'. Prosta A’C przecina
prosta DE w punkcie P, a prosta A’B przecina prosta DF w punkcie Q. Pokazaé, ze proste AD, BP, CQ sa
wspoélpekowe.

Rozwigzanie:

Ustalmy w miejscu tréjkat ABC i ruszajmy punktem D. Korzystajac z potegi punktu dostajemy CD - CB =
CE - CA, czyli CE/CD = CB/CA. Wtedy na mocy twierdzenia Talesa prosta DFE ma zawsze taki sam
kierunek. Wobec tego prosta ta zawsze przechodzi przez pewien staly punkt w nieskonczonosci — nazwijmy
go E*. Gdyby E* € A'C, to proste A'C oraz DFE nie przecinalyby si¢ na  plaszczyznie euklidesowej badz
pokrywalyby sie, zatem E* ¢ A’C. Wtedy mamy ciagg map rzutowych

BC — Cg- — A'C — Cp,
Dw— DE+— P+ BP.

Analogicznie BC 5 D — CQ € Cc. Wobec tego mamy mape Cg 3 BP — CQ € C¢c — zauwazmy, Ze prosta
BC nie przechodzi w niej na prostg BC, a zatem na mocy twierdzenia Steinera proste CQ) oraz BP przecinaja
sie w pewnym punkcie X, ktéry porusza sie po krzywej stozkowej, ktérg nazwijmy «. Rozwazmy przypadek,
gdy punkt P lezy na przecieciu prostej A'C' z prosta AB. Mozemy tak zrobié, gdyz istnieje mapowanie rzutowe
A'C > P~ D e BC, wigc wystarczy wzig¢ odpowiedni punkt D. Wéwcezas

JFDB = 4BAC = JEDC,

czyli prosta F'D jest symetryczna do proste] DE wzgledem prostej BC. Zatem skoro proste AB, A'C, DE
przecinaja si¢ w jednym punkcie, to ich odbicia symetryczne, A’B, AC, DF réwniez. Jest to jednak punkt @,
czyli wtedy punkt A jest punktem przecigcia prostych BP i CQ. Zatem punkt A lezy na stozkowej «. Niech
punkt D’ bedzie przecigciem prostej AD ze stozkowa . Wtedy AD(A) — X'(«). Zatem istnieje mapa rzutowa
pomiedzy punktami X a X’. Jest tak, poniewaz odwrotnosci oraz ztozenia map rzutowych sq mapami rzutowymi.
Wystarczy teraz pokazaé, ze ta mapa jest identycznoscia.
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Zauwazmy, ze teza staje sie trywialna, gdy D = B lub D = C'. Pozostaje jeszcze jeden przypadek, ktérym moze
by¢ punkt D w nieskonczono$ci - wéwczas prosta AD jest rownolegla do prostej BC, prosta BP jest rownolegla
do prostej A'C, a prosta C'Q do prostej A’B; te trzy proste przecinaja si¢ w odbiciu A’ przez $rodek BC, co
konczy dowdd.

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat ABC, punkt D na jego boku AB, a takze punkt I na dwusiecznej kata <ACB. Okregi w i 0 sa
okregami opisanymi na tréjkatach ACD i BC'D. Punkt P jest drugim przecieciem okregu w z prosta AI, punkt Q
jest drugim przecieciem okregu w z prosta CI, punkt R jest drugim przecieciem okregu § z prosta BI, a punkt S
jest drugim punktem przeciecia okregu ¢ z prosta C'I. Pokazaé, ze proste AB, PQ, RS sa wspolpekowe.

Rozwigzanie:
Ponownie narzuca sie ustalenie trojkata ABC. Dalej mozemy rusza¢ punktami D lub I — punkt I wydaje sie
tatwiejszy do opanowania, gdyz w tresci mamy dwa okregi przechodzace przez punkt D.

Ruszajmy zatem punktem I po dwusiecznej, ktérg oznaczmy jako [. Rozpatrzmy nastepujacy ciag map rzuto-
wych

l—>CA—>w—>CQ,
I— Al — P +— PQ,

w ktorym punkt na prostej [ rzutujemy przez punkt A € w na okrag w, a nastepnie kreslimy prosta od otrzyma-
nego punktu do punktu @ € w. Analogicznie znajdujemy mape rzutowa I 3 I — RS € Cg. Jedli punkt Q € AB,
to @ = A (niemozliwe) lub @ = D; w drugim przypadku mamy S = D i teza jest oczywista. Zalézmy zatem,
ze Q ¢ AB i analogicznie S ¢ AB. Niech punkt X bedzie przecieciem prostej PQ z prosta AB, a Y przecieciem
prostej RS z prosta AB. Wiemy, ze mamy mape X — Y; zatem aby pokazaé, Zze ta mapa to identycznos¢,
wystarczy rozwazy¢ trzy przypadki.

Przypadki I = C oraz I € AB sa trywialne. Jako trzeci przypadek obierzemy punkt I w nieskonczonosci.
Woéwcezas P jest zdefiniowane jako punkt na okregu w taki, ze prosta AP jest réwnolegta do prostej I. Analogicznie
zdefiniowany jest punkt Q). Teza juz nie jest tak trywialna; wykazemy ja ruszajac punktem D.

Niech a bedzie prosta przez wierzcholek A réwnolegla do prostej [; analogicznie b. Zauwazmy, ze {PCD =
180° — 4 PAB, co jest niezaleznie od punktu D. Rozwazmy nastepujaca mape rzutows, z prostej AB na prosta a;
obieramy punkt na AB, kreslimy z niego prosta do punktu C, obracamy ja w punkcie C' o kat 180° — SPAB
i przecinamy z prosta a; jest to mapa AB 3 D +— P € a. Zauwazmy, ze SJAPQ = JACQ, czyli nachylenie
prostej PQ nie zalezy od potozenia punktu D — przechodzi zatem ona przez staly punkt w nieskoniczonosci Pa.
Co wiecej, mamy mape rzutowa AB 5 D — PQ € Cp_. Analogicznie dla prostej RS, czyli istnieje mapa
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rzutowa z prostej PQ na prosta RS. Niech punkt X bedzie przecieciem prostej PQ z prosta AB, a punkt Y
przecieciem prostej RS z prosta AB. Zauwazmy, ze PQ || BC, czyli Py, € BC = P, ¢ AB. Wobec tego istnieje
mapa rzutowa z punktu X na prosta PQ, z prostej PQ na prosta RS oraz z prostej RS na punkt Y, czyli aby
pokaza¢ X =Y wystarczy to zrobi¢ w trzech przypadkach.

Oczywisty jest przypadek, gdy punkt D lezy na prostej . Rozpatrzmy teraz taki punkt D na prostej AB, ze
JADC = JACL, gdzie L jest przecieciem prostych [ i AB. Wtedy okrag w jest styczny do prostej a, a okrag §
styczny do prostej I. Teza staje si¢ trywialna, poniewaz X =Y = A. Trzeci przypadek wybieramy analogicznie
do drugiego.

Zadanie 5.

Niech ABC' bedzie tréjkatem wpisanym w okrag € o srodku w punkcie O. Punkt H jest ortocentrum tréjka-
ta ABC, punkt P jest dowolnym punktem na prostej BC. Punkt S lezy na okregu Q, przy czym JASP = 90°.
Prosta SH przecina okrag opisany na tréjkacie APS po raz drugi w punkcie X. Prosta OP przecina proste C A
i AB odpowiednio w punktach @ i R. Odcinki QY i RZ sa wysokosciami w trdjkacie AQR. Pokazaé, ze punkty
X, Y, Z sa wspotliniowe.

Rozwigzanie:
Zdefiniujmy punkt D jako przeciecie prostej AH z prosta BC. Wtedy punkty D, A, P, S leza na jednym okregu.
Zdefiniujmy tez punkt A’ jako antypode A na okregu Q — wéwczas wierzchotki S, P, A’ sa wspétliniowe.
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Niech punkty X’ i H' beda odpowiednio drugimi przecigciami prostych SH i AH z okregiem ). Skoro
HH' -HA=HX'-HS oraz HD -HA=HX-HS,

a HD = HH'/2, to HX = HX'/2. W takim razie po jednokladnosci w punkcie H o skali 1/2 punkt X’
przechodzi na punkt X, czyli punkt X lezy na okregu dziewieciu punktow tréjkata ABC — oznaczmy go jako 4.

Rozwazmy zlozenie jednokladnosci w punkcie A o skali AY/AQ z odbiciem przez dwusieczna kata BAC. W
tym przeksztalceniu punkty @ i R przechodza odpowiednio na punkty Y i Z, a punkty B i C odpowiednio na
rzut punktu B na prosta AC oraz na rzut punktu C na prosta AB. Wobec tego prosta QQ R przechodzi na prosta
YZ, a okrag €2 na okrag o Srednicy AH; niech punkt N bedzie obrazem punktu O w tym przeksztatceniu.
Wtedy prosta Y Z przechodzi przez punkt N. Ustalmy w miejscu tréjkat ABC' i ruszajmy punktem P. Gdyby
trojkat ABC byl prostokatny, to S = H i sformulowanie ,prosta SH” nie ma sensu; wobec tego O ¢ AC,
O¢ AB, N ¢ AB, N ¢ AC. Mamy nastepujacy ciag map rzutowych

BC — Cop — AC — AB — Cy,
P—OP— QY — NY.

Analogicznie mamy mape rzutowa P — NX. Widzimy tez, ze punkt N jest érodkiem odcinka AH, czyli lezy
na okregu §. Wobec tego mamy réwniez

BC —-Ca —Q—Q—0—Cy,
P—-PA—S—X+—X—NX,

gdzie przedostatnia mapa jest jednokladnoscia o skali 1/2 w punkcie H, a ostatnia zawdzieczamy N € 4.
Wystarczy teraz pokazaé, ze mapa rzutowa z prostej N.X na prosta NY jest identycznodcia, czyli rozwazy¢ trzy
przypadki. Wtedy bedziemy wiedzie¢, ze prosta NX jest tg samg prosta co NY, a analogicznie wykazemy, ze
pokrywa sie z nimi prosta NZ. Jesli N = X, to za prosta NX uznajemy styczng do okregu §. Obierzmy taki
punkt P, ze X' = B. Wtedy HS || A'C, czyli czworokat BSCA’ jest trapezem réwnoramiennym i punkt P
lezy na symetralnej odcinka A’C. Jest to prosta prostopadla do prostej A’C, czyli réwnolegta do prostej AC;
przechodzi ona réwniez przez punkt O, a zatem jest to prosta OP. W takim razie punkt @ w tym przypadku jest
punktem w nieskonczonoéci, podobnie punkt Y. Punkt X jest wtedy $rodkiem odcinka H B, czyli prosta N X jest
réwnolegla do prostej AB, czyli przechodzi przez punkt Y. Przypadek dla X' = C jest analogiczny. Jako trzeci
przypadek wybieramy taki punkt P, zeby X’ = A’ i tym samym S = A. Mozna zauwazy¢, ze wtedy Y = Z = A,
oraz punkt X lezy na prostej AH, wiec NX = NY = AH. Latwo zweryfikowaé ze wybrane przypadki sa parami
rézne niezaleznie od konfiguracji; to konczy dowdd zadania.

Zadanie 6.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym punkty P i @ sa sprzezone izogonalnie. Punkty D, E, F' sa przecigciami
prostych AP, BP, CP odpowiednio z bokami BC, AC, AB. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC'. Niech X bedzie przecieciem prostej prostopadlej do prostej FF przez punkt A z prosta OD.
Pokazaé, ze prosta QX jest prostopadia do prostej BC.
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Rozwigzanie:

Dany jest trojkat ABC oraz stozkowa « przez A, B, C. Wowczas istnieje taka prosta nieprzechodzgca
przez punkty A, B, C, ze kazdy punkt na stozkowej « posiadajacy sprzezenie izogonalne ma swoje
sprzezenie izogonalne na obranej proste;j.

Dowdd. Rozwazmy dwa punkty na stozkowej a nielezace na prostych AB, BC, C'A, a konkretniej prosta two-
rzong przez ich obrazy w sprzezeniu. Gdyby przechodzita ona przez na przyktad punkt A, to na stozkowej «
znajdowalyby sie trzy punkty wspoétliniowe (A oraz dwa wezeéniej wybrane punkty); zatem nie przechodzi ona
przez punkty A, B ani C. Ruszajmy teraz punktem po tej prostej; na mocy twierdzenia Steinera jego sprzezenie
izogonalne w tréjkacie ABC bedzie ruszaé sie po stozkowej (prosto konstruujemy odpowiednie mapy rzutowe
przez relacje katowe). Ta stozkowa ma jednak pie¢ punktéw wspdlnych ze stozkowa «, czyli jest to stozkowa a.
Przejdzmy do dowodu tezy zadania. O

Jezeli prosta EF jest réwnolegla do prostej BC, to punkt X nie istnieje (lezy w nieskoniczonosci). Dalej zakla-
damy, ze prosta E'F nie jest réwnolegta do prostej BC.

Niech punkt K bedzie punktem w nieskoniczonosci na prostej EF. Ustalmy trojkat ABC oraz punkt K. Bedzie-
my teraz rusza¢ prosta EF po peku prostych przez punkt K. Mamy K ¢ AC, wiec mamy ciag map rzutowych

CK—>AC—>CB,
EFF— E+— BE.

Analogicznie dla prostej CF. Prosta BC nie przechodzi na prosta BC w mapie BE — CF, gdyz prosta EF nie
jest réwnolegla do prostej AB. Na mocy twierdzenia Steinera teraz punkt P rusza sie po stozkowej. Stozkowa
ta, ktérg nazwijmy «, przechodzi przez punkty B, C, oraz A, co wynika z przypadku, gdy F = F' = A. Wtedy
na mocy lematu punkt @ rusza sie po pewnej prostej [. Co wiecej, istnieje mapa rzutowa

CB%CBHZ,
BE — BQ — Q.

Zalézmy, ze O ¢ BC. Wowczas, jesli oznaczymy prosta przechodzaca przez punkt A prostopadls do prostej EF
jako k, to mamy ciag map rzutowych

Ck - AB —-Cc —k—C4q — BC —Co — k,
EFF+—F+—CF+~ P+ AP+— D+ OD — X.

Rozwazmy punkt w nieskonczonoéci na prostej prostopadlej do BC, nazwijmy go Y. Chcemy pokazaé¢ wspotli-
niowo$¢ punktéw X, Y, Q. Niech @’ jest przecieciem prostych XY oraz [; istnieje mapa rzutowa z punktu @
na punkt Q’. Aby pokazaé, Ze jest ona identyczno$cig, wystarczy rozwazy¢ trzy przypadki.

Najpierw rozwazmy B = P. Wtedy punkt @ lezy na prostej AC i jest izogonalnie sprzezone z punktem FE
w kacie JABC. W takim razie ruszajmy teraz E po prostej AC; latwo zauwazy¢, ze wtedy istnieje mapa
rzutowa przerzucajaca punkt F na prosta BE, potem na prosta B(Q, nastepnie na punkt @), ale tez mapa
rzutowa przerzucajaca punkt F na prosta AX (prostopadla do prostej BE przechodzaca przez punkt A) i dalej
na punkt X (przeciecie prostej AX z prosta OB) oraz punkt @’. Znowu wystarcza nam trzy przypadki do
pokazania, gdy Q = Q’. Rozwazmy F = A, wtedy punkt X staje si¢ antypoda punktu B na okregu opisanym
na tréjkacie ABC, a punkt @Q staje si¢ punktem C, wiec teza zachodzi. Przypadek F = C, wtedy Q = A
i punkt X jest spodkiem wysokoéci z punktu A na prosta BC, teza jest trywialna. Jako ostatni przypadek
obierzmy punkt E jako spodek wysokosci z punktu B na prosta AC. Wéwczas punkty B, O, @ sa wspotliniowe
oraz (Q = X. Zatem rzeczywiscie teza zachodzi zawsze, gdy B = P. Analogicznie dla C = P.

Jako trzeci przypadek rozwazmy, gdy punkt F lezy w nieskonczonoéci. Wtedy punkt F' tez jest w nieskonczonosci.
Natomiast punkt P jest taki, Zze czworokat ABPC' jest réwnoleglobokiem, a zatem punkt D jest srodkiem
odcinka BC. Prosta DO jest prostopadla do prostej BC, czyli chcemy pokazaé¢ wspotliniowoéé punktéow D, O,
Q. Prosta DO jest symetralna odcinka BC, czyli chcemy BQ = QC'. Jest to prawda, poniewaz katy <CBQ oraz
JBCQ maja réwne miary, gdyz katy <ABP oraz <ACP maja réwne miary. Zatem teza zachodzi tez w tym
przypadku. To konczy dowod.

Pozostal przypadek, gdy O € BC. Wtedy punkt X jest staly. Chcemy wobec tego pokazaé, ze prosta [ jest
prostopadta do prostej BC przechodzaca przez X, do czego wystarcza dwa przypadki. Analogicznie jak wczesniej
dowodzimy teze dla przypadkéw B = P oraz C' = P.
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Zadanie 7.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym punkty P i @ sa sprzezone izogonalnie. Punkt O jest srodkiem okregu
opisanego w na tym trdjkacie. Punkt H jest ortocentrum trdjkata QBC, natomiast punkt H’ jest odbiciem
punktu H przez prosta BC. Punkt D jest punktem na okregu w takim, ze AD L OP. Punkt E jest drugim
przecieciem prostej H'D z okregiem w. Pokazaé¢ wspétliniowos§é punktéw A, H, E.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jesli punkty O, P, A sa wspdlliniowe, to punkt @ lezy na wysokosci poprowadzonej z wierzchotka A
w tréjkacie ABC, a co za tym idzie lezg tam tez punkty H, H'. Mamy tez D = E, a zatem punkt E tez lezy
na wysokoéci — teza zachodzi.

Jedli punkty O, P, B sa wspolliniowe, to punkt @ lezy na wysokosci poprowadzonej z punktu B, co oznacza,
ze punkt H lezy na prostej AC. Zauwazmy

JBCD = YBCA = 4BCH',

czyli punkty D, C, H' sg wspolliniowe. W takim razie E = C, przy czym jesli E = C to prosta EC jest styczna,
wiec teza zachodzi. Analogicznie radzimy sobie z przypadkiem wspotliniowosci punktow O, P, C.

Oznaczmy jako I' stozkowa, ktéra jest sprzezeniem izogonalnym prostej OP w tréjkacie ABC' (patrz: lemat na
poczatku rozwiazania poprzedniego zadania, ale trzeba przeprowadzi¢ dowdéd w druga strong).

Przywotajmy nastepujacy Lemat.

Dana jest krzywa stozkowa, ktérej punkty w nieskonczonosci sa prostopadte, oraz trzy punkty na niej
A, B, C. Wowczas ich ortocentrum réwniez lezy na tej stozkowej.

Lemat jest znanym faktem odnosnie hiperbol prostokatnych, ktéry mozna wykazaé¢ na przyktad uzywajac in-
wolucyjnego twierdzenia Desargues’a dla punktéw A, B, C oraz ortocentrum (zakladamy, Ze teza lematu nie
zachodzi, a wtedy punkty te sa parami rézne). Czytelnik zechce sprawdzié, ze mozna go wykazaé za pomoca
metody Moving Points, lecz pominiemy to w tym rozwiazaniu.

Zauwazmy, ze jesli punkt P lezy na okregu opisanym, to punkt @ jest punktem w nieskonczonosci. Dwa wybory
takiego punktu P odpowiadaja dwém prostopadlym potozeniom punktu @ na prostej w nieskonczonosci —
wynika to z prostych przeliczen katowych. W takim razie stozkowa I' jest hiperbola prostokatna, a zatem lezy
na niej tez punkt H. Mamy mape rzutowa z punktu @) na punkt H — ponowne rzutowanie na stozkowsa I' przez
punkt w nieskonczonosci prostopadly do prostej BC. Niech stozkowa I' bedzie odbiciem stozkowej I' przez
prosta BC. Wéwezas punkt H' rusza sie po stozkowej I'V. Chcieliby$my narysowaé prosta DH', lecz by to zrobié¢
musimy wiedzieé, ze D € I lub alternatywnie D’ € T', gdzie punkt D’ jest odbiciem punktu D przez prosta BC.
Niech punkt X to ortocentrum tréjkata BC' D’ — skoro punkt D lezy na okregu opisanym, to punkt X réwniez,
poniewaz {BXC 4+ 4BDC = 180°. Gdyby punkt X lezal na stozkowej I, to punkt D’ jako ortocentrum BC'X
réwniez; ale X lezy na stozkowej I', gdyz jest sprzezeniem punktu w nieskonczonosci na prostej OP (elementarne
przeliczenie katowe). Wobec tego D € T i mamy mape rzutowa przerzucajaca punkt P na prosta DH; punkt D

213



Moving points MIKO 2023/24

lezy na okregu opisanym, wiec mamy tez mape rzutowa na punkt E i dalej na prosta AE. Mamy A € I', wiec
mamy tez mape rzutowa na prosta AH. Teraz wystarczy pokazaé, ze mapa z prostej AF na prosta AH jest
identycznoscia.

Istnieje taki punkt P, ze H = B. Wtedy H' = B i E = B. Druga réwnos$¢ moze wydawaé si¢ nieoczywista
w absolutnie denerwujacym przypadku D = B, ale wtedy — bez wdawania sie w szczegdly — stozkowa I jest
styczna w punkcie B do okregu opisanego, a prosta DH’ to styczna do stozkowej IV); teza jest oczywista.
Podobnie w przypadku H = C. To samo jednak tez sie dzieje w przypadku H = X.

Skonczylismy dowdd zadania, gdy punkty B, C, X sa parami rézne. Jednak tak nie musi by¢, gdy tréjkat ABC
jest prostokatny! Na pocieszenie dla tego Czytelnika, ktérego podobnie jak mnie zalewa krew na sam widok
kolejnego ,,glupiego” przypadku, powiem, ze — z wlasnego dodwiadczenia — wiekszoéé¢ rozwiazan syntetycznych
te niuanse po prostu ignoruje, a ma ich rownie wiele. Przeciez nikt przed napisaniem kata nie sprawdza, czy
prosta od ktorej go mierzy istnieje! Nasza metoda po prostu uwidacznia te problemy. W kazdym razie przypadek
tréjkata prostokatnego mozna rozwiazaé, rozwazajac H = A — teza nie trywializuje sie, ale mozna jej dowies¢,
ruszajac prosta OP, co juz sobie odpuszcze.
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Inwolucje

Antoni Luczak

Teoria

Definicja (Inwolucja)

Inwolucjg nazywamy przeksztalcenie rzutowe, ktorego ztozenie z samym soba jest identycznoscia. W tym
kontekscie nie uznajemy identycznosci za inwolucje.

Inwolucja ma co najwyzej dwa punkty state.

Kazda inwolucja na prostej jest sprzezeniem harmonicznym wzgledem pewnej ustalonej pary punktéw.
W szczegdlnosci jest to inwersja albo symetria wzgledem pewnego punktu tej proste;j.

Kazda inwolucja na stozkowej jest rzutowaniem z pewnego punktu lezacego poza ta stozkows.

Twierdzenie (DIT - inwolucyjne twierdzenie Desargues’a)

Dany jest czworokat ABCD wpisany w stozkowg I' oraz prosta [, ktéra nie przechodzi przez zadne
dwa wierzcholki tego czworokata. Niech [ przecina proste AB, CD, AD, BC, AC, BD oraz stozkowg I'
OdeWiedniO w punktaCh Xla X27 Yla }/2’ Zla Z2a Tla Ts. Wtedy pary (XlaXZ)) (Yla }/Q)a (Zla ZQ)) (TlaTZ)
sg parami punktow odpowiadajacych sobie w pewnej inwolucji na prostej (.
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Twierdzenie (DDIT — dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a)

Dany jest czworokat ABCD opisany na stozkowej I'. Proste AB oraz C'D przecinaja si¢ w punkcie F,
natomiast proste AD oraz BC przecinaja sie w punkcie F'. Niech L bedzie dowolnym punktem réznym od
A, B,C, D, E, F. Niech s, t beda stycznymi do stozkowej I' przechodzacymi przez punkt L. Wtedy pary
(LA,LC), (LB,LD), (LE,LF), (s,t) tworza pary prostych odpowiadajacych sobie w pewnej inwolucji
na peku prostych o érodku L.

Zadania

Zadanie 1. (Lemat izogonalny)

Dane sg parami rozne punkty A, B, C, D, O, przy czym proste OC' i OD sa izogonalne w kacie AO B. Udowodnié,
ze proste laczace punkt O z punktami przeciecia prostych AC' i BD oraz AD i BC réwniez s izogonalne w tym
kacie.

Zadanie 2.
Udowodnié, ze punkty stycznosci okregu wpisanego oraz okregu A-dopisanego z bokiem BC' sa symetryczne
wzgledem $rodka odcinka BC'.

Zadanie 3.
Proste styczne do okregu opisanego na tréjkacie ABC' w punktach B oraz C przecinaja sie w punkcie X.
Udowodnié, ze prosta AX jest symediang.

Zadanie 4.

Niech ABC D bedzie czworokgtem wypuklym. W tréjkacie ABC niech I oraz J oznaczaja odpowiednio $rodki
okregu wpisanego i A-dopisanego. W tréjkacie ACD niech K oraz L oznaczaja odpowiednio $rodki okregu
wpisanego i A-dopisanego. Udowodnié, ze proste I L, JK oraz dwusieczna kata BC'D sg wspolpekowe.

Zadanie 5. (Serbia MO 2017)
Niech k oznacza okrag opisany na trdjkacie ABC, a k, okrag A-dopisany do tréjkata ABC. Niech wspdlne
styczne zewnetrzne okregéw k i k, przecinaja prosta BC' w punktach P oraz Q). Udowodnié, ze {PAB = 4CAQ.

Zadanie 6.

Niech ABC' bedzie tréjkatem, a M érodkiem boku BC'. Niech 7 bedzie okregiem wpisanym w ten tréjkat. Srod-
kowa AM przecina okrag v w punktach X oraz Y. Niech proste przechodzace przez punkty X i Y, réwnolegle
do prostej BC, przecinajg okrag ~ po raz drugi odpowiednio w punktach X; oraz Y;. Proste AX; oraz AY;
przecinajg prosta BC' odpowiednio w punktach P oraz ). Udowodni¢, ze BP = CQ.
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Zadanie 7.

Punkt M jest srodkiem boku BC tréjkata ABC, w ktérym AB = AC. Punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu M na bok AB. Okrag w jest wpisany w trojkat AC'D i styczny do odcinkéw AD oraz AC w punktach K
oraz L. Proste styczne do okregu w przechodzace przez punkt M przecinaja prosta KL w punktach X oraz Y,
przy czym punkty X, K, L, Y leza w tej kolejnosci na prostej K L. Udowodni¢, ze punkty M, D, X, Y leza na
jednym okregu.

Zadanie 8. (Taiwan TST3 2014)

Niech M bedzie dowolnym punktem na okregu opisanym na tréojkacie ABC'. Zalézmy, ze styczne poprowadzone
z punktu M do okregu wpisanego w tréjkat ABC' przecinaja prosta BC' w punktach X; oraz X5. Udowodnié,
ze okrag opisany na trdjkacie M X;Xs przecina okrag opisany na tréjkacie ABC po raz drugi w punkcie
stycznodci okregu A-dowpisanego z tym okregiem.
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Antoni Luczak.

Zadanie 1. (Lemat izogonalny)
Dane sg parami rézne punkty A, B, C, D, O, przy czym proste OC' i OD sa izogonalne w kacie AO B. Udowodni¢,
ze proste laczace punkt O z punktami przeciecia prostych AC'i BD oraz AD i BC réwniez sg izogonalne w tym

kacie.

Rozwigzanie:

Niech E oraz F' beda punktami przecigcia prostej AC z prosta BD oraz prostej AC z prostag BD. Na mocy
dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a istnieje inwolucja na peku prostych o érodku O, ktéra zamienia
proste OA z OB, OC z OD oraz OF z OF.

Z167zmy te inwolucje z symetrig wzgledem dwusiecznej kata AO B. Otrzymujemy inwolucje ustalajaca proste OA,
OB, OC, OD. Taka inwolucja jest identycznoscia, gdyz inwolucja ma co najwyzej dwa punkty stale. Zatem
wyjsciowa inwolucja jest wlasnie tg symetria, a wiec proste OF i OF sg izogonalne w kacie AOB.

Zadanie 2.
Udowodnié¢, ze punkty stycznosci okregu wpisanego oraz okregu A-dopisanego z bokiem BC' sg symetryczne
wzgledem $rodka odcinka BC'.

Rozwiazanie:

Niech D oznacza punkt stycznosci okregu wpisanego z bokiem BC, a E punkt stycznosci okregu A-dopisanego
z prosta BC'. Niech dodatkowo F' oznacza odbicie punktu D wzgledem $rodka okregu wpisanego. Znanym faktem
jest, ze punkty A, E, F leza na jednej prostej.

Zastosujmy dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a do zdegenerowanego czworokata ABDC, punktu F oraz
stozkowej bedacej okregiem wpisanym. Otrzymujemy inwolucje zamieniajacg proste F'B z F'C, FA z FD oraz
ustalajaca prosta przechodzaca przez punkt F', rownolegta do prostej BC'. Rzutujemy te inwolucje z punktu F' na
prosta BC'i otrzymujemy inwolucje zamieniajaca punkty B z C, D z E oraz ustalajaca punkt w nieskoniczonosci
prostej BC.

Jezeli ztozymy te inwolucje z symetria wzgledem srodka odcinka BC, to otrzymamy inwolucje ustalajaca punkty
B, C oraz punkt w nieskonczonosci prostej BC'. Zatem nasza inwolucja jest wlasnie ta symetria, skad wynika
teza.
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Zadanie 3.
Proste styczne do okregu opisanego na trdojkacie ABC w punktach B oraz C przecinaja si¢ w punkcie X.

Udowodnié, ze prosta AX jest symediang.

Rozwigzanie:
Niech w oznacza okrag wpisany w trojkat BC' X . Latwo sprawdzié¢ na katach, ze srodek tego okregu jest srodkiem
huku BC' okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry nie zawiera punktu A. Niech M oznacza $rodek boku BC'.

Zastosujmy dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a do zdegenerowanego czworokata BMCX, punktu A
oraz stozkowej w. Otrzymujemy inwolucje zamieniajaca proste AB z AC, AM z AX oraz styczne z punktu A
do okregu w. Skoro érodek okregu w lezy na dwusiecznej kata BAC, to styczne z punktu A do okregu w
sg symetryczne wzgledem tej dwusiecznej. Postepujemy analogicznie jak w rozwiazaniu pierwszego zadania i
otrzymujemy, ze nasza inwolucja jest symetrig wzgledem dwusiecznej kata BAC. Stad wynika, ze prosta AX

jest symediana.

Zadanie 4.
Niech ABC D bedzie czworokatem wypukltym. W tréjkacie ABC niech I oraz J oznaczaja odpowiednio $rodki

okregu wpisanego i A-dopisanego. W tréjkacie AC'D niech K oraz L oznaczaja odpowiednio $rodki okregu
wpisanego i A-dopisanego. Udowodni¢, ze proste I L, JK oraz dwusieczna kata BC'D sa wspélpekowe.
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Rozwigzanie:

Mamy 4ICJ = SLCK = 90°, wiec proste CJ i CL sa izogonalne w kacie IC K. Na mocy dualnego inwolucyjne
twierdzenie Desargues’a dostajemy, ze proste C'A oraz CX réwniez sg izogonalne w tym kacie, gdzie X jest
punktem przecigcia prostych I'L oraz JK. Wystarczy teraz sprawdzi¢ na katach, ze prosta C' A oraz dwusieczna
kata BCD sa symetryczne wzgledem dwusiecznej kata ICK.

A

Zadanie 5. (Serbia MO 2017)
Niech k oznacza okrag opisany na trdjkacie ABC, a k, okrag A-dopisany do tréjkata ABC. Niech wspdlne
styczne zewnetrzne okregéw k i k, przecinaja prosta BC' w punktach P oraz Q). Udowodnié, ze SPAB = SCAQ.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez O punkt przeciecia tych stycznych, a przez E punkt stycznosci okregu k, z prosta BC. Stosu-
jemy dualne inwolucyjne twierdzenie Desargues’a do czworokata ABEC, punktu O oraz stozkowej k, i otrzy-
mujemy inwolucje zamieniajaca proste OB z OC, OA z OF oraz OP z OQ.

Niech D oznacza punkt przeciecia prostych OA i BC. Rzutujac te inwolucje na prosta BC, otrzymujemy
inwolucje zamieniajaca punkty B z C, D z E oraz P z (Q. Wystarczy zatem wykazac, ze proste AD oraz AF sa
izogonalne w kacie BAC.

Niech w oznacza okrag wpisany w tréjkat ABC'. Zauwazmy, ze O jest érodkiem dodatniej jednoktadnosci przepro-
wadzajacej okrag k na okrag k., a punkt A jest srodkiem dodatniej jednokladnosci przeprowadzajacej okrag k,
na okrag w. Wobec tego srodek dodatniej jednoktadnosci przeprowadzajacej okrag w na okrag k, czyli sprzeze-
nie izogonalne punktu Nagela, lezy na prostej AO. Stad prosta AO jest sprzezona izogonalnie z prosta AFE, co
konczy dowdd.
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Zadanie 6.

Niech ABC bedzie tréjkatem, a M srodkiem boku BC'. Niech v bedzie okregiem wpisanym w ten tréjkat. Srod-
kowa AM przecina okrag v w punktach X oraz Y. Niech proste przechodzace przez punkty X i Y, réwnolegte
do prostej BC, przecinajg okrag ~ po raz drugi odpowiednio w punktach X; oraz Y. Proste AX; oraz AY;
przecinajg prosta BC odpowiednio w punktach P oraz (). Udowodnié, ze BP = CQ.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez R punkt przeciecia prostych XY; oraz Y X;. Z dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a
otrzymujemy inwolucje ustalajaca prosta AM oraz zamieniajaca proste AX; z AY7, Acopc z AR.

Pokazemy teraz, ze AR || BC. Niech K, L, D oznaczaja punkty stycznosci okregu wpisanego odpowiednio z
prostymi AB, AC, BC'. Niech dodatkowo S oznacza punkt przeciecia prostych AM i KL. Wtedy SD 1 BC, co
mozna wykazaé, obliczajac stosunek KS/SL za pomoca twierdzenia sinuséw w tréjkatach AKS, ALS, DK S,
DLS. W takim razie prosta X;Y7 réwniez przechodzi przez punkt S, a prosta RS jest dwusieczna kata X RX;.

7 twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy

RX XS XA

RY Sy AY’
gdyz (A,X;S,Y) = —1, poniewaz prosta KL to biegunowa punktu A. Z drugiej strony mamy RX/RY =
RX/RX;, zatem na mocy twierdzenia Talesa otrzymujemy AR || BC.

Teraz nasza inwolucja ustala kierunek AM, kierunek BC' oraz zamienia punkt P z punktem (. Rzutujac ja
na prosta BC, otrzymujemy przeksztalcenie ustalajace punkt M oraz punkt w nieskonczonosci prostej BC,
a wiec symetrie wzgledem punktu M. Stad BP = CQ.
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Zadanie 7.

Punkt M jest $rodkiem boku BC' tréjkata ABC, w ktérym AB = AC. Punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu M na bok AB. Okrag w jest wpisany w trojkat ACD i styczny do odcinkéw AD oraz AC' w punktach K
oraz L. Proste styczne do okregu w przechodzace przez punkt M przecinaja prosta KL w punktach X oraz Y,
przy czym punkty X, K, L, Y leza w tej kolejnosci na prostej K L. Udowodnié, ze punkty M, D, X, Y leza na
jednym okregu.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez S punkt stycznosci okregu w z prosta CD, przez N érodek odcinka KL oraz przez R punkt
przeciecia prostych CD i KL. Teza jest rownowazna réwnosci RX - RY = RD - RS, lecz prawa strona jest
réwna RK - RN, gdyz <MDK = 4KNM = 90°.

W takim razie teza jest rGwnowazna istnieniu inwolucji na prostej KL, ktéra zamienia punkty R z punktem
w nieskonczonosci, K z N oraz X z Y. Na mocy dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a otrzymujemy
inwolucje zamieniajgcag proste M X z MY, MA z MS oraz MR z MC. Rzutujac ja z punktu M na prosta KL,
otrzymujemy prawie szukana inwolucje.

Aby dokonczyé rozwiazanie, wystarczy wykazac, ze punkty M, S, K sa wspdlliniowe. Zauwazmy jednak, ze sa to
rzuty $rodka okregu wpisanego na boki trojkata BCD. Skoro punkt B jest odbiciem punktu C' wzgledem
dwusiecznej kata DAC, $rodek tego okregu lezy na okregu opisanym na tréjkacie BC' D, a szukana wspéliniowosé
wynika z twierdzenia o prostej Simsona.

Zadanie 8. (Taiwan TST3 2014)
Niech M bedzie dowolnym punktem na okregu opisanym na tréjkacie ABC'. Zalézmy, ze styczne poprowadzone
z punktu M do okregu wpisanego w trojkat ABC przecinaja prostag BC w punktach X; oraz X5. Udowodnié,
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ze okrag opisany na tréjkacie M X;Xs przecina okrag opisany na trojkacie ABC po raz drugi w punkcie
stycznosci okregu A-dowpisanego z tym okregiem.

Rozwigzanie:
Niech D oznacza punkt stycznosci okregu wpisanego z prosta BC, a T punkt stycznosci okregu A-dowpisanego
z okregiem opisanym na trojkacie ABC'. Niech ponadto S oznacza punkt przeciecia prostych AM i BC.

Z dualnego inwolucyjnego twierdzenia Desargues’a otrzymujemy inwolucje, ktora po zrzutowaniu na prosta BC
zamienia punkty B z C, D z S oraz X; z Xs. Korzystajac z faktu, ze prosta T'D przechodzi przez odbicie
punktu A wzgledem symetralnej odcinka BC, tatwo sprawdzié¢ na katach, ze punkty M, T', S, D leza na jednym
okregu. W takim razie otrzymana inwolucja jest inwersja o $rodku w punkcie przeciecia prostych MT i BC.
Zatem réwniez punkty M, T, X1, X2 leza na jednym okregu.
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Skoki Viete’a
Filip Manijak

Teoria

Celem zajec¢ jest praktyczne poznanie metody skokéw Viete’a (ang. Vieta jumping).

Na czym polega ta technika?

Jedli mamy dane réwnanie diofantyczne a? +b? = kab + k, to zalézmy ze a > b. Wtedy mozemy rozpatrywaé to
réwnanie jako réwnanie kwadratowe zmiennej a. Zamienmy a na zmienng x:

22 —kbzr+b*>—k=0.

Oznaczmy drugi pierwiastek tego réwnania przez c. Z wzordéw Viete’a wiemy, ze a + ¢ = kb, czyli ¢ = kb — a

2_ . . .-’ .
oraz ¢ = %. Nastepnie mozemy udowodnié, ze:

(1) c to liczba calkowita,
(2) ¢ < b, wigc w szczegdlnosci ¢ i a sa rézne,
(3) c¢=0.

Kiedy uzywac?
e W zadaniach na poziomie olimpiad miedzynarodowych (na finale OM jeszcze nie znalazlo sie takie zadanie,
ale tez nie jest to wykluczone).
e Gdy rozwiazania maja rekurencyjna strukture — jesli (a,b) jest rozwiazaniem, to pewna para (b, c) tez.

e Kiedy dane jest rownanie stopnia 2, szczegdlnie zapisane w formie tadnego utamka.
Zadania
Zadanie 1. (IMO 1988 P6)

Niech a i b beda dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze ab+1 dzieli a®+b?. Pokazaé, ze
liczby caltkowitej.

0‘2—‘,-172
ab+1

jest kwadratem

Zadanie 2. (Putnam 1978 B4)
Udowodnié, ze dla kazdej liczby rzeczywistej N réwnanie

a® + b2 + 2 + d% = abe + bed + eda + dab

ma rozwigzanie, w ktérym najmniejsza z liczb a, b, ¢, d jest wieksza niz N.

Zadanie 3.
Niech a i b beda dodatnimi liczbami calkowitymi takimi, ze ab dzieli a® + b? + 1. Pokazaé, ze

a® + b2 4+ 1 = 3ab.

Zadanie 4.
Niech a,b,c € Z, oraz 0 < a® + b*> — abc < c. Udowodnié, ze a? + b% — abc jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 5. (IMO 2007 P5)
Liczby a,b € Z* speliaja podzielnosé 4ab — 1 | (4a® — 1)%. Udowodnié, ze a = b.

Zadanie 6.
Zmalez¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite m i n, ze wyrazenie 7+ + = jest liczba catkowita.
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Zadanie 7. s
Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spetniaja podzielnoéé abc + 1 | a® + b% + ¢2. Udowodnié, ze “;;”T";c jest suma
dwoch kwadratow liczb catkowitych.

Zadanie 8.
Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, m spelniaja réwnanie m - abc = 1 4 a? + b% 4 c2. Udowodnié, ze m = 4.

Zadanie 9. (Vietnam MO 2002)
Znalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o tej wlasnosci, ze rownanie

a+b+c+d=nVabed

ma rozwiagzanie w dodatnich liczbach catkowitych.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Karol Musielinski, Michat Oprocha.

Zadanie 1. (IMO 1988 P6)
Niech @ i b beda dodatnimi liczbami calkowitymi takimi, ze ab+1 dzieli a®+b2. Pokazaé, ze
liczby catkowite;j.

a’+4b?
ab+1

jest kwadratem

Rozwigzanie:

Wezmy calkowite k, dla ktérego istnieja takie calkowite a,b > 0, ze
a2 + b2 B
ab+1

oraz zalézmy, ze k nie jest kwadratem liczby catkowitej. Dodatkowo wezmy taka pare (a,b) dodatnich liczb
calkowitych, ze suma a+ b jest minimalna. Bez straty ogélnosci a > b (réwnanie jest symetryczne). Zamienmy a
na zmienna x. Z wyjSciowego rownania po rownowaznych przeksztalceniach otrzymujemy

2? — (kb)x + (b — k) = 0.
Jest to réwnanie kwadratowe zmiennej . Niech x1, z2 beda rozwigzaniami tego rownania. Wiemy, ze jednym
pierwiastkiem jest 1 = a. Ze wzordéw Viete’a mamy
b2 —k
T '

To = kb— 21 oraz To =

Pierwsze réwnanie pokazuje, ze x5 jest calkowite, a drugie réwnanie, ze x4 # 0, jesli k nie jest kwadratem liczby
catkowitej. Skoro a,b > 0, to
x3 + b2 e a? +b?
zob+1 ab+1
wiec z2b + 1 > 0. Oznacza to w szczegélnosci, ze x5 > 0. Wobec tego otrzymujemy
-k b

€T = \a‘7

>0,

a a

czyli o < a. Stad 2 +b < a+ b, co jest sprzeczne z minimalnoécia a + b. Oznacza to, ze poczatkowe zalozenie,
ze k jest nie jest kwadratem liczby catkowitej nie moze by¢ spelnione.

Zadanie 2. (Putnam 1978 B4)
Udowodnié, ze dla kazdej liczby rzeczywistej N réwnanie

a® + b2 + 2 + d% = abc + bed + eda + dab

ma rozwigzanie, w ktérym najmniejsza z liczb a, b, ¢, d jest wieksza niz N.

Rozwigzanie:
Wezmy dowolna czworke (a, b, ¢, d) dodatnich liczb catkowitych, ktére spelniaja wyjéciowe réwnanie. Bez straty
ogblnodci a < b < ¢ < d (réwnanie jest symetryczne). Zamiehmy a na zmienna x. Wowczas

2% — (be + ed + db)z + b + ¢* + d* — bed = 0.

Jest to réwnanie kwadratowe zmiennej x. Niech x1,z9 beda rozwiazaniami tego réwnania. Wiemy, ze jednym
pierwiastkiem jest z1 = a. Ze wzordéw Viete’a mamy

To=bc+cd+db—x1 >d+d—2x1 > d.

Daje to, ze rozwiazanie x4 jest réwniez catkowite oraz zo > d. W taki sposéb otrzymujemy rozwiazanie (b, ¢, d, a’).
W takim razie, postepujac analogicznie kolejno dla zmiennych a, b, ¢, d, otrzymujemy

(a’ b, C7 d) - (b7 c7 d7 a,) - (c7 d7 a’? b,) - (d7 a/, bl’ C/) - (a/7 bl7 Cl7 d/)'
W taki sposéb o/, V', ¢/, d" > d, czyli najmniejsza z liczb z otrzymanej czwoérki zwickszyla si¢ co najmniej o 1
w poréwnaniu do poczatkowej czworki. Jesli N < 0, to oczywiscie poczatkowa czwoérka spelniala postulowana

wlasnosé. Na mocy powyzszej operacji dla N > 0 powtarzajac ten proces maksymalnie | V| razy otrzymujemy
czworke liczb, ktéra spelnia postulowana wlasnoéc.

Pozostaje zauwazy¢, ze czwoérka (a, b, ¢,d) = (1,1, 1, 1) spelnia warunki zadania. Z tej czwérki w opisany powyzej
sposéb jesteSmy w stanie wygenerowaé czworke spetniajaca warunki zadania.
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Zadanie 3.
Niech a i b beda dodatnimi liczbami calkowitymi takimi, ze ab dzieli a® + b? + 1. Pokazaé, ze

a®> + b2 4+ 1 = 3ab.

Rozwiazanie:
Wezmy dodatnia liczbe catkowita k # 3 oraz zaldézmy, ze istnieja takie calkowite a,b > 0, ze

a®+b*4+1

ab N

Dodatkowo weZzmy taka pare (a,b) dodatnich liczb catkowitych, ze suma a+ b jest minimalna. Zalézmy réwniez,

ze ab > 1. Bez straty ogélnosci a > b (gdy a = b, to réwnanie spelnia tylko para liczb (a,b) = (1,1)), na mocy

tych zalozen a > 1. Zamienmy a na zmienna x. Z wyjsciowego réwnania po réwnowaznych przeksztalceniach
otrzymujemy

k.

2% — (kb)z + (b +1) = 0.
Jest to réwnanie kwadratowe zmiennej x. Niech x1,z9 beda rozwiazaniami tego réwnania. Wiemy, ze jednym

pierwiastkiem jest z1 = a. Ze wzordéw Viete’a mamy

b2 +1
ro =kb—x1 oraz a9 = + .
Mo

Pierwsze rownanie pokazuje, ze zo jest calkowite, a drugie rownanie, ze xo > 0, poniewaz a, b > 0. Laczac drugie
réwnanie z zalozeniem, ze a > b (co w szczeg6lnosci daje nam, ze a > b+ 1), otrzymujemy
P+l »*+1 b+l
_’1’;2 = = <
T a b+1

<a,

Zatem para liczb (z2,b) takze spelnia to réwnanie oraz z uwagi na to, ze z3 < a, réwniez 22 +b < a + b,
co jest sprzeczne z zalozeniem o minimalnosci sumy a + b. W zwiazku z tym, jesli dla pewnych dodatnich liczb
catkowitych a, b, k zachodzi rownosé
a®+b*+1
k= —m,
ab
to k = 3, co nalezalo udowodnic.

Zadanie 4.
Niech a,b,c € Z, oraz 0 < a® + b*> — abc < c. Udowodnié, ze a? + b% — abe jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie:
Wezmy dodatnie liczby catkowite 0 < d < ¢, dla ktérych istnieja takie catkowite a,b > 0, ze
a® +b% —abc=d

oraz d nie jest kwadratem liczby calkowitej. Dodatkowo weZzmy taka pare (a,b) dodatnich liczb calkowitych, ze
suma a + b jest minimalna. Bez straty ogélnosci a > b (réwnanie jest symetryczne). Zamienmy a na zmienng x.
7 wyjéciowego réwnania po rownowaznych przeksztalceniach otrzymujemy

22— (be)z +b* —d=0.

Jest to rownanie kwadratowe zmiennej x. Drugim rozwigzaniem tego réwnania jest liczba e, dla ktérej ze
wzoréw Viete’a mamy

b2 —d
Pt
Pierwsze réwnanie pokazuje, ze e jest catkowite. Gdyby e < 0, to podstawiajac do wyjéciowego rownania mamy

e=bc—a oraz e =

0=e?—(bc)e+b* —d>e* — (be)e +b? —c=e? + b+ c(—be — 1) > * +b* > 0,

sprzeczno$¢. Dodatkowo e # 0, poniewaz d nie jest kwadratem liczby calkowitej. Stad e > 0. Z drugiego
wzoru Viete’a mamy

V2 —d b2
<7

a a

e = < a.

Jest to jednak sprzeczne z minimalnodcia pary (a,b), poniewaz a + b > e + b. Stad poczatkowe zalozenie, ze d
nie jest kwadratem liczby catkowitej bylo bledne.
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Zadanie 5. (IMO 2007 P5)
Liczby a,b € Z* speliaja podzielnosé 4ab — 1 | (4a® — 1)%. Udowodnié, ze a = b.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze spelniona jest nastepujaca tozsamosé

b?(4a® — 1) — (4ab — 1) (4a®b — 2ab + a2) = (a — b)%.
z zalozenia 4ab — 1 | (4a® — 1)%, wigc 4ab — 1 dzieli lewa strone powyzszej tozsamodci, a zatem
4ab—1| (a —b)*.
Wezmy caltkowite k, dla ktérego istnieja takie calkowite a,b > 0, ze
o

Dodatkowo wezmy taka pare (a,b) dodatnich liczb catkowitych, dla ktérej suma a + b jest najmniejsza. Zaldézmy
réwniez, ze a # b. Stad k > 0. Bez straty ogdlnosci a > b (réwnanie jest symetryczne). Zamienimy a na zmienng .
Z wyjsciowego rownania po rownowaznych przeksztalceniach otrzymujemy

2?2 — (4bk + 2b)x +b* + k = 0.

Jest to rownanie kwadratowe zmiennej x. Drugim rozwiazaniem tego réwnania jest liczba ¢, dla ktorej ze wzoréw

Viete’a mamy
b2+ k
c=4bk +2b—a oraz c= + .
a

Pierwsze rownanie pokazuje, ze ¢ jest catkowite. Z warunku minimalnosci pary (a, b) mamy, ze ¢ > a. Z drugiego
rownania otrzymujemy

b+ k
+ >a, wiec k> a®— b2

a
z drugiej strony z definicji liczby k dostajemy

Z_ i —b> — .
T , wiec a—0b>(4dab—1)(a+D)

Skoro a,b € Z,, to 4ab—1 > 1, czyli a — b > a + b — sprzecznosé. Wobec tego niemozliwe jest a # b.

Zadanie 6.
Znalez¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite m i n, ze wyrazenie 7> + - jest liczbg catkowita.

Rozwigzanie:
WezZmy calkowite k, dla ktérego istnieja takie calkowite m,n > 0, ze
2 2
m°+n m n
—=—+4+—=k.
mn n o m
Kazda para, gdzie m = n, spelnia warunki zadania, jednoczesnie implikujac k = 2. Wezmy taka pare (m,n)
roznych dodatnich liczb catkowitych, dla ktorej suma m + n jest najmniejsza. Bez straty ogdlnosci m > n.
Zamienmy m na zmienna x. Z wyjéciowego réwnania po réwnowaznych przeksztalceniach otrzymujemy

x? — (nk)z +n* =0

Jest to rownanie kwadratowe zmiennej z. Drugim rozwigzaniem tego rownania jest liczba a, dla ktérej ze wzordéw

Viete’a mamy
2
n
a=nk—m oraz a=—<m,
m

poniewaz m > n. Pierwsze roéwnanie pokazuje, ze a jest calkowite. Z drugiego réwnania mamy, ze a > 0
oraz a +n < m + n, co jest sprzeczne z zalozeniem o minimalnosci pary (m,n), zatem zalozenie, ze liczby m
i n sa rézne, prowadzi do sprzecznosci, implikujac jednoczesnie m = n. Zatem warunki zadania spetniaja tylko
liczby

(mv n) = (tv t)v

gdzie t jest dowolna dodatnia liczbg catkowita. Po podstawieniu ich do wyrazenia * + I mozemy zauwazyc,
ze k= 2.
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Zadanie 7.
Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spetniaja podzielnoéé abc + 1 | a® + b% + ¢2. Udowodnié, ze
dwoch kwadratow liczb catkowitych.

a’4+b%4c?

aber1 — Jest suma

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, ze
a? + v+
L 3

abc+1

i niech (a, b, c) bedzie trojka o najmniejszej sumie sposréd tréjek o tej wlasnosci. Bez straty ogdlnosci niech
a < b < c. Woéwezas © = ¢ jest jednym z rozwigzan réwnania kwadratowego

2?2 — (kab)x + (a® +b* — k) = 0.

Ze wzoréw Viete’a drugim rozwiazaniem jest d = kab — ¢ € Z i tréjka (a,b,d) takze spelnia podzielnosé
z zadania, ponadto dla tego samego k. Zauwazmy, ze d > 0, poniewaz w przeciwnym wypadku mianownik
ulamka definiujacego k bylby ujemny (a = b = —d = 1 nalezy wykluczyé¢ osobno).

Mniejsze z rozwigzan powyzszego rownania kwadratowego jest rowne

1
= (kab — k20212 — 402 — 412 + 4k) .

Chcemy pokazaé, ze

(ka — 2)b < Vk2a2b% — 4a2 — 4b2 + 4k,

co jest rbwnowazne temu, ze rozwigzanie to jest mniejsze od b. Jesli ka —2 < 0, powyzsza nieréwnos¢ trywialnie
zachodzi. W przeciwnym wypadku, po podniesieniu do kwadratu dostajemy nieréwnos$é¢ réwnowazna

a? — k < b*(ka — 2).

Jesli ka — 2 > 0, to prawa strona jest réwna co najmniej b2, a lewa jest mniejsza od a? < b?, wiec nieréwnosé
zachodzi. Pozostalo zatem ka — 2 = 0, co jest mozliwe tylko dla (k,a) = (2,1) lub (k,a) = (1,2). W pierwszym
przypadku nieréwnoéé¢ zachodzi, natomiast drugi wymusza

(c=b)*+3=c*—2bc+b*+3=0,

co oczywiscie jest niemozliwe. Wobec tego mniejsze z rozwigzan powyzszego réwnania kwadratowego jest mniej-
sze od b, czyli w szczegdlnodci nie moze byé réwne c. Stad d jest mniejszym z rozwigzan i d < b < c¢. Ponie-
waz d > 0 prowadzi do sprzecznosci z minimalnoscia sumy a + b + ¢, musi zachodzi¢ d = 0. Wowczas

02 — (kab)0 + (a® +b* — k) = 0,

czyli k = a® + b2, co bylo do wykazania.

Zadanie 8.
Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, m spelniaja réwnanie m - abc = 1 4 a? + b% 4 ¢2. Udowodnié, ze m = 4.

Rozwigzanie:
Zal6ézmy, ze dla pewnego m € Z, istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, ze

>+ b0+ +1

——————— =m

abc

i niech (a,b, ) bedzie trojka o najmniejszej sumie sposréd tréjek o tej wlasnosci. Bez straty ogdlnosci niech
a < b < ¢. Analizujac réwnoéé z zalozenia modulo 4, wnioskujemy, ze wszystkie liczby a, b, ¢ sa nieparzyste.
Stad 4 | m, w szczegblnosci m > 4.
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Zauwazmy, ze x = c jest jednym z rozwiazan réwnania kwadratowego
x? — (mab)zx + (a® +b* +1) = 0.

Ze wrzoréw Viete’a drugim rozwiazaniem jest d = mab—c i tréjka (a, b, d) takze spelnia odpowiednia podzielnosé,

ponadto dla tego samego m. Zauwazmy, ze

a? +b%+1

_— >
c

mab = ¢+ c,

wiec d > 0. Mniejsze z rozwiazan powyzszego rownania kwadratowego jest réwne

% (mab — \/m%t%2 —4a2 — 4b% — 4) )

Chcemy zbadaé, kiedy rozwiazanie to jest mniejsze od b, co jest réwnowazne

(ma — 2)b < /m2a2b? — 4a® — 4b? — 4.
Poniewaz m > 4, po podniesieniu do kwadratu dostajemy nieréwno$¢ rownowazna
(ma — 1)b* > a? + b + 1.

Wobec m > 4 mamy ma—1 > 3. Jedli tylko b > 2, to lewa strona jest réwna co najmniej 36> > 2b%+1, wiec wobec
zalozenia a < b jest $cidle wicksza od a? + b? + 1 i nieréwnoéé zachodzi. Wéwezas d jest mniejszym z rozwiazan
powyzszego rownania kwadratowego i d < b < ¢. To jednak prowadzi do sprzecznosdci z minimalno$cig sumy
a+b+ec.

Wobec tego b = 1, co implikuje natychmiast a = 1. Wéwczas cm = ¢? + 3, czyli 3 = ¢c(m—c) i c € {1,3}. W obu
przypadkach otrzymujemy m = 4, co bylo do udowodnienia.

Zadanie 9. (Vietnam MO 2002)
Zmnalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o tej wlasnoéci, ze réwnanie
a+b+c+d=nvabed

ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych.

Rozwigzanie:
Zal6ézmy, ze dla pewnego n € Z, istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze

a+b+c+d=nVabed

i wezmy czwoérke (a, b, ¢, d) o najmniejszej sumie. Bez straty ogélnosci niech a < b < ¢ < d. Zauwazmy, ze x = d
jest jednym z rozwiazan réwnania kwadratowego

P(z) = 2% 4+ (2a + 2b + 2¢ — n*abc)z + (a + b+ ¢)? = 0.

Ze wzoréw Viete’a drugim rozwiazaniem jest 7 = n?abc —2a — 2b—2c—d € Z oraz dr = (a+b+c¢)?, wigc r > 0.
Stad czworka (a, b, ¢, r) tez jest poprawnym rozwiazaniem dla tego samego n. Zauwazmy réwniez, ze

P(c) = (a +b+2c)* — n%abc® < 16¢* — nabc® = (16 — n?ab)c>.

Jesli zatem n > 4, to P(c) < 0, wiec ¢ lezy pomiedzy dwoma pierwiastkami P. Wtedy r < ¢ < d, co jest
w sprzecznosci z zatozeniem o minimalnosci a + b + ¢ 4+ d. Wobec tego n < 4.

Czytelnik zechce sprawdzié, ze liczby n € {1,2,3,4} spelniaja warunki zadania.
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Bartosz Kotwicki

Teoria

Definicja (Funkecja monotoniczna)

Jezeli dla wszystkich z > y zachodzi nier6wnos$é f(x) > f(y) lub dla wszystkich x > y zachodzi nieréw-
no$é f(x) < f(y), to funkcja f jest monotoniczna.

Definicja (Funkcja $cisle monotoniczna)

Jezeli dla wszystkich © > y zachodzi nieréwnosé f(z) > f(y), to funkcja f jest Scisle rosngca. Jezeli dla
wszystkich & > y zachodzi nieréwnosé f(x) < f(y), to funkcja f jest $cisle malejgca.

Jezeli funkcja f jest niemalejaca i spelia f(f(z)) = z, to f(z) = «.

Definicja (Injekcja)

Jezeli f(a) = f(b) wtedy i tylko wtedy, gdy a = b, to funkcja f jest rdznowartosciowa (injekcjq).

Definicja (Surjekcja)

Jezeli zbior wartosci jest réwny przeciwdziedzinie funkcji f, to funkcja f jest surjekcjg.

Udowodnienie, ze funkcja jest surjekcja, bywa bardzo przydatne. Wowczas miedzy innymi istnieje takie a, ze
f(a) =0 (jesli dopuszcza to przeciwdziedzina), co byé moze pozwoli uzyskaé prostsza réwnosé.

Definicja (Bijekcja)

Jezeli funkcja f jest injekcja oraz surjekcja, to jest bijekcjq.

Definicja (Ciaglo$é funkcji)

Funkcja f jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego xq
lim f(z) = f(=zo).

T—T

O funkcji cigglej mozna mysle¢ jako o takiej, ktéra mozna narysowaé¢ bez odrywania rysika od kartki.

Definicja (Funkcja addytywna)

Funkcja f jest addytywna, jezeli dla wszystkich x, y, spelnia réwnosc¢

flx+y) = f(z)+ fy).
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Twierdzenie

Kazda funkcja addytywna f ma te wlasnosé, ze

flgz) = qf(2)
dla kazdego q € Q.

Twierdzenie (Réwnanie funkcyjne Cauchy’ego w Rxg)

Jedli funkcja f: R>o — R>( spelnia réwnanie

flx+y) = f=)+ f(y)

dla wszystkich z,y € R, to f jest postaci f(x) = ax dla pewnego a € R.

Twierdzenie (Rownanie funkcyjne Cauchy’ego w R
o "V (=)

Jedli funkcja f: R — R jest ciagla i spelnia rownanie

flx+y) = f(x)+ fy)

dla wszystkich z,y € R, to f jest postaci f(x) = ax dla pewnego a € R.

Metody

Jest wiele metod rozwiazywania rownan funkcyjnych. Niektore z nich to:

e Podstawianie stalych, najczesciej 0 lub 1.
e Jezeli f(z + a), przy czym a jest zalezne tylko od y oraz znamy f(0), to podstawiamy z = —a.

e Jezeli w réwnaniu zmienna x pojawia sie zaréwno w parzystej, jak i w nieparzystej potedze, to warto
podstawi¢ —x w miejsce x.

e Jezeli wystepuje wyrazenie typu f(f(x)), to warto rozwazy¢ t := f(x).

o Wykazywanie, ze funkcja jest réznowartosciowa lub przyjmuje warto$é¢ zero tylko dla jednej stalej, zakla-
dajac, ze istnieja takie a # b, ze f(a) = f(b).

e Pokazywanie, ze funkcja jest monotoniczna.

e Wykazywanie, ze funkcja jest surjekcja/bijekcja.

e Doprowadzenie do réwnania funkcyjnego Cauchy’ego, np. poprzez rozwazenie funkcji g(x) = f(x) — f(0).

Addytywnosc¢

Zadanie 1.
Zmnalez¢ wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace dla wszystkich z,y € Q réwnanie

fx+y) = f(@)+ fly) —zy.

Zadanie 2.
Zmnalez¢ wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace dla wszystkich z,y € Q réwnanie

f@+fy) = fl@) +y.

Zadanie 3. (USAMO 2002 P4)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace rownanie

fl@® —y*) = zf(z) —yf(y)
dla wszystkich x,y € R.

232



Roéwnania funkcyjne

MIKO 2023/24

Zadanie 4.
Znalez¢ wszystkie funkcje ciggle spelniajace réwnanie funkcyjne Jensena

)+ 1) =2f (552

dla wszystkich x,y € R.

Zadanie 5.
Znalez¢ wszystkie funkcje ciagle spelniajace réwnanie funkcyjne Mikolaja z Oresme

f(l"l) *f(x2) _ Tl — T2
flxo) — flws) @2 — 3

dla wszystkich x1 > zo > x3.

Zadanie 6. (55 OM, I etap, zadanie 3)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace warunek

f@+y) =xf(x)+ f(y)

dla kazdej pary liczb wymiernych zx, y.

Zadanie 7. (Romanian MO 1998)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla wszystkich x,y € R warunek

f@®+92) = f(@® = y°) + f(2ay).

Zadanie 8. (Bulgarian MO 1994)
Zmnalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace

zf(z) —yfly) = (z—y)f(z +y)

dla wszystkich x,y € R.

Zadanie 9. (IMO 1992 P2)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniaja

F@®+ f(y) =y + f(2)?

dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y.

Zadanie 10. (IMO Shortlist 2019 A1)
Zmnalez¢ wszystkie takie funkcje f: Z — Z, ze dla wszystkich liczb calkowitych a i b zachodzi

f(2a) +2f(b) = f(f(a+0b)).

Zadania mieszane

Zadanie 11.
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R speliajace dla wszystkich z,y € R réwnanie

f@)fly) = fl@ —y).

Zadanie 12.
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R speliajace dla wszystkich z,y, z € R rownanie

fe+fly+f)=z+y+z+1
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Zadanie 13.
Zmalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace

flz—y) = f(z) + fly) — 22y

dla wszystkich x,y € R.

Zadania tatwe

Zadanie 14. (Indian MO 2005)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R speliajace dla wszystkich z,y, z € R rownanie

f@®+yf(2) =af(x) + 2f(y).

Zadanie 15. (59 OM, II etap, zadanie 3)
Znalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y zachodzi

(@) —y) = o) + F(F(y) = f(=2)) + =

Zadanie 16. (53 OM, II etap, zadanie 1)
Dana jest taka funkcja f: R — R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzg réwnosci

f(@) = f(2x) = f(1 — ).

Dowiesé, ze funkcja f jest okresowa.

Zadanie 17.
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniaja

flx+y)+ f)fly) = 2y + 2xy

dla wszystkich z,y € R.

Zadanie 18.
Zmnalez¢ wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniaja

f(f(y) + flx—y) = flzf(y) —x)

dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y.

Zadania sredniej trudnosci

Zadanie 19. (USAMO 2023 P2)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Ry — R, ktére dla wszystkich x,y € R spelniaja

flzy + f(z) =zf(y) + 2.

Zadanie 20. (63 OM, II etap, zadanie 4)

Zmnalez¢ wszystkie takie pary funkcyj f,g: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y spelniona jest

rownosé

g(f(x) —y) = flg(y)) + .

Zadanie 21. (61 OM, II etap, zadanie 5)

Znalez¢ wszystkie takie funkcje monotoniczne f: R — R, ze dla wszystkich z,y € R zachodzi rownosé

f(f(@)—y)+ fx+y)=0.
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Zadanie 22. (Rabka 2019)
Zmnalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y zachodzi réwnosé

@) + f(zy) = f(@) f(y) + yf (@) + zf(x + ).

Zadanie 23. (63 OM, I etap, zadanie 8)
Zmalezé wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnosé

fla+ flz+y) = fl@—y) + f(2)*.

Zadanie 24. (USAJMO 2024 P5)
Zmalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y prawdziwa jest réwnosé

f@® —y) +2yf(x) = f(f(2)) + f(y).

Zadania trudne

Zadanie 25. (62 OM, III etap, zadanie 4)
Znalez¢ wszystkie takie pary funkcyj f,g: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest
réwnoséé

f@)f(y) = g9(@)g(y) + 9(z) + 9(y).

Zadanie 26. (65 OM, I etap, zadanie 5)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Z — 7Z spelniajace warunek

fla+b)® — fla)® = f(b)* = 3f(a)f(b)f(a+b)
dla kazdej pary liczb catkowitych a, b.

Zadanie 27. (IMO Shortlist 2002 A1)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnosé

f(f(@) +y) =20+ f(fly) —2)
dla wszystkich x,y € R.

Zadanie 28. (IMO Shortlist 2018 A1)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Q4 — Q4 spelniajace

F@PfW)?) = f(=)?f(y)

dla wszystkich z,y € Q4.

Zadanie 29. (69 OM, II etap, zadanie 1)
Znalez¢ wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczy-
wiste, ktére spelniajg oba nastepujace warunki:

(1) f(z)+ f(y) > zy dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y,
(2) dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje taka liczba rzeczywista y, ze f(x) + f(y) = xy.

Zadanie 30.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka funkcja f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x > y spelniona jest

nieréwnosé
flx)=fly) > Vo —y.

Zadanie 31. (IMO Shortlist 2020 A8)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Ry — Ry spelniajace

fla+ flay) +y=fl@)f(y) +1
dla wszystkich z,y € R,.
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Zadanie 32. (IMO Shortlist 2009 A3)
Dana jest taka funkcja f: Z, — Z,, ze dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych x,y liczby

sa dlugosciami bokéw pewnego niezdegenerowanego tréjkata. Wykazaé, ze (1) = 1.
Q g p g g g JKQ Yy s
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Bartosz Kotwicki*, Karol Musielinski, Michal Oprocha.

We wszystkich rozwiazaniach (ay, as, as, . .., a,) bedzie oznaczalo podstawienie 21 := ay, T3 := a9, ..., Tp = an
do wyjsciowego réwnania. Przykladowo, jesli w wyjSciowym réwnaniu wystepujg zmienne x, y, z, to bierzemy
T =x1, Yy = To, 2 = x3. Analogicznie dla zmiennych a, b, ¢ bierzemy a = x1, b = 22, ¢ = x3.

Zadanie 1.
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace dla wszystkich x,y € Q rownanie

flx+y) = f@)+ f(y) — zy.

Rozwigzanie:
Po dodaniu wyrazenia
2 2 2
@y _(z+y)
p T TWE T
do obu stron réwnania wyj$ciowego otrzymujemy rownosé
(z +y)? a? Y
f($+y)+T:f(1‘)+7+f(y)+?-

Rozwazmy funkcje g(z) = f(z) + 22/2. Wtedy g(z + y) = g(z) + g(y), czyli funkcja g jest addytywna. Zatem
g(z) = ax, a wiec f(x) = ax —2%/2 dla pewnego a € Q. Bezpoérednio sprawdzamy, ze kazda funkcja tej postaci
spelnia warunki zadania.

Zadanie 2.
Zmnalezé wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace dla wszystkich x,y € Q rownanie

flz+ f(y)) = f2) +.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu (0, 0) otrzymujemy, ze

f(f(0)) = £(0).
Z kolei z podstawienia (x, f(0)) oraz (z,0) otrzymujemy

f(@) + f(0) = f(z + f(f(0))) = fz+ £(0)) = f(z) + 0 = f(=),
wige f(0) = 0. Stad dla (0, z) mamy

F(f(x) = f0+ f(z) = f0)+z ==

W koncu dla (z, f(y)) otrzymujemy
fla+y) = flx)+ fy),

wiec funkcja f jest addytywna. Z addytywnosci otrzymujemy, ze f(x) = ax dla pewnego a € Q. Po wstawieniu
otrzymanej postaci do wyjsciowego réwnania wnioskujemy, ze f(x) = z lub f(x) = —z. Kazda z tych funkcyj
spetnia warunki zadania.

Zadanie 3. (USAMO 2002 P4)
Zmalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

f@® =) =af(x) —yfly)

dla wszystkich x,y € R.
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Rozwigzanie:
Podstawiamy (0,0) i otrzymujemy f(0) = 0. Dla (x,0) mamy réwnosé

vf(x) = f(2*) = —af(-w),

wiec f(x) = —f(—x). Zatem
f@?) = f(@® —y*) + F(y?).
Niech a + b := 22, b := y?. Wéwczas
fla+b) = f(a)+ f(b),

czyli funkcja f jest addytywna dla nieujemnych rzeczywistych argumentéw. Zauwazmy, ze dla kazdego a € Rxq
po wstawieniu (a + 1,0) otrzymujemy

flla+1)?) = (a+1)fa+1).
Stad z addytywnosci funkcji f oraz f(2?) = xf(z) otrzymujemy
af(a)+2f(a) + f(1) = (a+1)f(a) + (a+ 1) f(1).

Wobec powyzszego f(a) = af(1), o ile tylko a > 0. Wtedy z réwnosci f(z) = —f(—z) mamy f(z) = zf(1) dla
kazdego = € R, czyli funkcja f jest postaci f(x) = cx dla pewnego ¢ € R. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda
funkcja tej postaci spelnia warunki zadania.

Zadanie 4.
Znalez¢ wszystkie funkcje ciagle spelniajace réwnanie funkcyjne Jensena

)+ 1) =21 (552

dla wszystkich z,y € R.

Rozwigzanie:
Niech g(z) = f(z) — f(0), wtedy g(0) = 0. Po odjeciu wyrazenia 2f(0) od obu stron wyjéciowego réwnania,
otrzymujemy

(7@ - 100 + (1) - sy =2 (1( 57 ) - 1))

wiee g(x) +g(y) = 2¢ (T)

Po podstawieniu (x + y,0) mamy

9(x +y) =2g<x;y>,

wige g(z) + g(y) = g(z +y).

Wéwezas z réwnania funkcyjnego Cauchy’ego otrzymujemy g(z) = ax dla pewnego a € R, wiec funkcja f jest
postaci f(z) = ax + b, przy czym a,b € R. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda funkcja tej postaci spelnia
warunki zadania.

Zadanie 5.
Znalez¢ wszystkie funkcje ciagle spelniajace réwnanie funkcyjne Mikolaja z Oresme

f(iﬁl) *f(xz) _ 1 — T2
flxo) = flwg) @2 — 3

dla wszystkich xy > xo > x3.
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Rozwigzanie:
Podstawmy (z + ¢, x,x — €), przy czym € > 0. Wtedy

fete)— i) _(z+e)—x
f@)—fe—e) = (z—9)
wiee 2f(z) = fla+e)+ fla—e).

=1,

Rozwazmy g(z) = f(x) — f(0). Wéwezas funkcja g jest ciagla, g(0) = 0 oraz g spelnia
g(x +¢) + gz —e) = 29().

Po przyjeciu x = 0 otrzymujemy g(e) = —g(—¢) dla kazdego € > 0, czyli funkcja g jest nieparzysta. Zauwazmy,
ze dla kazdego y # 0, po przyjeciu odpowiednio ¢ := y lub € := —y, zachodzi réwnosé

9(x+y) +g(x—y) = 29(x).
Powyzsza réwnoséé¢ zachodzi réwniez trywialnie dla y = 0. Analogicznie
9y + )+ gy — ) =29(y).
Po dodaniu powyzszych i skorzystaniu z nieparzystosci otrzymujemy
29(x +y) = 29(x) + 29(y)-

Oznacza to, ze funkcja g jest addytywna. Poniewaz g jest ciagla, z réwnania Cauchy’ego wnioskujemy, ze
funkcja f jest postaci f(z) = ax + b dla pewnych a,b € R. O ile tylko a # 0, to funkcja tej postaci spelnia
warunki zadania.

Zadanie 6. (55 OM, I etap, zadanie 3)
Zmalez¢ wszystkie funkcje f: Q — Q spelniajace warunek

f@®+y) =xf(x)+ fly)

dla kazdej pary liczb wymiernych x, y.

Rozwigzanie:
Dla (—z,y) otrzymujemy
f@® +y) = —zf(—z) + f(y).

Stad wnioskujemy, ze zf(x) = —z f(—x), wiec funkcja f jest nieparzysta. Dla (1,—1) mamy

Z kolei dla (z,0) mamy f(z?) = xf(z). Zatem
f@® +y) = f(@®) + f(y).
dla wszystkich z,y. Po przyjeciu w powyzszym (z,y — ?) mamy
fly—a?) = fly) - f(a?).
Ustalmy teraz a,r € Q. Zauwazmy, ze dla p = (r +1)/2, ¢ = (r — 1)/2 zachodzi réwnosé r = p? — ¢°. Stad
flatr)=fa)+ () = f(¢*) = fla) + F(0* = ¢*) = f(a) + f(r).
Wobec dowolnosci a i r funkcja f jest addytywna. Zatem f(x) = zf(1) dla wszystkich z € Q, czyli funkcja f

jest postaci f(z) = az dla pewnego a € Q. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda taka funkcja spelnia warunki
zadania.
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Zadanie 7. (Romanian MO 1998)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla wszystkich x,y € R warunek

f@®+92) = f(@® = y°) + f(2ay).

Rozwigzanie:
Po wstawieniu (0,0) otrzymujemy f(0) = 0. Natomiast dla (0,y) dostajemy f(y?) = f(—y?), czyli funkcja f
jest parzysta. Niech a := 22 — y?, b := 22y, przy czym z,y > 0 — mozna w ten sposéb uzyskaé¢ wszystkie pary

a,b € Ryg. Wowczas
(Va2 +12) = fla) + £(0).

Rozwazmy g(z) = f(v/x) 1 zauwazmy, ze g(z + y) = g(z) + g(y) oraz g: Ryo — R>o. Wéwczas z réwnania

funkcyjnego Cauchy’ego dla R>q wnioskujemy, ze g(x) = azx dla pewnego a > 0. Stad i z parzystosci f(z) = az?.

Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda funkcja tej postaci spelnia warunki zadania.

Zadanie 8. (Bulgarian MO 1994)
Zmalezé wszystkie funkcje f: R — R spelniajace

vf(z) —yfly) = (= —y)f(z +y)
dla wszystkich x,y € R.
Rozwiazanie:

Dla (x + y,y) otrzymujemy
(@+y)f(@+y) —yfly) = xf(z+2y),

wiec po dodaniu powyzszego do wyjéciowego mamy
2f(z+y) = flx) + flz+2y).

Do powyzszego wstawiamy (z, (y — x)/2), co daje

27 (252 ) = ) + 1)

Wéwezas stosujemy podstawienie (x 4 y,0) i otrzymujemy

fat o)+ 10 =26 (552 ) = 1)+ 1),

Niech ¢ := f(0). Wéwezas

rf(z) —yf(y) = (@ —y)f(z+y) = (x —y)(f(z) + fly) — o),
wiee yf(x) —af(y) = c(z —y)

Po ustaleniu y # 0 wnioskujemy, ze f(z) = ax + b dla pewnych a,b € R. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda
funkcja tej postaci spelnia warunki zadania.

Zadanie 9. (IMO 1992 P2)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniaja

f@+ fy) =y + f(x)?

dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y.
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Rozwigzanie:
Niech a := f(0). Wéwezas z (0,y) dostajemy

F(f(y) +a)=y+a’.
Ponadto prawa strona powyzszej rownosci przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste, stad f jest surjekcja. Zatem
istnieje takie yo, ze f(yo) = 0. Wowczas z powyzszego
fla) =yo +a®.

Jednak podstawienie (0,0) daje f(a) = a?, wiec yo = 0, czyli a = f(0) = 0. Wobec tego
fUW) =y

dla kazdego y € R. Stad w szczegdlnosei funkcja f jest injekcja. Bierzemy teraz (z,0) i otrzymujemy
f@®) = f(x)* >0,

przy czym nieréwnoéé ta jest Scista dla x # 0. Po wstawieniu (z, f(¢)) dla pewnego t € R do wyjsSciowego
réwnania mamy

(a2 +8) = F(B) + F(2%) = £() + f(2)*
Zauwazmy, ze wobec powyzszego funkcja f jest SciSle rosnaca. Teraz z Lematu 1 wnioskujemy, ze f(z) = x.
Czytelnik zechce sprawdzié, ze tak zdefiniowana funkcja spelnia warunki zadania.

Zadanie 10. (IMO Shortlist 2019 A1)
Zmnalez¢ wszystkie takie funkcje f: Z — Z, ze dla wszystkich liczb catkowitych a i b zachodzi

f(2a) +2f(b) = f(f(a+0b)).

Rozwiazanie:
Dla (a,0) otrzymujemy

f(2a) +2£(0) = f(f(a)).
Z kolei dla (0, a), dostajemy

f(0) +2f(a) = f(f(a)).
Wobec powyzszych zachodzi rownoéé

f(2a) = 2f(a) — f(0).
Po przyjeciu (0,a 4+ b) w wyjSciowym réwnaniu mamy
f0) +2f(a+0b) = f(fla+b)) = f(2a) +2f(b) = 2f(a) — f(0) + 2f(b).
Stad
fla+0b) = f(a) + f(b) — £(0).

Rozwazmy g(x) = f(x) — f(0), wtedy g(x + y) = g(x) + g(y). Wéwczas z addytywnosci g(z) = kz dla pewnego
k € Z. Stad funkcja f jest postaci f(z) = kx + ¢ dla pewnych k,c € Z. Bezposrednio wstawiajac te postaé
funkcji do wyjsciowego réwnania, znajdujemy jedyne rozwiazania f(z) = 2x+c¢ dla pewnego ¢ € Z lub f(z) = 0.

Zadanie 11.
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R speliajace dla wszystkich z,y € R réwnanie

f@)fly) = fl@z—y).
Rozwigzanie:
Dla (0,0) otrzymujemy f(0)? = f(0). Wéwczas ma miejsce jeden z przypadkéw

(i) f(0) =0. Wéwczas (x,x) daje f(z) = 0 dla wszystkich x € R.
(ii) f(0) = 1. Wstawiamy (0, z) i otrzymujemy f(z) = f(—z). Wowczas

f@2x) = flz = (—x)) = f(x)f(-x) = f(x)f(x) = flz —x) = f(0) = 1.
Wobec powyzszego f(x) =1 dla kazdego = € R.

Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda z funkcyj f(x) = 0 oraz f(x) = 1 spelnia warunki zadania.
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Zadanie 12.
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R speliajace dla wszystkich z,y, z € R rownanie

fe+fly+f()=z+y+z+1

Rozwigzanie:
Dla (z,0,0) mamy
fle+ f(f(0) =2z +1.
Niech ¢ := f(f(0)). Wéwczas po wstawieniu (z — ¢, 0,0) dostajemy
flz)=2—c+ 1

Wobec tego funkcja f jest postaci f(x) =  —a dla pewnego a € R. Po podstawieniu tej postaci do wyjsciowego
réwnania wnioskujemy, ze a = 1/3 jest jedynym rozwiazaniem.

Zadanie 13.
Zmalezé wszystkie funkcje f: R — R spelniajace

fle—y) = flx) + fly) — 2zy
dla wszystkich x,y € R.
Rozwiazanie:
Dla (0,0) otrzymujemy réwnosé f(0) = 2f(0), czyli f(0) = 0.
Nastepnie dla (x, z) mamy
0= f(z—a)= f(z) + f(z) - 22° = 2f(z) — 227,

czyli f(x) = 2%. Czytelnik zechce sprawdzié, ze otrzymana funkcja spelnia warunki zadania.

Zadanie 14. (Indian MO 2005)
Zmnalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla wszystkich x,y, z € R réwnanie

f@® +yf(2) =af(x) + 2f(y).

Rozwigzanie:
Z podstawienia (0,0,0) mamy f(0) = 0. Nastepnie dla (z,0, z) otrzymujemy

f@?) = f(@®+0- f(2)) = 2f(z) + 2f(0) = af (x),
Z kolei z (x, x, x) uzyskujemy
f@® +xf(x)) = 22f(x).
Wobec powyzszych
20f(z) = f(a? +af(x)) = f(2® + f(2?)) = af(x) + 2 f(1),

czyli o f(z) = 22 f(1), co daje f(z) = xf(1) dla = # 0. Wobec tego funkcja f jest postaci f(z) = ax dla pewnego
a € R. Czytelnik zechce sprawdzi¢, podstawiajac otrzymang postaé do wyjéciowego réwnania, ze jedynymi
funkcjami, ktére spelniaja warunki zadania, sa f(x) = z oraz f(z) = 0.
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Zadanie 15. (59 OM, II etap, zadanie 3)
Zmalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y zachodzi

(@) —y) = o) + F(F(y) = f(=2)) + =

Rozwigzanie:
Dla (0,0) dostajemy, ze

F(£(0)) = £(£(0) = 0) = f(0) + f(f(0) = f(0)) = 2/(0).
Wstawiajac (0, f(0)) mamy
f(0) = f(0) + f(f(£(0)) = f(0)) = f(0) + f(2(0) = f(0)) = f(0) + f(f(0)) = 3/(0),
wiec f(0) = 0. Nastepnie bierzemy (0,y) i uzyskujemy
f(=y) = F(£(0) —y) = f(0) + f(f(y) = f(0)) = F(f ()
Wreszcie dla (x, f(z)) otrzymujemy
0=f(f(x) = f(x)) = f() + F(f(f(2)) = f(=2)) + @ = f(z) + =,

czyli f(x) = —x. Czytelnik zechce sprawdzié, ze otrzymana funkcja spelnia warunki zadania.

Zadanie 16. (53 OM, II etap, zadanie 1)
Dana jest taka funkcja f: R — R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzg réwnosci

flx) = f(2z) = f(1 - =)
Dowies¢, ze funkcja f jest okresowa.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze z zalozenia zachodzi rownosé

fla—1/2) = f22 —1) = (2 - 22) = f(1 —2) = f(a).

Zatem funkcja f jest okresowa o okresie 1/2.

Zadanie 17.
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniaja

fla+y)+ f(2)f(y) = 2%y* + 2y
dla wszystkich x,y € R.
Rozwiazanie:
Po podstawieniu (0, 0) otrzymujemy réwnosé
F(0)+ f(0)* =0,
wigc f(0) = 0 albo f(0) = —1, czyli ma miejsce jeden z ponizszych przypadkéw.
(i) f(0) = 0. Po podstawieniu (z,0) otrzymujemy
f(x) = fz) + f(2)£(0) =0,
dla kazdego = € R, co oczywidcie nie spelnia wyjéciowego réwnania.
(ii) f(0) = —1. Dla (x, —z) otrzymujemy réwnosé
FO) + f(a) f(—2) = 2" — 222,
wiec
f@)f(-2) = (2* = 1)

Po potozeniu w powyzszym x = 1 dostajemy
ff(=1) =0.
Jesli f(1) =0, to dla (x,1) otrzymujemy
fl+1)=fla+1)+ flx)f(1) = 2> + 22

Zatem f(x) = 2% — 1. Dla f(—1) = 0 analogicznie otrzymujemy ten sam wzér funkcji f.

Czytelnik zechce sprawdzié, ze funkcja f(x) = 22 — 1 spelnia warunki zadania.
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Zadanie 18.
Zmnalezé wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniaja
fUW) + fl@—y) = faf(y) — )

dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y.

Rozwigzanie:
Dla (0,0) dostajemy, ze
f(f(0)) + £(0) = £(0- £(0) = 0) = f(0),
wiee f(f(0)) = 0. Polézmy teraz (0, £(0)), wtedy
FO)+ F(=(0)) = F(f(£(0)) + f(=(0)) = f(0),
wiec f(—£(0)) = 0. Po podstawieniu (f(0), f(0)) otrzymujemy
2f(0) = F(#(£(0))) + £(0) = f(f(0) - F(f(0)) = f(0)) = f(=f(0)) =0,
wiec f(0) = 0. Nastepnie przyjmujemy (,0), wtedy
f(@) = f(f(0) + f(z) = f(2f(0) — 2) = f(-2),
czyli funkcja f jest parzysta. Ponadto (z,x) daje réwnosé
f(f@) = f(f () + £(0) = fzf(x) — x).
Wreszcie po podstawieniu (x, —z) mamy
f(F (@) + fQ2x) = f(f(=2)) + f22) = f(zf(—x) —2) = f(xf(2) — x).

Po odjeciu dwdch ostatnich réwnan stronami otrzymujemy réwnoéé f(2z) = 0. Wobec tego dla kazdego x € R
zachodzi f(z) = 0. Czytelnik zechce sprawdzié, ze funkcja ta spelnia warunki zadania.

Zadanie 19. (USAMO 2023 P2)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Ry — R, ktére dla wszystkich x,y € Ry spelniaja

flzy + f(2) = zf(y) + 2.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu (z,1) mamy
Flo+ f@) = of (1) +2.
Dla (1,z + f(x)) dostajemy réwnosé
fla+ flo) + f(1) = flz+ f(2) +2 =2 f(1) + 4.

Nastepnie bierzemy (x,1+ f(1)/x) i otrzymujemy
Fla+ fQ) + f(x) = af (1 + fi”) +2.
7 otrzymanych zaleznoéci mamy
zf()+4=xaf <1+f;1)> + 2,

wiec f (1 + fi”) = ; + f(1).

Po podstawieniu w powyzszym réwnaniu f(1)/z w miejsce x mamy
2
flx+1) = —=z+ f(1).
D= Fm
Stad dla wszystkich 2 > 1 zachodzi réwnosé f(x) = ax+b, przy czym a,b € R. Poprzez bezposrednie podstawie-
nie uzyskanej postaci do wyjsciowego réwnania, wnioskujemy, ze f(x) =z + 1 dla wszystkich « > 1. Nastepnie
niech z > 11y < 1. Wowczas
ry+x+2=flzy+ f(z) =xf(y) +2.

wiec f(y) =y + 1. Pozostalo bezposdrednio sprawdzié, ze funkcja f(z) = z 4+ 1 spelnia warunki zadania.
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Zadanie 20. (63 OM, II etap, zadanie 4)
Zmnalezé wszystkie takie pary funkcyj f,g: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y spelniona jest
rownosé

g(f(z) —y) = flgy)) +z.

Rozwigzanie:
Niech a := f(g(0)). Po podstawieniu (x,0) otrzymujemy

9(f(x) =a+a.
Niech b := ¢(0). Wéwczas po przyjeciu (z, f(x)) dostajemy

b= fla+z)+z, wiec f(z)=b+a—x.
Wobec tego f(x) = ¢ — z, przy czym ¢ = a + b. Nastepnie zauwazmy, ze

gle—z—y)=g(f(x) —y) = flg(y)) +z =c—g(y) +z.

Po wstawieniu (¢ — y,y) do powyzszego otrzymujemy réwnosé

b=c—gy)—y+e
czyli g(y) = 2¢ — b —y. Zatem g(x) = d — z, przy czym d = 2¢ — b.

Nastepnie podstawiamy uzyskane postacie funkcyj f(x) = —z + c oraz g(z) = —z + d do wyjéciowego réwnania.
Wéwezas wnioskujemy, ze ¢ = d. Wobec tego f(z) = g(z) = ¢ — x dla pewnego ¢ € R. Czytelnik zechce
sprawdzi¢, ze kazda para funkcyj tej postaci spelnia warunki zadania.

Zadanie 21. (61 OM, II etap, zadanie 5)
Znalez¢ wszystkie takie funkcje monotoniczne f: R — R, ze dla wszystkich z,y € R zachodzi rownosé

f(f(x) —y) + fz+y) =0.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu (0, 0) otrzymujemy

F(£(0)) + £(0) = 0.
Nastepnie dla (f(0), —f(0)) mamy

2f(0) = £(0) + £(0) = F(S(f(0)) + f(0)) + f(f(0) = f(0)) =0,

wiec f(0) = 0. Bierzemy teraz (0,y) i otrzymujemy

f)+f(=y) = F(f(0) —y) + f(0+y) =0,

wiec funkcja f jest nieparzysta. Przypusémy, ze istnieje takie ¢ # 0, ze f(¢) = 0. Wéwczas dla (¢,y) dostajemy
rownosé

fE +fE+y) = F(f@) —y) + flt+y) =0,
wiec f(y +t) = f(y) dla kazdego y € R. Wobec tego funkcja f jest okresowa i monotoniczna, wiec stala.
Bezposrednio z wyjsciowego réwnania sprawdzamy, ze jedyna funkcja stala, ktéra spelnia warunki zadania, jest

J(x)=0.
Rozwazmy teraz pozostaly przypadek, gdy 0 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f. Wéwcezas dla (z, —x)
otrzymujemy

f(f(x) +z) =0,

wiec f(z) = —ux. Czytelnik zechce sprawdzié, ze ta funkcja réwniez spelnia warunki zadania. Wobec tego
jedynymi funkcjami o zadanych wlasnosciach sa funkcje f(x) = 0 oraz f(x) = —uz.
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Zadanie 22. (Rabka 2019)
Zmnalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y zachodzi réwnosé

f@®) + f(ay) = f(@) f(y) + yf(@) + xf(x + ).

Rozwigzanie:
Dla (0,0) otrzymujemy
wiec zachodzi jeden z ponizszych przypadkow.

(i) f(0) = 0. Wowezas dla (x,0) dostajemy
fa?) =z f(x).

Po podstawieniu —z w miejsce * w powyzszej réwnosci otrzymujemy zf(z) = —xf(—z), wiec f(z) =
—f(—z) i funkcja f jest nieparzysta. Po wstawieniu (x, —x) mamy

0= f(z*) + f(=2®) = f(2)f(~2) - af(z) = —f(2?) - 2f (),

czyli f(z)? = —xf(x). Stad dla kazdego = € R zachodzi f(x) = 0 lub f(x) = —z. Przypuéémy, ze istnieja
takie rézne a,b # 0, ze f(a) = —a i f(b) = 0. Wowczas dla (a,b) dostajemy

—a® 4 f(ab) = —ab+ af(a +b)

Czytelnik zechce sprawdzié¢ mozliwe wartosci f(ab) oraz f(a+0b) i zauwazyé, ze powyzsza réwnosé prowadzi
do sprzecznosci. Stad jedynymi rozwiazaniami w tym przypadku moga byé funkcje f(x) = 0lub f(x) = —z.

(ii) f(0) = 2. Po podstawieniu (0, y) otrzymujemy réwnosé
4= f(0%) + f(0-y) = f(0)f(y) +yf(0) = 2f(y) + 2y,
czyli f(z) =2 — .
Crytelnik zechce sprawdzié, ze kazda z funkeyj f(z) =0, f(x) = —x i f(x) = 2 — x spelnia warunki zadania.
Zadanie 23. (63 OM, I etap, zadanie 8)
Zmnalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnoscé
fla+ flz+y) = flz—y) + f(2)".
Rozwigzanie:
Po podstawieniu (z 4+ f(x), —f(z)) otrzymujemy réwnosé
flz+2f(2) = flz+2f(2)) + f(z + f(2))?,
wigc f(z + f(x)) = 0. Nastepnie dla (z,0) mamy
0=flz+f(z) = f(2) + f(2)%,

czyli dla kazdego x € R zachodzi f(z) = —1 albo f(z) = 0. Na mocy wczesniejszego rozumowania istnieje takie
b e R, ze f(b) = 0. Przypusémy, ze istnieje réwniez takie a € R, ze f(a) = —1. Wtedy dla (a, a —b) otrzymujemy

fla+ f2a—1b)) = f(b) + f(a)* = 1,

jednak lewa strona moze by¢ réwna jedynie 0 lub —1. Wobec tego f(z) = 0 dla kazdego € R. Czytelnik zechce
sprawdzié, ze otrzymana funkcja spelnia warunki zadania.

246



Réwnania funkcyjne MIKO 2023/24

Zadanie 24. (USAJMO 2024 P5)
Zmalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest réwnosé

@ —y)+2yf(x) = f(f(2) + f(v).

Rozwigzanie:
Niech ¢ := f(0). Wéwczas po podstawieniu (0,0) otrzymujemy f(c) = 0. Z kolei dla (¢, 0) dostajemy

F(e*) = f(f(e)) + £(0) = 2c.

Bierzemy teraz (c,c?) i otrzymujemy réwnoéé

c= f(c® = ¢*) +2cf(c) = f(f(0)) + f(c?) = 3c.
Stad f(0) = ¢ =0. Wtedy dla (z,0) mamy

Nastepnie wstawiamy (z,22) i dostajemy

202 f(x) = f(f(2)) + f(a?) = 2f(z?),

wiee f(2?) = 22 f(z). Po wstawieniu —x w miejsce  w otrzymanej réwnoéci, wnioskujemy, ze f(z) = f(—x),
czyli funkcja f jest parzysta.

Niech teraz a # b oraz f(a) = f(b). Woéwczas, podstawiajac (a,y) oraz (b,y), otrzymujemy
f@® —y) +2yf(a) = f(f(a)) + fy) = F(F(0) + f(y) = F(O° —y) + 2y (D),

czyli f(a? —y) = f(b* —y). Niech d := b — a? i zauwazmy, ze zachodzi jeden z ponizszych przypadkéw.

(i) Jedli d # 0, to funkcja f jest okresowa o okresie d. Po wstawieniu (z,d) mamy, ze

fa? —d) +2df (x) = f(f(2)) + f(d) = f(z®) + f(0) = f(a?),
wige f(z) = 0 dla kazdego = € R.
(ii) Pozostaje przypadek, gdy d = 0, czyli a + b = 0, o ile tylko f(a) = f(b) dla pewnych a # b. Wowczas

z otrzymanej réwnosci f(2?) = f(f(z)) wnioskujemy, ze f(x) = +2? dla kazdego z € R.
Przypusémy, ze istnieja takie p,q # 0, ze f(p) = p* i f(q) = —¢*. Wowezas po podstawieniu (p, q)

f®*—q) +2qp° = fP*) —* =p*f(p) —¢* =p* — ¢,

czyli f(p? — q) = p* — 2qp® — ¢>. Wobec tego f(p* — q) = —(p? — ¢)? i dostajemy p? = 2q. Analogicznie
otrzymujemy réwnoéé ¢? = 2p. Stad jednak 2p?q = 2¢%p i p = ¢, co jest niemozliwe.
Zatem f(z) = 22 dla kazdego = € R albo f(z) = —22 dla kazdego = € R.

Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda z funkeyj f(z) = 0, f(x) = —2? oraz f(x) = 22 spelnia warunki zadania.

Zadanie 25. (62 OM, III etap, zadanie 4)
Znalez¢ wszystkie takie pary funkcyj f,g: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y prawdziwa jest
réwnosé

f(@)f(y) = g9(x)g(y) + g(x) + 9(y).

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f@)fly) +1=9(@)g(y) +g(x) +9(y) +1 = (9(x) + D(g(y) +1).
Wtedy po przyjeciu (z, z) dostajemy réwnosé

Stad otrzymujemy, ze
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Wobec tego funkcja f jest stata. Niech f(z) = ¢ dla wszystkich 2 € R. Wowczas
g(z) =tV +1-1
dla kazdego x € R. Przypusémy, ze istnieja takie a, b, ze g(a) # g(b). Wtedy
¢ +1=f@)f(y) +1=(g9(x) + D(gy) +1) = —(c* + 1),

2

wiec ¢© = —1 — sprzecznosé. Wobec tego funkcja g réwniez jest stata, a para funkcyj f i g

spelia warunki

zadania wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) = a i g(z) = b dla kazdego « € R, przy czym a,b € R sa ustalone

i spetniaja réwnoséé a? +1 = (b+ 1)2.

Zadanie 26. (65 OM, I etap, zadanie 5)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Z — 7Z spelniajace warunek

fla+0)* = f(a)® = f(b)* = 3f(a)f(0)f(a+b)

dla kazdej pary liczb calkowitych a, b.

Rozwigzanie:
Dla (0,0) mamy 4£(0)3 = 0, wigc f(0) = 0. Po wstawieniu (a, —a) otrzymujemy

czyli f(a) = —f(—a) i funkcja f jest nieparzysta. Po przyjeciu (1,1) mamy
0=f(2)° -2f(1)° = 3f(1)*f(2) =
= (f(1) + f(2)*(f(2) - 2f(1)).
Stad f(2) = —f(1) lub f(2) = 2f(1). Rozpatrzmy kolejno nastepujace przypadki.
(i) f(1) = 0. Wowcezas bierzemy (a, 1) i otrzymujemy
fla+1)° = f(a)* = fla+1)° = f(a)® = f(1)* = 3f(a) f(1) fla + 1) =0,
wiec f(a+ 1) = f(a). Poniewaz f(1) = 0, réwnos¢ f(a) = 0 zachodzi dla kazdego a € Z.
(ii) f(2) = —f(1) oraz f(1) # 0. Polézmy (1,2), wtedy
FB3? =f3)° = f(1)> = f(2)° = 3f()f(2)f(3) = =3f(1)*f(3).

Stad
FB)IF(3)* +3f(1)*) = 0.

Poniewaz f(1) # 0, mamy f(3)% + 3f(1)% > 0, wiec f(3) = 0. Wtedy dla (a, 3) otrzymujemy

fla+3)° = f(a)* = fla+3)° = f(a)’ = f(3)> = 3f(a) f(3) f(a +3) =0,

czyli f(a+ 3) = f(a). Wobec tego funkcja f jest postaci

0 k=0 (mod3),
fl(k)=<a k=1 (mod 3),
—a k=2 (mod 3),

dla pewnego a = f(1) € Z.
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(iii) f(2) = 2f(1) oraz f(1) # 0. Wykazemy indukcyjnie, ze f(k) = kf(1) dla k € Z,. Oczywiscie réwnosé
ta jest prawdziwa dla k < 2. Zalézmy teraz, ze teza jest spelniona dla k > 2. Wéwczas po podstawieniu
(k,1) mamy

Flk+1)° — f(1)° = f(k)* = 3f (1) f (k) f(k +1).

Zatem z zalozenia indukcyjnego
Flk+1)° = (K + 1) f(1)° = 3kf(1)* f(k + 1),
wiec
(f(E+1) = (k+ DSOS (E+ 1)+ (k+1)f(k+1)f(1) + (5" — k+1)f(1)*) = 0.

Przypusémy, ze

fE+1D2+E+1D)fk+1)f1)+E —k+1)f(1)? =0.
Wéwezas po podzieleniu obustronnie przez f(1)? # 0 dostajemy

2
(f(jfg)l)) (k1) <f(’;g)1)> + (k2 —k+1)=0.
f(k+1)

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze powyzsze réwnanie kwadratowe zmiennej 16) nie ma rozwiazan rze-

czywistych. Wobec tego f(k + 1) = (k4 1)f(1), co koticzy dow6d indukcyjny. Pozostalo zauwazyé, ze
f(k) =kf(1) dla kazdego k € Z, poniewaz funkcja f jest nieparzysta. Zatem f jest postaci f(k) = ka dla
pewnego a € Z.

Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda z otrzymanych powyzej funkcyj spelnia warunki zadania.

Zadanie 27. (IMO Shortlist 2002 A1)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnosé

F(f(@)+y) =22+ f(fly) — )
dla wszystkich x,y € R.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu (z, — f(x)) otrzymujemy réwnosé

f(f(=f(@)) —x) = =2z + f(0).
Wobec tego funkcja f jest surjekcja. Rozwazmy teraz takie a € R, ze f(a) = 0. Wtedy po przyjeciu (a, y) mamy

f(y) —2a = f(f(y) —a).

Poniewaz funkcja f jest surjekcja, funkcja y — f(y) — a takze jest surjekcja. Wobec tego dla kazdego = € R
prawdziwa jest réwnosé f(xz) = x — a. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazda funkcja postaci f(z) = z — a dla
pewnego a € R spelnia warunki zadania.

Zadanie 28. (IMO Shortlist 2018 A1)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Qy — Q4 spelniajace

I )*) = f@)*f()
dla wszystkich z,y € Q...

Rozwiazanie:
Niech ¢ := f(1). Po podstawieniu (1/¢,1) mamy

F(1) = f(1/e)f(1),
wige f(1/c) = 1. Wéwezas dla (z,1/c) otrzymujemy f(2?) = f(x)?. Stad f(1) = f(1)?, wiec f(1) = 1.

Zauwazmy, ze po przyjeciu (1,y) mamy

Stad jednak .
f) =W =S == (f" T (y)?

dla kazdego n € N, przy czym f*) oznacza k-krotnie zlozenie funkcji f z nia sama. Zatem dodatnia liczba
wymierna f(y) jest potega pewnej liczby wymiernej o dowolnie duzym wyktadniku. Czytelnik zechce przekonaé
sie, ze stad f(y) =1 dla kazdego y € Q.. Latwo sprawdzié, ze funkcja ta spelnia warunki zadania.

249



Réwnania funkcyjne MIKO 2023/24

Zadanie 29. (69 OM, II etap, zadanie 1)
Zmnalezé wszystkie funkcje f okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczy-
wiste, ktére spelniaja oba nastepujace warunki:

(1) f(z)+ f(y) > zy dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y,
(2) dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje taka liczba rzeczywista y, ze f(x) + f(y) = xy.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu do pierwszego warunku (z, ) otrzymujemy nieréwnoéé f(x) > z2/2 dla kazdego = € R.

Wowezas dla kazdego x € R na mocy drugiego warunku istnieje takie y € R, ze

2 2
1

0=f(x)+ fly) —zy >
Jednak oczywidcie (x—y)? > 0, stad w powyzszej nieréwnoséci musi zachodzié réwnosé. Zatem takze f(x) = x2/2.
Wobec dowolnosci « jedynym rozwiazaniem moze byé¢ funkcja f(x) = 22/2. Latwo sprawdzié, ze funkcja dana
tym wzorem spetnia warunki zadania.

Zadanie 30.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka funkcja f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych z > y spelniona jest
nierownosé
fx)=fly) > Ve —y.
Rozwiazanie:

Ustalmy = > y. Zauwazmy, ze x > (x +y)/2 > y. Zatem
r+vy r+y \/x -y
— > — = s
() s R = 5
r+y r+y \/m -y
_ > — = .
10 - 1(55) > - 55 .
Po dodaniu stronami powyzszych nieréwnosci mamy

flx) = fly) > V2 —y).

Analogicznie otrzymujemy f(z) — f(y) > /2"(x — y) dla kazdego n € N. To oczywiscie niemozliwe, poniewaz
warto$¢ f(z) — f(y) jest stala, a warto$é /2" (z — y) moze by¢ dowolnie duza. Wobec tego nie istnieje funkcja f
o tej wlasnosci.

Zadanie 31. (IMO Shortlist 2020 A8)
Znalez¢ wszystkie funkcje f: Ry — Ry spelniajace

fla+ flay) +y = flx)f(y) +1
dla wszystkich z,y € Ry.

Rozwiazanie:
Po podstawieniu (1, y) otrzymujemy

JA+fw)+y=rf0)f(y) +1.

Wobec powyzszego a = b, jesli tylko f(a) = f(b), wiec funkcja f jest injekcja. Ustalmy teraz y € R, oraz
1 # 9. Przyjmijmy z1 = 21y, 20 = x2y. Przypusémy, ze

f(z2) — f(21)

1_
) 21 — 22

Wtedy 1 — 20 = f(22) — f(21), czyli z1 + f(21) = @2 + f(22). Wowezas z wyjSciowego réwnania wynika réwnosé
flx1) = f(z2), czyli 1 = z9 wbrew zalozeniu. Wobec dowolnosci y, prawa strona powyzszej réwnosci jest
niedodatnia. Stad i z réznowartosciowosci funkcja f jest $cisle rosnaca.
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Poniewaz funkcja f jest Scisle rosnaca ograniczona z dotu przez 0, dla kazdego xg > 0 istnieje granica prawo-
stronna
lim f(z) > 0.

+
I‘PZO

Niech lim, o+ f(x) = p oraz lim,_, + f(x) = q. Wowczas dla & — 0% mamy f(xy) — pT oraz f(xz+ f(zy)) — ¢
dla kazdego y € R. Wobec tego

gty —1

q+y=pfly) +1 oraz f(y) »

Istotnie, gdyby p = 0, to ¢ + y = 1 dla kazdego y, co oczywiscie jest niemozliwe.

Wobec powyzszego funkcja f jest postaci f(z) = ax + b, dla pewnych a,b € R. Czytelnik zechce wstawié
otrzymana posta¢ funkcji do wyjsciowego rownania i przekonaé sie, ze musi zachodzi¢ a = b = 1. Oczywiscie
f(x) =z + 1 spelnia warunki zadania.

Zadanie 32. (IMO Shortlist 2009 A3)
Dana jest taka funkcja f: Z, — Z., ze dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych z,y liczby

sa dlugosciami bokéw pewnego niezdegenerowanego tréjkata. Wykazaé, ze f(1) = 1.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu (1,y) na mocy nieréwnosci tréjkata mamy

If) =1 < fly+f1) 1) < fly) +1.
Ponadto oczywiscie f(y) > 1, wiec
fy) =1<fly+f(1)-1) <fly) +1,

czyli f(y) = fly+ f(1) — 1). Przypusémy teraz, ze f(1) # 1. Wéwczas funkcja f jest okresowa, czyli przyjmuje
warto$é najwieksza, ktéra oznaczmy przez a. Wtedy dla (2a + 1,y) mamy

FW)+fly+fa+1)—1)<2a<2a+1,

wiec whrew zalozeniu nie istnieje tréjkat o bokach dtugosci 2a+ 1, f(y), f(y + f(2a+ 1) — 1). Zatem f(1) =1,
co byto do wykazania.
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Patryk Rosoét

Teoria

W calym skrypcie litera p bedziemy oznaczaé¢ wylacznie liczby pierwsze.

Twierdzenie (O liczbach pierwszych)

Niech 7(z) bedzie liczba liczb pierwszych nie wiekszych od x. Wéwezas

ZE:oodlas<l7 Zﬁ<oodlas>1, (a)
k=1 k=1

oo

1 7 5

Zp—€<§7 (b)

k=1

"1

> - =6(Inn), (c)

k=1

Definicja (Gesto$é asymptotyczna)

Niech S C Z,. Gestosé asymptotyczng zbioru S oznaczamy przez d(S) i definiujemy jako granice

~ i |Sﬂ{1,2,...,n}|.

n— 00 n

d(S)

Powyzsza granica moze nie istnie¢. Wowczas gesto$é S nie jest zdefiniowana.

Zadania

Zadanie 1.
Dany jest zbiér A C Z . Udowodnié, ze jesli d(A) > 0, to
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Zadanie 2.
Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Udowodnié¢, ze niezaleznie od parametru o € R istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych, ktore dzielg przynajmniej jeden wyraz ciaggu

ap = LOLan .

Zadanie 3.
W nieskonczonej tablicy dodatnich liczb catkowitych

a1,1 ai2 a3
a21 Qa22 0G2;3
as;1 as2 as3;3

kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje co najwyzej 2024 razy. Udowodnié¢, ze dla pewnych m, n zachodzi
nieré6wnosé ay, , > mn.

Zadanie 4. (Taiwan IMC 2021)
Znalez¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a,b), dla ktérych istnieje taki skonczony podzbiér S C Z.,
ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi rownosé

n=az"4+y"+s

dla pewnych liczb catkowitych z,y > 0 oraz s € S.

Zadanie 5. (Canadian MO 2020)

Niech S ={1,4,8,9,16,...} bedzie zbiorem wszystkich poteg dodatnich liczb calkowitych o wyktadniku wigk-
szym niz 1. Szeregujemy elementy S w rosnacy ciag (a;);>1. Udowodnié, ze jest nieskoficzenie wiele takich
dodatnich liczb catkowitych n, ze 9999 | anq1 — ay.

Zadanie 6.
Dany jest ciag dodatnich liczb catkowitych (a,)n>1, spelniajacy a, < 9000n. Dodatnia liczbe calkowita a;
nazywamy przyjazng, jezeli

a; | ged(ar,ag,...,a;-1).

Rozstrzygnaé, czy kazdy ciag (a,) o tych wlasnosdciach zawiera nieskonczenie wiele liczb przyjaznych.

Zadanie 7. (Iranian MO 2020)
Liczby a,b,c,d € Z4 speliaja ged(a,b) = ged(c,d) = 1. Rozwazamy ciagi

Ty =an+b oraz Yn =cn +d.

Wykazaé, ze dla nieskoniczenie wielu dodatnich liczb catkowitych n obie liczby x, i y,, sa bezkwadratowe.

Zadanie 8. (China TST 2015)
Udowodnié, ze dla nieskonczenie wielu dodatnich liczb catkowitych n liczba n? + 1 jest bezkwadratowa.

Zadanie 9. (Brazilian MO 2020)
Dla ustalonej liczby catkowitej a niech ciag (f(a,n))n>1 spelnia warunki

fla,1)=1, f(a,2)=a oraz f(a,n)= f(a,n—1)4+ f(a,n—2)

dla n > 3. Liczbe k nazwiemy fiboczyriskq, jezeli istnieja takie liczby caltkowite a > 1 oraz n > 4, ze f(a,n) = k.
Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb, ktére nie sa fiboczyriskie.

Zadanie 10. (USAMO 2014 P6)
Udowodnié, ze istnieje ¢ € R oraz ng € Z4 o nastepujacej wlasnosci. Jezeli a, b, ¢ sa takimi dodatnimi liczbami
calkowitymi, ze n > ng oraz ged(a +14,b+ j) > 1 dla wszystkich ¢,5 € {0,1,...,n}, to

min{a, b} > ¢"n".
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Zadanie 11. (China TST 2017)

Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Niech D,, oznacza zbiér dodatnich dzielnikéw n. Ponadto niech f(n)
bedzie najmniejsza dodatnia liczba calkowita m o tej wlasnosci, ze elementy D, daja parami roézne reszty
z dzielenia przez m. Udowodnié, ze istnieje taka dodatnia liczba caltkowita IV, ze dla kazdego n > N zachodzi

f(n) < nl/lOO.

Zadanie 12.
Udowodnié, ze istnieja 2024 kolejne dodatnie liczby catkowite o tej wlasnosci, ze zadne dwie z nich nie maja tej
samej liczby dzielnikow.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Patryk Rosét*, Karol Musielinski.

Zadanie 1.
Dany jest zbiér A C Z. . Udowodnié, ze jedli d(A) > 0, to

Rozwigzanie:
Wystarczy zatozyé, ze

> 0.

d4+(A) := limsup AN{L2,...,

n— o0 n

Niech Ny = 1 oraz rozwazmy taki ciag liczb catkowitych (Ng)ken, ze
4 d+(A)

N> —N;_ AN[L, Nl >
k d; (A) k-1 oraz | [ k| 9
Wéwcezas
R~ 1
—-=> > -
acA k=1 aGAﬂ[Nk,l,Nk)
> 1
> (JAN[L Ni]| = Nig_a) -

>
Il
—

WV
M8

Ny
(d+(A) Ny — d+(A)Nk> L
4 Ny,

2
d. (4)
4

=
Il

1

M
|

+00,

=
I
—

co byto do wykazania.

Zadanie 2.
Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Udowodnié, ze niezaleznie od parametru « € R istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych, ktore dziela przynajmniej jeden wyraz ciagu

an = |lapn].

Rozwigzanie:

Teza jest oczywista dla a« = 0. Dalej bez straty ogdlnosci zalézmy, ze a > 0. Niech S bedzie zbiorem liczb
pierwszych o tej wlasnosci. Przypu$émy, ze zbiér S jest skoniczony. Zauwazmy, ze réznych dodatnich wartosci
ciagu nieprzekraczajacych ustalonego N, jest co najmniej 7(N/a)/C, przy czym C = |1/a] + 1. Istotnie, jesli
pn < N/a, to ap = |ap,] < ap, < N. Ponadto z réwnosci |ap, | = m wynika m/a < p, < (m +1)/a, wiec co
najwyzej C réznym liczbom pierwszym moze odpowiadaé ta sama warto$¢ wyrazu ciagu.

H pvp(an)7

peES

7 drugiej strony kazda liczba a,, jest postaci

a takich liczb nie wigkszych od N jest co najwyzej
s
[T (log, (N) + 1) < (log (W) + 1)!S! = 10g}’ (2V).
peS
Zauwazmy, ze z twierdzenia o liczbach pierwszych

7w (N/a) /C _ N/(aC) _o N oo
logt” (2N)  1ogh®l (2N) In(V/a) log!SI T (V) ) N—oo

Jednak 7(N/«a)/C i log‘Qsl(QN ) sa odpowiednio ograniczeniem dolnym i gérnym tej samej wielkosci — liczby
réznych dodatnich wartosci ciagu nie wigkszych od N. Wobec uzyskanej sprzecznosci zbiér S nie moze by¢
skonczony. To konczy dowdd.
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Zadanie 3.
W nieskonczonej tablicy dodatnich liczb catkowitych

a1 ai2 ai13
a2,1 Qa22 23
asz;1 as2 as;s

kazda liczba calkowita dodatnia wystepuje co najwyzej 2024 razy. Udowodnié¢, ze dla pewnych m, n zachodzi
nieré6wnosé ayy, , > mn.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze uporzadkowanych par dodatnich liczb catkowitych, ktorych iloczyn jest nie wiekszy od N, jest

dokladnie
N

> LN/,

k=1
poniewaz po ustaleniu pierwszej liczby mamy doktadnie | N/k| mozliwosci wyboru drugiego elementu. Z drugiej
strony w tablicy jest co najwyzej 2024N elementow nie wigkszych od N. Zauwazmy, ze

e [N/ o NS 1/k _ ®<N1nN>

2024N  ° 2024N s02a ) = O N) oo

N—o0

Zatem dla pewnego dostatecznie duzego N musi istnie¢ taka para indekséw (m,n), ze am,, > N > mn, co bylo
do wykazania.

Zadanie 4. (Taiwan IMC 2021)
Znalez¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a,b), dla ktérych istnieje taki skoniczony podzbiér S C Z,
ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n zachodzi réwnosé

n=x"+y"+s

dla pewnych liczb catkowitych z,y > 0 oraz s € S.

Rozwigzanie:
Przypu$émy, ze dla pewnej pary (a,b) istnieje taki skonczony zbiér S oraz spelniona jest nieréwnosé

1/a+1/b< 1.
Niech Zy bedzie zbiorem takich n < N, ktére mozna zapisa¢ w odpowiedniej postaci. Wowczas szacujemy
|Zn| <|S|(NY* + 1)(NYP +1).

Wéwezas z zalozenia musimy mieé Zny = {1,2,..., N} dla kazdego N, jednak

|{1a2""aN}| N 1-1/a—1/b
> QNI 1/by
7| IS|(NT/e + 1)(NT/ + 1) ( ) o T

Wobec uzyskanej sprzecznosci zadna taka para (a,b), ze 1/a+1/b < 1 nie spelnia warunkéw zadania. Pozostalo
sprawdzi¢ pary postaci (a, 1), (1,b) i (2,2). Czytelnik zechce przekonaé sig, ze pierwsze dwie spelniaja warunki
zadania niezaleznie od wyboru a, b.

Rozwazmy teraz pare (2,2). Dla wszystkich s € S dobierzmy rézne liczby pierwsze ps = 3 (mod 4) i rozwazmy
uktad kongruencji
n=ps+s (modp?).

Jedli liczba n spelnia ten uklad, to n — s ma w rozkladzie na czynniki dzielnik pierwszy postaci 4k + 3 w niepa-
rzystej potedze. Zatem nie mozna przedstawié¢ n — s = 2% + y? dla zadnego wyboru z i y. Na mocy chinskiego
twierdzenia o resztach istnieje nieskoficzenie wiele rozwiazan tego ukladu, zatem para (2, 2) nie spelnia warunkéw
zadania.
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Zadanie 5. (Canadian MO 2020)

Niech S = {1,4,8,9,16,...} bedzie zbiorem wszystkich poteg dodatnich liczb calkowitych o wykladniku wiek-
szym niz 1. Szeregujemy elementy S w rosnacy ciag (a;);>1. Udowodnié, Ze jest nieskoficzenie wiele takich
dodatnich liczb catkowitych n, ze 9999 | apy1 — ap.

Rozwiazanie:
Udowodnimy, ze istnieje nieskonczenie wiele takich n, ze przedziat

P, = ((9999n +4999)%, (9999n, + 5000)2) .

jest roztaczny ze zbiorem S. Dla ustalonego n niech k = 9999n + 4999. Liczbe poteg o wyktadnikach wigkszych
od 2, mniejszych niz (k + 1)? szacujemy z géry przez

(k+ 123+ (k+ 1)+ + (k+ 1)¥F < L(k+1)*/3,

przy czym L = logy((k + 1)?). Naleza one do przedzialéw Pi, P, ..., P,. Zauwazmy, ze
#przedzialow — (k—4999)/9999 (k'3
#poteg  logy((k+1)2) (k+1)%3 — “\logk /)’

Oczywiscie powyzsze wyrazenie dazy w granicy do nieskonczono$ci. Zatem mozemy wskazaé¢ nieskonczenie wiele
takich przedzialow P;, do ktérych nie nalezy zadna potega o wykladniku co najmniej 3. Wéwczas kolejne
kwadraty na krancach przedzialu sa kolejnymi elementami ciagu (a, ) i spelniaja warunki zadania.

Zadanie 6.
Dany jest ciag dodatnich liczb catkowitych (an)n>1, speliajacy a, < 9000n. Dodatnig liczbe calkowita a;
nazywamy przyjazng, jezeli

a; | ged(ay,az,...,a;—1).

Rozstrzygnaé, czy kazdy ciag (a,) o tych wlasnodciach zawiera nieskonczenie wiele liczb przyjaznych.

Rozwiazanie:
Przypu$émy, ze dla pewnego ciagu (a,) mozna wskazaé takie N, ze dla zadnego k > N liczba aj nie jest
przyjazna. Wéwczas dla kazdego k > N istnieje taka liczba pierwsza p, ze

vp(ag) > max{vy(ai),vp(az),...,vp(ar—1)}

Zauwazmy jednak, ze ustalona liczba pierwsza p moze spelnia¢ ten warunek dla wyrazéw o indeksach nie
wigkszych od k co najwyzej |log, ax | razy. Wéwezas, korzystajac z zalozenia, otrzymujemy szacowanie

k—=N< Y [log,ax] < Y log,(9000k).

p<9000k p<9000k
Jednoczesnie
1
> log,(9000k) = log;((9000k)
logyp
p<9000k p<9000k
1 1
= log,((9000k) { + > — > -
p<+/9000k 610P v/9000k < p< 9000k S10P

< log;,(9000k) (

o(sts)
logo k

Zatem O(k) = k— N < O(k/log;, k). Wobec uzyskanej sprzecznosci ciag (a,,) musi zawiera¢ nieskoniczenie wiele
liczb przyjaznych.

V/9000k 7(9000k)
logip2  log;, v9000k
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Zadanie 7. (Iranian MO 2020)
Liczby a,b,c,d € Z4 speliaja ged(a,b) = ged(c,d) = 1. Rozwazamy ciagi

T, =an-+b oraz Yn = cn + d.

Wykazaé, ze dla nieskonczenie wielu dodatnich liczb caltkowitych n obie liczby x, i y,, sa bezkwadratowe.

Rozwiazanie:
Niech
Ay ={1<n< N |z, lub y, nie jest bezkwadratowa }.

Ustalmy liczbe pierwsza p i niech Ay, bedzie zbiorem tych n < N, dla ktérych p? | z,, lub p? | y,,. Jesli p | a,
to z warunku ged(a, b) = 1 wynika, ze p { x,, dla kazdego n. Jedli za$ p 1 a, to kongruencja

an+b=0 (mod p?)

ma dokladnie jedno rozwigzanie modulo p?, wiec zachodzi ona dla co najwyzej N/p? + 1 wartoéci n < N.

Analogicznie dla ciagu (y,,). Wobec tego

2N
[Anp| < =l 2.

Niech M = max{a,c} i L = max{b,d}. Jesli n < N oraz jedna z liczb z,,, y, nie jest bezkwadratowa, to istnieje
taka liczba pierwsza p < VMN + L, ze n € Ay p. Stad

Anvl< >0 lAnsl< )] (iﬁr+2)

p<VMNFL p<VMN+L
1
<2N Y — +21(VMN +L).
o P
Korzystamy teraz z oszacowan danych przez Lemat 1. Niech ¢ > 0 bedzie taki, ze ZP 1/p* = 1 — . Wowcezas
dla dostatecznie duzych N mamy w(vMN + L) < eN/4, wiec
|An| < (1 —e)N +eN/2 < (1—¢/2)N.
Stad musza istnie¢ dowolnie duze n, dla ktérych zadna z liczb z,, y, nie jest podzielna przez kwadrat liczby

pierwszej, co byto do wykazania.

Zadanie 8. (China TST 2015)
Udowodnié, ze dla nieskoniczenie wielu dodatnich liczb catkowitych n liczba n? + 1 jest bezkwadratowa.

Rozwiazanie:

Niech f(m) oznacza liczbe takich n < m, ze n? 4+ 1 jest bezkwadratowa, a f,(m) oznacza liczbg takich n < m,
ze p? | n?2 4+ 1 dla ustalonej liczby pierwszej p. Zauwazmy, ze fo(m) = 0. Ponadto dla p > 3 z podzielnosci
p? | n? +1, wynika n = £1 (mod p?), stad f,(m) < 2(m/p? + 1). Wéwezas

fm)y>m— 3" flm)>m— Y (2+2T)

2<p<m 2<p<m p
1
>m—2n(m) — 2m -
2<p<m p
2
5
=m — 2w (m) — 2m <7;—4>

>%—%my

Na mocy twierdzenia o liczbach pierwszych, réznica m/6 — 2w (m) dazy do +oo przy m — oo, co pociaga za
soba teze zadania.

258



Analityczna teoria liczb MIKO 2023/24

Zadanie 9. (Brazilian MO 2020)
Dla ustalonej liczby calkowitej a niech ciag (f(a,n))n>1 spelnia warunki

f(aal) =1, f(aa2) = a oraz f(avn) :f(avn*1>+f(aan72)

dla n > 3. Liczbe k nazwiemy fiboczyriskq, jezeli istnieja takie liczby caltkowite a > 1 oraz n > 4, ze f(a,n) = k.
Wykazadé, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb, ktére nie sa fiboczyriskie.

Rozwiazanie:
Indukcyjnie sprawdzamy, ze

fla,n)=af(l,n—1)4+ f(l,n—2)=aF,_1 + Fr_2,

przy czym F), oznacza n-ta liczbe Fibonacciego. Zatem zbiér liczb fibonczynskich to

A= J{Fi1a+FualacZy}.

n=4

Chcemy oszacowaé liczbe liczb fiboczynskich nie wigkszych od N. Dla n = 4 dostajemy liczby fiboczynskie
fla,4) = 2a + 1, ktérych jest co najwyzej N/2 4+ 1. Dla n > 4, jesli liczba F,,_1 jest parzysta, to Fj,_o jest
nieparzysta (poniewaz kolejne liczby Fibonacciego sa wzglednie pierwsze), zatem kazda z liczb f(a,n) jest
nieparzysta, czyli zostala juz policzona. Jedli jednak liczba F,_; jest nieparzysta, to co druga liczba f(a,n)
jest nieparzysta, wiec nowych liczb fiboczynskich dostajemy co najwyzej N/(2F,—1) + 1. To pozwala oszacowaé
liczbe liczb fiboczynskich nie wigkszych od N z géry

N N N 1
Aﬁ{L”wN}<(2%ﬂ)+§:<ﬂ%+l>:21+§:F—HXmN)

n>4 n>4 "

Ponadto dla n > 4 zachodzi F,, > ¢" 2, przy czym ¢ = (1 ++/5)/2. Zatem

ZF%<Z$: Vet Ly

_ 2
= = 1-1/p  *—9p

Poniewaz powyzsza nieréwnosé jest ostra, istnieje taka stata e > 0, ze
[An{l,...,.N}| < (1 —¢)N+O(InN).

Stad istnieja dowolnie duze liczby, ktore nie sg fiboczynskie.

Zadanie 10. (USAMO 2014 P6)
Udowodnié, ze istnieje ¢ € Ry oraz ng € Z, o nastegpujacej wlasnosci. Jezeli a, b, ¢ sa takimi dodatnimi liczbami
calkowitymi, ze n > ng oraz ged(a +14,b+ j) > 1 dla wszystkich i,5 € {0,1,...,n}, to

min{a, b} > c"n".

Rozwigzanie:
Niech N = n+ 1. Rozwazmy tablice N x N, gdzie w komérce odpowiadajacej parze (i, j) € {0, ...,n}? wpisano
pewng liczbe pierwsza p;; dzielaca ged(a + 4,0+ j).

1 1
UI:;P<§,

wigc istnieje taka stata § > 0, ze 0+ < 1/2. Niech X = dn? i niech T bedzie liczba komérek tablicy, w ktérych
znajduja sie liczby pierwsze p < X. Dla ustalonej liczby pierwszej p wsrdd liczb a, a+1, ..., a +n co najwyzej
[N/p] jest podzielnych przez p, analogicznie dla liczb b, b+ 1, ..., b + n. Zatem ustalone p moze pojawié¢ sie
w co najwyzej [IN/p]? komérkach.

Z Lematu 1 wiemy, ze

259



Analityczna teoria liczb MIKO 2023/24

Wobec tego

gl 5 )

p<X p<X

ZI%HNZ%JFW(X).

p<X p<X

Na mocy Lematu 1 mamy wéwczas

T<oN?4+O(NlnlnX) + 7(X).
Ponadto m(X) < X = 6n? < §N?, wiec

T < (o0 +8)N?+o(N?) < N?/2

dla dostatecznie duzych n. Wéwczas ponad potowa komoérek tablicy ma wpisana liczbe pierwsza wigksza od X.
Wobec tego istnieje takie i, ze i-ty wiersz zawiera wigcej niz N/2 takich komoérek. Zauwazmy, ze wpisane
w te komorki liczby pierwsze sa parami réozne. Istotnie, gdyby ta sama liczba pierwsza p > X > n wystapila
w kolumnach j; # jo, to dzielitaby rézmice (b+ j1) — (b+ j2) = j1 — j2, co jest niemozliwe, poniewaz |j; — jo| <
n < p. Kazda z tych liczb jest dzielnikiem a + i, wiec

a+i>XN?
i analogicznie otrzymujemy b+ j > X~/2 dla pewnego j. Stad
min{a,b} > XN/ —p = §FD/2pntt gy

Dla dostatecznie duzych n prawa strona powyzszej réwnosci jest wicksza od ¢*n” dla ¢ = V8, co koficzy dowéd.

Zadanie 11. (China TST 2017)

Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Niech D,, oznacza zbiér dodatnich dzielnikéw n. Ponadto niech f(n)
bedzie najmniejsza dodatnia liczba calkowita m o tej wlasnosci, ze elementy D,, daja parami roézne reszty
z dzielenia przez m. Udowodnié, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita IV, ze dla kazdego n > N zachodzi

f(n) < nl/lOO-

Rozwigzanie:
Niech 7(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby m. W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy znany
faktﬂ Dla kazdego € > 0 zachodzi 7(m)/m® — 0 przy m — oc.

Niech 1 =d; <dz < ... <d;() = n beda dzielnikami n. Zauwazmy, Ze
fn) <1+ 7(d; — di).
i<j
Istotnie, jedli reszty elementéw D, nie sg rézne, to m jest dzielnikiem pewnej réznicy d; — d;. Zatem suma
powyzej ogranicza z goéry liczbe ztych modulnikdw.

Niech e = 1/400. Na mocy przytoczonego faktu istnieje taka liczba catkowita M, ze dla kazdego ¢t > M zachodzi
7(t) < t°. Niech

C =max{7(1),7(2),...,7(M — 1)}.
Wéwezas dla kazdego t € {1,2,...,n} mamy 7(¢) < max{C,n°}. Istotnie, gdy t < M, to7(t) < C,agdy t > M,
to 7(t) < t¢ < n®. Wobec tego

ZT(dj —d;) < (T(;)) max{C,n°} < 7(n)? max{C,n°}.

Dla dostatecznie duzych n oczywiscie n® > C. Stad i ponownie z przytoczonego faktu prawa strona powyzszej
réwnoéci jest mniejsza od n3¢ dla dostatecznie duzych n. To kohczy dowdd.

2Apostol T., Introduction to Analytic Number Theory, Exercise 13.13
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Zadanie 12.
Udowodnié, ze istnieja 2024 kolejne dodatnie liczby catkowite o tej wlasnosci, ze zadne dwie z nich nie maja tej
samej liczby dzielnikéow.

Rozwigzanie:
Niech K bedzie taka dodatnig liczba catkowita, ze

ZL ot
— pK 202427

Jest to mozliwe, poniewaz ) p~° < ((s) —1 < oo dla s > 1, przy czym ( to funkcja dzeta Riemanna. Ponadto
¢(s) — 1 przy s — oo. Teraz ustalmy parami rézne liczby pierwsze qi,...,¢2024 > K + 1. Niech 7(k) oznacza
liczbe dzielnikéw liczby k. Chcemy dobraé takie n, ze ¢; | 7(n + j) dla ¢,5 € {1,...,2024} wtedy i tylko wtedy,
gdy i = j. Wowcezas liczby n + 1, ...n + 2024 beda spelnia¢ warunki zadania.

Niech py, pa, ..., p2024 beda kolejnymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2024. Rozwazmy uklad kongruencji

-1 (mod pi*)

n+i=pl
dla i € {1,...,2024}. Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieja takie A i B, ze liczba n spelnia ten
uklad kongruencji, jesli tylko n = A (mod B). Zauwazmy, ze wowczas vy, (n + 1) = ¢; — 1, skad ¢; | 7(n +4) po
zastosowaniu wzoru na liczbe dzielnikéw.

Zalézmy teraz, ze q; | T(n+j) ii # j. Woéwezas dla pewnej liczby pierwszej p zachodzi podzielnoéé p%i =t | n+j.
Jednoczesdnie

n+jzp{“71+j—i5j7i¢0 (mod p;),
poniewaz |j — i| < 2023 < p;. Zatem p & {p1,...,p2024}, czyli p L B. Wéwcezas dla ustalonych ¢ # j wzgledna
gestosé liczb n = A + tB spelniajacych

pitin+j

jest réwna dokladnie 1/p% 1. Nazwijmy liczbe n tej postaci zlg, jedli spelnia powyzszy warunek dla pewnych
i # j. Wzgledna gestos¢ liczb zlych mozemy oszacowaé z géry przez

2024

1 9 1
g g g F < 2024 E pr < 1.
i=1 1<J§£2,024 p¢{p1,....p2024} P

jF#i

Wobec tego w rozwazanym postepie arytmetycznym istnieje liczba n, ktéra nie jest zta. To konczy dowod.
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Y.ukasz Pré6chniak i Antoni Luczak

Na potrzeby niniejszego skryptu wprowadza sie nastepujace oznaczenia i konwencje, ktore beda stosowane
w dalszej czesci opracowania. Zmienne a, b, d, k, n, oznaczaja dodatnie liczby catkowite, a zmienna p oznacza
liczbe pierwsza, chyba ze z kontekstu wynika inaczej

Podstawowe wlasnosci

Definicja (Pierwiastek n-tego stopnia z jednosci)

Oznaczmy przez w = wy, = cos(21/n) + isin(27/n) = >/

mniejszym dodatnim argumencie.

pierwiastek n-tego stopnia z jednosci o naj-

Zauwazmy, ze w, w2, ..., w" sa pierwiastkami réwnania X" — 1 = 0, wiec z zasadniczego twierdzenia algebry
sa to wszystkie pierwiastki tego wielomianu.

Definicja (Pierwiastek pierwotny n-tego stopnia z jednosci)

Pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z jednosci nazywamy takie wX, ze liczby n i k sa wzglednie
pierwsze, czyli k L n.

Definicja (Wielomian cyklotomiczny)

Wielomian

nazywamy n-tym wielomianem cyklotomicznym.

W niektérych Zrodlach mozna znalezé nazwe wielomiany podziatu kolaﬂ

Definicja ta moze wydawac sie¢ bezuzyteczna. Okazuje si¢ jednak, ze wielomiany cyklotomiczne sa Scisle zwigzane
z wielomianami postaci X™ — 1, o czym moéwi nastepujacy lemat.

Zachodzi réwnosé
X" —1=[]®ax),
d|n

przy czym iloczyn przebiega po wszystkich dodatnich dzielnikach d liczby n.

Dowdd. Mozemy tutaj szukaé¢ analogii do znanej tozsamosei » djn ©(d) = n, i stusznie. Jak juz wezesniej wspo-
mnielidmy,
X" —1=X-w)(X -wh) (X —w").

. L . . . . . k/d e . . .
Pogrupujmy pierwiastki tego wielomianu. Zauwazmy, ze w® = wné 4 jest réwniez pierwiastkiem wielomianu ®,, /4,

d . o . . .
/ jest oczywiscie pierwiastkiem wielomianu ®,,. Wobec

przy czym d = ged(n, k). Ponadto, jesli d | n, to w® = wen
tego
X" —1=[]®na(X) =[] ®a(X).
d|n

d|n
O

Warto zauwazy¢, ze wspomniang réwnosé din ©(d) = n natychmiast otrzymujemy, poréwnujac najwyzsze
stopnie w wielomianach w powyzszym lemacie.

3Bzdega B., Wielomiany podzialu kola — cze$é 1, Delta 01/2024
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Aby oswoié sie z notacja, podamy kilka poczatkowych wielomianéw cyklotymicznych. Dla n = 1 otrzymujemy
®; = X — 1. Dla n = 2 otrzymujemy ®5 = X + 1. Ogdlniej, dla kazdej liczby pierwszej p mamy

Xr 1
- = XP Ly XP 24 X 41
s + ++ X+
Dla n = 4,6, 8,10 dostajemy kolejno
X411 X1
Py = = =X?+1,
4 D0, (X+1)(X-1)
X6 1 X6 1
By = = =X?-X+1,
07 90,0, (X2+X+1D)(X+1)(X—1)
X8 1 X8 1
Py = = = X141,
T 00,0, (X2 1D)(X+1)(X—1)
XlO_l XlO_l
- =X - X+ X2 -X+1

@ = =
U7 90,0, X1+ X3+ X2+ X+1)(X+1)(X —1)

Wprowadzimy pojecie funkcji Mobiusa, ktora pozwoli wprowadzi¢ nam nowa definicje wielomianu cyklotomicz-

nego ®,,.

Definicja (Funkcja Mébiusa)

Funkcja Mobiusa p: Zy — {—1,0,1} jest zdefiniowana nastepujaco

(n) = (=) jedli n jest liczba bezkwadratowa,
A= 0 w pozostalych przypadkach,

przy czym dla Q(n) jest liczba dzielnikéw pierwszych n.

.

Cwiczenie 1.
Wykazaé, ze funkcja p jest funkcja multiplikatywna, czyli jesli liczby a i b sa wzglednie pierwsze, to p(ab) =

p(@)u(d).

Twierdzenie (Inwersja Mobiusa)

Niech f : Z4 — Z4 bedzie funkcja arytmetyczna. Rozwazmy

F(n)=> f(d), H(n)=]]f@.

d|n d|n
Wéwczas . s )
fo) =S u@F (3) =117 (3)
d|n d|n

Po dow6d powyzszego twierdzenia Czytelnik zechce zajrzeé na strong 289 Natychmiastowa konsekwencja in-

wersji Mobiusa jest nastepujacy lemat.

Wielomiany cyklotomiczne spetniaja rownosci

o, (X) = [J(x™/* = 1)m,

d|n

Dociekliwy Czytelnik moze po wypisaniu kilku przyktadéw podejrzewaé, ze wspdétezynniki ®,, sa catkowite.
Rzeczywiscie tak jest. Aby tego dowies¢ wprowadzmy najpierw catkiem przydatny lemat.
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Niech
FX)=X"4an 1 X" 4 daX+ay oraz g(X)=X"4+b, 1 X" 4+ b0 X + b

beda wielomianami o wspolczynnikach wymiernych. Jedli h := fg jest wielomianem o wspodtczynnikach
calkowitych, to kazdy z wielomianéw f i g takze ma calkowite wspolczynniki.

Dowdd. Niech M i N beda najmniejszymi takimi dodatnimi liczbami caltkowitymi, ze wielomiany M f oraz Ng
maja wszystkie wspélezynniki catkowite. Wystarczy pokazad, ze MN = 1. Niech A; = Ma; dlai € {0,...,m—1}
oraz A, = M. Zauwazmy, ze skoro wielomian h ma wsp6lczynniki catkowite, to wielomian (M N)h ma wszystkie
wspélczynniki podzielne przez M N.

Przypuéémy, ze MN > 1 i wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby M N. Wtedy istnieje taka liczba A;, ze
p1 A;. Istotnie, jesli pt M, to pt A,,. Jesli jednak p | M, to gdyby dla kazdego ¢ zachodzila podzielnosé p | A;,
to A;/p = (M/p)a; € Z. Oznacza to, ze wbhrew minimalnosci M zamiast M mogli$émy wziaé M/p. Analogicznie
istnieje takie B;, ze p f B;. Wezmy najwicksze liczby A; oraz B, o tych wlasnosciach. Rozpatrzmy wspdlczynnik
przy X7 w wielomianie h

[Xi+j] =+ Ai+1Bj_1 + ALB] + Ai—lBj—i-l + = AiBj (mod p)

Stad wspétczynnik przy Xt/ nie jest podzielny przez p. Wobec uzyskanej sprzecznosci musi zachodzié MN = 1.
O

Wspédlczynniki wielomianu ®,, sg liczbami catkowitymi.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy indukcyjnie. Teza zachodzi dla n = 1, poniewaz ®; = X — 1. Zalézmy teraz,
ze teza zachodzi dla wszystkich £ < n. Wtedy z Lematu 1 mamy

X"—1
P,(X)= =—F—.
Hd\n,d;ﬁn (I)d(X)
Zatem wspélczynniki ®,, sg wymierne, a z lematu Gaussa calkowite. O

Dla z > 1 zachodza nier6wnosci
(@ = 1)?™ < |y ()] < (2 + 1P,

przy czym nieréwnos¢ po lewej stronie jest ostra dla n > 2, a po prawej — dla n > 3. W szczegdlnosci
dlan > 21ix > 2 zachodzi &, (z) > 1.

Dowéd. Dlan € {1,2} mamy ®; = X — 1 oraz &3 = X + 1. Dalej zalézmy, ze n > 2. Niech wk ¢ {41} bedzie
pierwiastkiem pierwotnym ®,,. Wéwczas z nieréwnoéci tréjkata zachodzi

X —1=|X —|wh]] < |X —wh| < |X[+|wh] =X +1.

Po wymnozeniu analogicznych nieréwnosci dla wszystkich pierwiastkéw pierwotnych otrzymujemy teze. O

Zadania cz. 1

Zadanie 2.
Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n, ze liczba n'® 4+ n® 4 1 jest pierwsza.

Zadanie 3.
Niech a > 1 bedzie liczba catkowita. Udowodni¢, ze jesli
a(kfl)n+”.+a2n+an+1

jest liczba pierwsza, to k jest liczba pierwsza oraz n = k° dla pewnego caltkowitego s.
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Zadanie 4.

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby 2™ —1. Udowodnié, ze pfi» < 3™ przy czym H,, = 14+1/2+---+1/n.

Zadanie 5.

Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych a, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby

a? + a + 1 jest mniejszy od \/a.

Wiecej wlasnosci wielomianéw cyklotomicznych

Niech p bedzie liczba pierwsza. Wéwczas

Dowdd. Zalézmy, ze p | n. Wtedy na mocy Lematu 2 otrzymujemy

By (X) = [T(X7 110 =
d|pn

= H(Xpn/d _ 1)u(d) H (Xn/d _ 1)u(d)

d|n d|pn

din
=, (XP) H(Xn/d —1)rd),
d|pn
dtn

o, (XP), gdy p | n,
©,(XP)/®n(X), gdy pin.

Ponadto jesli d | pn oraz d { n, to p* | d, czyli u(d) = 0. Woéwczas ostatni iloczyn jest réwny 1 i istotnie

B, (X) = @, (XP).

Niech teraz p f n. Wéwczas

Ppn(X) = H(Xp”/d —1)Hd) H(Xpn/pd _)pd)

d|n d|n

Powyzszy lemat mozemy stosowaé wielokrotnie, co daje tozsamosc

Cwiczenie 6.

gdy p|n,
gdy pfn.

®

n

D, (XP)
S (X))

Udowodnié, ze jesli kazdy dzielnik pierwszy liczby ¢ jest tez dzielnikiem pierwszym liczby m, to

D, (X) = @,,(XH).

Cwiczenie 7.

Udowodnié, ze jesli n = 2 (mod 4) oraz n > 2, to ®,(X) = &, /2(—X).

Dla kazdych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych a, n zachodzi

O, (2) = [ [ Pral=).
dla
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Dowdd. Bez trudu sprawdzamy, ze stopnie wielomianéw po obu stronach sie zgadzaja. Wystarczy zatem poka-

zaé, ze kazdy pierwiastek wielomianu po prawej stronie jest rowniez pierwiastkiem wielomianu po lewej stronie.

Kazdy pierwiastek wielomianu z prawej strony jest postaci x = wfld, przy czym d | a oraz ged(k,nd) = 1.
4 a ka ka/d

Woéwezas 2% = w,'§ = wn oraz

ged(ka/d,n) = ged(k,n) =1,

wiec % jest pierwiastkiem wielomianu @, (x). To konczy dowdd. O

Niech p # ¢ beda liczbami pierwszymi. Wowczas wspélczynniki @, naleza do zbioru {1,0, —1}.

Dowdéd. Na mocy Lematu 8 oraz Lematu 1 mamy

D (XP)Pp(XN)(X = 1) = Bpg (X))@ (X) Py (X)P1(X) = (XP7 — 1) (X).

Zauwazmy, ze

@, (X2, (XP) = (X0—D0 4 g X 1)(XOP o XP )= 3D X
o<m<yq
o<n<p
Zal6ézmy, ze dla pewnych (m,n) # (m/,n’) zachodzi mp + nqg = m’p + n’q. Wtedy p(m — m’) = q(n’ — n), co
jest niemozliwe poniewaz [n — n’| < p. Wobec tego wspélczynniki wielomianu ®,(X?)®,(X?) naleza do zbioru
{0,1}.
Stad wspdlczynniki wielomianu (X?? — 1)®,, = ®,(X?)®,(X?)(X — 1) naleza do zbioru {—1,0,1}. Poniewaz
stopien wielomianu ®,,, jest réwny
¢(pra) = (p = 1)(g = 1) <pg,

wspoélezynniki tego wielomianu takze naleza do zbioru {—1,0,1}, co bylo do wykazania. O

Dzielniki pierwsze ¢, (a)

Definicja (Wykladnik p-adyczny)

Niech p bedzie liczba pierwsza. Wykiadnikiem p-adycznym liczby n nazywamy najwieksza taka liczbe
calkowity s, ze p* | n. Wowczas piszemy v,(n) = s.

Twierdzenie (Lemat o zwiekszaniu wykladnika/Lemat LTE)

Niech p bedzie liczba pierwsza, n dodatnia liczba catkowite. Jesli liczby a i b sa niepodzielne przez p oraz
p | a — b, to prawdziwa jest jedna z ponizszych réwnosci.
(1) Jesli p # 2, to
vp(a” —b") = vp(a — b) + vp(n).
(2) Jedlip=2oraz 4 |a—0b, to
va(a™ — b") = va(a — b) + va(n).

(3) Jedlip=2oraz 44a—0b, to

vg(a™ — b") = va(a — b) + va(a + b) + va(n) — 1.

Dowdéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w z’rédleﬁ

Definicja (Rzad a modulo n)

Niech liczby a oraz n beda wzglednie pierwsze. Rzedem liczby a modulo n nazywamy najmniejsza taka
dodatnia liczbe catkowita r, ze a” = 1 (mod n). Piszemy wéwczas ord,(a) = r.

4Bzdega B., Lemat o zwickszaniu wykladnika p-adycznego, Delta 12/2020
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Zalézmy, ze p | ®,(a) oraz ®,(a) | a® — 1. Wtedy 7 := ord,(a) | n. Zapiszmy n = rmp*, przy czym p { m. Dla
p > 2 otrzymujemy

k
vp(a" —1)+k=uvp(a" —1) = va(fbp(a)) = ZZUP((I)Tde (a)).

Din d|m j=0

Trzecia réwnoéé wynika z tego, ze jesli v,(®p(a)) jest niezerowe, to p | ®p(a), wiec takze p | aP — 1 — stad
r | D. Z powyzszej réwnosci wynikaja nastepujace wlasnosci.
(i) Jeslin =r, to vp(Ppn(a)) =vp(a” —1) > 1,
(ii) Jesli n =rp* dla k > 0, to v,(®,(a)) =1,
(iii) Jesli n = rmp® dla k > 0, m > 1, to v,(®,(a)) = 0.

Pierwsza implikacja jest tu oczywista. Druga otrzymujemy, rozumujac indukcyjnie wzgledem k. Natomiast
trzecia jest konsekwencja drugiej. Analogiczny dowdd przeprowadzamy dla p =2 in > 3.

Mozemy teraz wprowadzi¢ nastepujaca klasyfikacje dzielnikéw liczby ®,,(a).
Definicja (Dzielnik trywialny)

Dzielnikiem trywialnym liczby ®,,(a) nazywamy taka liczbe pierwsza p | @,,(a), ze n = rp* i k > 1.

Definicja (Dzielnik nietrywialny)

Dzielnikiem nietrywialnym liczby ®,,(a) nazywamy taka liczbe pierwsza p, ze n = ord,(a).

. J

Zauwazmy, ze @, (a) ma co najwyzej jeden dzielnik trywialny. Jest tak poniewaz z malego twierdzenia Fermata
mamy p | a?~! — 1, wiec 7 | p — 1, czyli r < p.

Pokazemy teraz, ze niemal zawsze istnieje dzielnik nietrywialny. Niech p bedzie najwigkszym dzielnikiem pierw-
szym liczby n. Wystarczy pokazaé, ze ®,(a) > p. Istotnie, gdyby dzielnik p byl trywialny, to z réwnosci
vp(®p(a)) = 1 istnialby inny dzielnik pierwszy — nietrywialny. Niech n = mp. Wéwczas na mocy Lematu 5
i Lematu 6 mamy
®,,(aP) (a? —1)PM) _gP —1 _ 2P —1
> > >
max{1l,®,,(a)} = (a+1)#(m) a+1 3

D, (a) >
Jest oczywiste, ze QPT_l > p dla p > 3. Natomiast jesli p = 2, to n = 2% = 2t, wiec
®,(a) = y(al) =al +1 > 2,
jesli tylko a > 2. Dla p = 3 zachodzi jeden z ponizszych przypadkdw.

(i) Jesli n = 3% = 3¢, to mamy
®,(a) = ®3(a’) = a* +a’ +1 > 3.

(ii) Jedli n = 2F13%2 = 6t, to mamy
®,(a) = ®g(a’) = a* —a’ + 1,

co jest wieksze od 3, gdy a > 2 lub ¢t > 1. Jesli a = 2 oraz t = 1, to ®¢(2) = 3 i nie ma poszukiwanego
dzielnika nietrywialnego.

UdowodniliSmy w ten sposéb nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (O nietrywialnych dzielnikach pierwszych)

Jeslin > 3, a > 2 oraz (a,n) # (2,6), to liczba ®,,(a) ma nietrywialny dzielnik pierwszy p, czyli istnieje
takie p | ®,(a), ze ord,(a) = n.

Wspomnimy jeszcze o twierdzeniu ktére moze sie przyda¢ przy rozwiazywaniu zadan.
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Twierdzenie (O dzielnikach wielomianéw cyklotomicznych)

Niech p bedzie liczba pierwsza, n dodatnia liczba catkowita i @ dowolng liczba calkowita. Zatézmy, ze
®,(a) =0 (mod p).

Wtedy spelniony jest jeden z ponizszych warunkdw.
(i) Liczba a ma rzad n modulo p, a stad p =1 (mod n).
(ii) Liczba p dzieli liczbe n.

Na koniec Czytelnik zechce samodzielnie przeprowadzi¢ dowod ponizszego przydatnego lematu, dzialajac ana-
logicznie do algorytmu Euklidesa.

Niech dodatnie liczby catkowite a > b beda wzglednie pierwsze oraz n,m > 1 beda liczbami caltkowitymi.
Zachodzi wowczas réwnosé
ged(a™ — b, a™ — b™) = a® — b9,

przy czym d = ged(m,n).

Zadania cz. 11

Zadanie 8.
Udowodnié, ze jesli ged(®,,(a), @, (a)) > 1 dla pewnych m > n, to m/n = p® dla pewnej liczby pierwszej p.

Zadanie 9.
Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych n. Wykazaé, ze dla kazdej liczby nieparzystej n zachodzi

w2 —1) > 29 _ 1.

Zadanie 10. (Twierdzenie Banga)

(a) Udowodnié, ze kazdy wyraz ciagu 22 — 1, 2% — 1, 2* — 1, ... ma dzielnik pierwszy, ktérego nie ma zaden
z wezeéniejszych wyrazéw, z wyjatkiem 26 — 1.

(b) Udowodnié, ze kazdy wyraz ciaggu 2 + 1, 22 + 1, 23 + 1, ... ma dzielnik pierwszy, ktérego nie ma zaden
wyraz poprzedni, z wyjatkiem 23 + 1.

Zadanie 11.
Znalezé¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite a, n oraz k, dla ktérych 3% — 1 = ™.

Zadanie 12.
Znalez¢ wszystkie trojki liczb naturalnych a, m oraz n > 2, dla ktérych zachodzi réwnosé

a™ +1=(a+1)"

Zadanie 13. (IMO Shortlist 2006 N5)
Znalez¢ wszystkie liczby catkowite x, y spelniajace réwnosé
z’ —1

rx—1

:ys—l.

Zadanie 14. (Szczegdlny przypadek twierdzenia Dirichleta)
Udowodnié, ze dla kazdego calkowitego n > 2 istnieje nieskonczenie wiele takich a > 1, ze liczba an + 1 jest
pierwsza.

Zadanie 15. (IMO Shortlist 2002 N3)

Nif?? P1y - -+, Pn beda réznymi liczbami pierwszymi wiekszymi niz 3. Udowodnié, ze 2P'P2"P» 41 ma co najmniej
22 dzielnikow.
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Zadanie 16.
Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, ktérych nie mozna przedstawié¢ w po-
staci
Pt —p’
pc _ pd
dla pewnej liczby pierwszej p oraz dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d.

Dowdéd twierdzenia Zsigmondy’ego

W tej sekcji bedziemy badaé liczby postaci
a" —b" = b" ] Pala/b).
d|n

Wprowadzmy oznaczenie
®,,(a,b) == b*Md, (a/b).

Jesli liczby a i b beda wiadome z kontekstu, bedziemy réwniez pisaé¢ ®,, = ®,,(a,b). Zauwazmy, ze z réwnosci
udowodnionych wezedniej dla ®,,(a) wynikaja natychmiast nastepujace wlasnosci.

(1) a™ = b" =TIy, Pala,b).
(2) @n(a,b) = [Ty (a™* = b7/ @)D,
(3) Niech n = p*r, przy czym a = vy(n) > 1. Wtedy

o, (a,b) = D, (apa - bp")/cpr <ap“‘1,bp“‘l).

Od tej pory bedziemy rozwazac¢ jedynie przypadki a > b > 1, gdzie liczby a i b sa wzglednie pierwsze. Oznaczmy
ponadto z,(a,b) := a™ — b".

Definicja (Dzielnik pierwotny)

Liczbe pierwsza p nazywamy dzielnikiem pierwotnym liczby z,, jesli p | z, oraz p t z; dla kazdego k < n.

Zauwazmy, ze aby sprawdzié, czy p jest dzielnikiem pierwotnym, mozemy ograniczy¢ rozpatrywanie potencjal-
nych k do dzielnikéw liczby n. Istotnie, jesli p | 2, oraz p | z,, to z Lematu 9 zachodzi p | Zged(m,n)-

Twierdzenie (Twierdzenie Zsigmondy’ego)

Niech a > b > 1 beda wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi oraz n > 1 bedzie liczba caltkowita.
Wtedy liczba z,(a,b) ma dzielnik pierwotny, chyba ze zachodzi jeden z ponizszych przypadkow

i) n=1la-b=1,
(i) n =2, a+ b = 2° dla pewnego s € Z,
(iii) a=2,b=1,n =6.

Dowdd. Dlan = 1 teza jest oczywista. Kazdy dzielnik pierwszy liczby a—b jest dzielnikiem pierwotnym liczby z1,
wiec liczba ta nie ma dzielnikéw pierwotnych tylko, gdy

z1=a—b=1.

Niech teraz n > 2. Z rozkladu
Zn = H (I)d(a, b)
d|n
wynika, ze kazdy dzielnik pierwotny liczby z, dzieli ®,(a,b) oraz nie dzieli zadnej z liczb ®4(a,b) dla d | n,
d < n. Przypu$émy zatem, ze z, nie ma dzielnika pierwotnego. Niech p bedzie liczba pierwsza oraz p® | ®,, =
b ®, (a/b). Wtedy oczywiscie p* | a” — b™. Gdyby p® | b, to p* | a oraz ged(a,b) > 1 whbrew zalozeniu. Zatem
p1b, czyli istnieje odwrotnogé b=—! modulo p* oraz p® | @, (ab™1).
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Poniewaz p nie jest dzielnikiem pierwotnym, p musi byé trywialnym dzielnikiem ®,,(ab™!), wigc istnieje co
najwyzej jeden dzielnik niepierwotny oraz n = p®r, przy czym r = ord,(ab~1). Jedli ponadto p > 2, to

Up(Pp(a, b)) = 1.
Wobec tego zachodzi jeden z przypadkow
®,(a,b) =2° lub ®,(a,b) =p

dla pewnej nieparzystej liczby pierwszej p | n.

Najpierw rozwazmy przypadek ®,(a,b) = 2°. Wéwezas jedynym dzielnikiem niepierwotnym jest 2, wiec n = 2%.
Ponadto 2 | a™ — b™, zatem liczby a i b sa nieparzyste. Gdyby a > 2, to

D, (a,b) = T =2 (mod 4),
jednak zarazem ®,,(a,b) > 2, co jest niemozliwe dla potegi liczby 2. Stad o = 1, czyli n = 2 oraz

Dy(a,b) =a+b=2°

Pozostaje przypadek ®,,(a,b) = p dla p > 3. Jesli a — b > 2, to na mocy Lematu 5
p=Pu(a,b) > (a—b)*™ > 2000 > 2p7 1,

co jest oczywiscie niemozliwe. Zatem a — b = 1. Zapiszmy teraz n = p®r. Gdyby a > 2, to na mocy Lematu 5
i Lematu 6 otrzymujemy

p=®,(a,b) = B, ,(aP,0") > (aP — bP)#V/P) > qP — P
To jednak okazuje sie niemozliwe po rozwinieciu prawej strony. Stad a = 1. Mamy zatem

D,.(aP, bP)

p=®n(a,b) = <I>T(a b) :

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia o nietrywialnych dzielnikach pierwszych szacujemy

a? — P\ PP (b 1P — b 2P —2

p > > = > ;
a+b a+b 2b+1 3

przy czym skorzystaliSmy tu z réwnosci a — b = 1. Powyzsza nieréwno$¢ spetnia tylko p = 3.

Mamy wiec n = 3r, przy czym r = ordz(ab—!). Z malego twierdzenia Fermata dostajemy r | 2. Nie moze by¢
r=1, bo wtedy 3 | a —b=1. Zatem r = 2, czyli n = 6. Wowczas

3 =®g(a,b) =a®> —ab+b*>=b*>+b+ 1.

Stad b =1 oraz a = 1. To konczy dowdd. O

Twierdzenie (Twierdzenie Zsigmondy’ego z dodawaniem)

Niech a, b beda wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi oraz n > 1 bedzie liczba catkowita. Wtedy
liczba a™ + b™ ma dzielnik pierwszy p, ktéry nie dzieli zadnej z liczb a* 4 b* dla k < n, chyba ze a = 2,
b=1,n=3.

Dowdd. Czytelnik zechce samodzielnie przeanalizowaé szczegdlne przypadki. Zauwazmy, ze
(an _ bn)(an + bn) —_ a2n _ bZn.
Jedli weZmiemy dzielnik pierwotny p | a®® — b, to p { a™ — b". Co wiecej
p1a® — b2 = (a* — %) (a® + bF).

Stad p | a® + b" oraz pta* + b* dla k < n. O
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Nierozkladalno$¢ wielomianéw cyklotomicznych

Zacznijmy od udowodnienia nastepujacego lematu.

Niech K bedzie cialem. Wielomian f € K[X] jest wzglednie pierwszy ze swoja pochodna. Wtedy f nie
jest podzielny przez g2 dla kazdego niestalego wielomianu g € K[X].
Dowdéd. Przypuéémy, ze f = hg?. Po obustronnym zrézniczkowaniu mamy
fr="ng*+2g'gh = g(h'g+2g'h).

Zatem g | f’. Jednoczesnie z zalozenia g? | f, wiec g | ged(f, f') whbrew zalozeniu, ze wielomiany f i f’ sa
wzglednie pierwsze. O

Twierdzenie (Nierozktadalno$é wielomianéw cyklotomicznych)

Dla kazdego liczby catkowitej n > 1 wielomian ®,, jest nierozkladalny nad Q.

Dowdd. Niech w bedzie pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z jedno$ci oraz niech f bedzie jego wielo-
mianem minimalnym nad Q. Niech p { n bedzie liczba pierwsza oraz niech g bedzie wielomianem minimalnym
liczby wP. Zauwazmy, ze wielomiany f oraz g dziela X™ — 1, zatem na mocy lematu Gaussa maja wspétczynniki
calkowite.

Przypu$émy, ze f # g. Woéwczas z minimalnosci wielomiany te sa wzglednie pierwsze w Q[X]. Ponadto dla
pewnego wiclomianu h € Z[X] zachodzi

X" = 1= f(X)g(X)h(X).

Zauwazmy, ze w jest pierwiastkiem wielomianu g(X?), zatem g(XP) = f(X)k(X) dla pewnego wielomianu
k € Z[X]. Zredukujmy teraz rozwazane wielomiany modulo p. Wéwczas

9(X)P = g(X?) = fF(X)k(X).
w pierécieniu F,,[X]. Jesli ¢ € F,[X] jest nierozkladalny i dzieli wielomian f, to stad réwniez dzieli g. Poniewaz
X7 -1 = f(X)g(X)h(X),

wielomian X™ — 1 jest podzielny przez ¢*> w F,[X]. Zatem na mocy lematu X™ — 1 nie moze by¢ wzglednie
pierwszy ze swoja pochodna. Jednak oczywiscie

ged(X™ —1,nX" 1) =1,
poniewaz p 1 n oraz wielomiany X™ —11 X sa wzglednie pierwsze. Wobec uzyskanej sprzecznosci musi zachodzié
rownosé f = g, czyli w i wP maja ten sam wielomian minimalny.

Niech teraz w™ bedzie pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z jednosci. Woéwcezas m = py - - - pg, przy czym
D1, - - -, Pk Sa liczbami pierwszymi, ktére nie dziela n. Stosujemy powyzsza obserwacje wielokrotnie i wnioskujemy,
ze w i w™ maja ten sam wielomian minimalny. Wobec dowolno$ci m wszystkie pierwiastki pierwotne n-tego
stopnia z jedno$ci maja ten sam wielomian minimalny f. Wéwczas ®,, | f.

Jednak f jest wielomianem minimalnym w oraz ®,(w) = 0, wiec f | ®,,. Wielomiany te sa unormowane, wiec
musi zachodzié¢ réwnoéé¢ f = ®,,. Wobec tego ®,, jest nierozktadalny, poniewaz jest wielomianem minimalnym.
O

Zadania cz. I11

Zadanie 17.
Niech a, b beda dodatnimi liczbami catkowitymi, ze podzielno$é a™ 4 b™ | ¢" zachodzi dla kazdego n > 1.
Udowodnié, ze a = b.
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Zadanie 18. (Japan TST 2017)
Znalez¢ wszystkie takie dodatnie liczby calkowite k, ze istnieja ciagi (a,) oraz (r,) spelniajace dla kazdego
n > 1 warunki

(1) a1 <ag <agz <-:---<dap,

(2) a¥ +ak+---+af = (a1 +ay+- +a,)™.

Zadanie 19.
Udowodnié, ze w nieskoniczonym ciagu

10001, 100010001, 1000100010001, . ..

nie wystepuje liczba pierwsza.
Zadanie 20.

Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Udowodnij, ze jesli p-kat ma wszystkie boki wymiernej dlugosci i wszystkie
katy réwne, to wielokat ten jest foremny.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Michal Gawron, Karol Musielinski, Michat Oprocha, ¥Lukasz Prochniak.

Cwiczenie 1.
Wykazaé, ze funkcja p jest funkcja multiplikatywna, czyli jesli liczby a i b sa wzglednie pierwsze, to u(ab) =
p(a)p(b).

Rozwigzanie:

Skoro liczby a i b sa wzglednie pierwsze, to jesli obie liczby a oraz b sa bezkwadratowe, to rowniez liczba ab jest
bezkwadratowa. Nietrudno sprawdzié¢, ze odpowiednia réwnosé zachodzi w tym przypadku, poniewaz (ab) =
O(a) + Q(v). Jedli pewna z liczb a lub b nie jest bezkwadratowa, to oczywiscie liczba ab réwniez nie jest
bezkwadratowa. Wéwczas p(ab) = 0 = p(a)u(b). To konczy dowdd.

Zadanie 2.
Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n, ze liczba n'® 4+ n® 4 1 jest pierwsza.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
nlo + n5 +1= @3(%)@15(7@)

Dla n > 1 na mocy Lematu 5 mamy ®3(n), ®15(n) > 1, wiec liczba n'® + n® + 1 jest zlozona. Bezposrednio
sprawdzamy, ze n = 1 spelnia warunki zadania.

Zadanie 3.
Niech a > 1 bedzie liczba catkowita. Udowodnié, ze jesli

a(kfl)n+“'+a2n+an+1

jest liczba pierwsza, to k jest liczba pierwsza oraz n = k° dla pewnego calkowitego s.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

-1 [ L4 Pala)
m—1 Hdln éd(a’)
Wobec tego licznik musi mie¢ doktadnie jeden czynnik wiecej niz licznik, czyli liczba kn musi mie¢ doktadnie

jeden dzielnik wiecej niz n. Jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy kn = p™, przy czym p jest liczba pierwsza.
Woéwezas oczywiscie k = p oraz n = p™ L.

a(k—l)n+...+a2n+an_~_1:a
a

Zadanie 4.
Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby 2™ —1. Udowodnié, ze pfin < 3™ przy czym H,, = 14+1/2+---+1/n.

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw, ze
(n!) < n!
n! —.
2 SH,
Jesli py1, po, ..., pi sa wszystkimi liczbami pierwszymi nie wiekszymi od n, to

W:mﬁ (1),

Trzeba zatem wykazaé, ze powyzszy iloczyn nie przekracza H,, '. Jego odwrotno$é jest réwna

1:[<1++ > zn:

1
=7

co konczy dowdd nieréwnosci.
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Niech d = ord,(2). Poniewaz p | 2" — 1, mamy d | n!. Ponadto p | 2¢ — 1, a z rozkladu

2/ —1=]]®.(2)

eld

wynika, ze p | ®.(2) dla pewnego e | d. Gdyby e < d, to ®.(2) | 2° — 1, wiec p | 2¢ — 1 wbrew minimalnosci d.
Zatem p | ®4(2). Wéwezas na mocy Lematu 5

p<D4(2) < 3e(d) ¢ ge(nh) < gnt/Hn

skad wprost wynika teza.

Zadanie 5.
Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych a, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby
a? + a + 1 jest mniejszy od +/a.

Rozwigzanie:

Wezmy a = 2™/3 — 1, przy czym n > 3 jest liczbg calkowita. Wtedy a? + a + 1 | a® — 1, wiec kazdy dzielnik
pierwszy liczby a? + a + 1 jest dzielnikiem pierwszym liczby 2™ — 1. Dla dostatecznie duzych n teza wynika
z poprzedniego zadania.

Cwiczenie 6.
Udowodnié, ze jesli kazdy dzielnik pierwszy liczby ¢ jest tez dzielnikiem pierwszym liczby m, to

Ot (X) = @, (X).

Rozwigzanie:
Wystarczy wielokrotnie zastosowaé¢ Lemat 6.

Cwiczenie 7.
Udowodni¢, ze jesli n =2 (mod 4) oraz n > 2, to ®,(X) = ®,,/5(—X).

Rozwiazanie:
Z zalozenia n = 2m dla pewnej liczby nieparzystej m. Niech w bedzie pierwiastkiem pierwotnym m-tego stopnia
z jednosci. Czytelnik zechce przekonaé sie, ze wowczas —w jest pierwiastkiem pierwotnym 2m-tego stopnia
z jednosci. Wobec tego

D, (—X) | Pom(X).

Ponadto oba te wielomiany sa unormowane stopnia ¢(m), poniewaz ¢(2m) = ¢(2)p(m) = p(m). Zatem
@, (—X) | P2 (X), co bylo do wykazania.

Zadanie 8.
Udowodnié, ze jesli ged(®P,,(a), Pr(a)) > 1 dla pewnych m > n, to m/n = p® dla pewnej liczby pierwszej p.

Rozwigzanie:
Niech d = ged (@m(a), <I>n(a)) oraz niech p bedzie taka liczba pierwsza, ze q | d. Wowczas

p| ®nla) oraz pl| P,(a).

7 wlasnoéci wielomianéw cyklotomicznych mamy m = rp® i n = rpt, przy czym s >t > 0. Wobec tego istotnie
m/n = p*~t, co bylo do udowodnienia.
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Zadanie 9.
Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych n. Wykazaé, ze dla kazdej liczby nieparzystej n zachodzi

w(@® —1) > 24 _ 1,

Rozwigzanie:

Zapiszmy n = pi" -- - pp*, przy czym k = w(n). Poniewaz n jest nieparzyste, na mocy twierdzenia o nietrywial-
nych dzielnikach pierwszych liczba ®4(n) ma dzielnik pierwszy, ktéry nie dzieli zadnej z liczb ®,,,(n) dla m < d,
jesli tylko d | n oraz d > 1. Wobec tego

w2 —1) = w(H(I)d(2)) S ok 1= gulm) _q
d|n

poniewaz liczba n ma co najmniej 2¥ — 1 dzielnikéw wickszych od 1.

Zadanie 10. (Twierdzenie Banga)
(a) Udowodnié, ze kazdy wyraz ciagu 22 — 1, 23 — 1, 2* — 1, ... ma dzielnik pierwszy, ktérego nie ma zaden
z wezeéniejszych wyrazéw, z wyjatkiem 26 — 1.
(b) Udowodnié, ze kazdy wyraz ciaggu 2 + 1, 22 + 1, 23 + 1, ... ma dzielnik pierwszy, ktérego nie ma zaden
wyraz poprzedni, z wyjatkiem 23 + 1.

Rozwiazanie:

(a) Na mocy Lematu 1 zachodzi réwnosé
2" —1 =[] 2a(2).
dln
Jesli n # 6, to z twierdzenia o nietrywialnych dzielnikach pierwszych ®,,(2) ma dzielnik pierwszy p, ktéry
nie dzieli zadnego z ®,,(2) dla m < n. Woéwczas oczywiscie p | 2™ — 1. Ponadto gdyby p | 2™ — 1 dla
pewnego m < n, to wéwcezas takze p | ®4(a), przy czym d | m < n whbrew temu, ze p jest dzielnikiem
nietrywialnym.
(b) Zauwazmy, ze
22" 1= (2" —1)(2" + 1).
Jedli n # 3, to z poprzedniego punktu liczba 22" — 1 ma dzielnik pierwszy p, ktéry nie dzieli zadnego
2™ — 1 dla m < 2n. Wéwczas oczywiécie p | 2" + 1. Ponadto gdyby p | 2¥ — 1 dla k < n, to takze p | 228 —1
wbrew definicji.

Zadanie 11.
Znalezé wszystkie dodatnie liczby catkowite a, n oraz k, dla ktérych 3% — 1 = a™.

Rozwigzanie:
Oczywiscie 3! — 1 = 2%, Dalej niech a,n > 2. Réwnowaznie mamy

3F=a" 4+ 1.
Zauwazmy, ze 2 { n, poniewaz 2 nie jest reszta kwadratowa modulo 3. Stad a + 1 | a™ + 1, wiec kazda z liczb
a+11ia™+1 jest potega tréjki. Analogicznie jak w poprzednim zadaniu, jesli tylko (a,n) # (2,3), to liczba

a™+1 ma dzielnik pierwszy p, ktéry nie dzieli zadnego a* +1 dla k < n. W szczegélnoéci p t a+ 1 — sprzecznoé.
Dla (a,n) = (2,3) bezposrednio sprawdzamy, ze 32 — 1 = 23. Zatem jedynymi rozwigzaniami sa

(a,n, k) =1(2,1,1) oraz (a,n,k)=(2,3,2).

Zadanie 12.
Znalez¢ wszystkie trojki liczb naturalnych a, m oraz n > 2, dla ktorych zachodzi réwnosé

am +1=(a+1)"

Rozwiazanie:
Jesli (a, m) # (2, 3), to liczba a™+1 ma dzielnik pierwszy, ktory nie dzieli liczby a+1 — sprzecznosé. Bezposrednio
sprawdzamy, ze 2% + 1 = (2 + 1)2, wiec (a,m,n) = (2,3,2) jest jedynym rozwiazaniem.
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Zadanie 13. (IMO Shortlist 2006 N5)
Znalez¢ wszystkie liczby catkowite z, y spelniajace réwnosé

7
' —1 5
=y’ -1
z—1 4
Rozwigzanie:
Niech p bedzie liczba pierwsza oraz
| 7 —1
L —

Woéwezas kazda z liczb 27 — 11 2P~ — 1 jest podzielna przez p. Zatézmy, ze 71 p — 1. Wéwcezas ged(p —1,7) = 1,
wiec istnieja liczby catkowite k oraz m, dla ktérych

Tk+(p—1)m=1.

Wtedy mamy
z = TFHE=Dm = (TYE(EP1™ =1 (mod p),

a stad

" —1 6
=l+xz+---4+2°=7 (mod p).

z—1
Wobec tego p =T7.

Przypusémy, ze (x,7) jest rozwigzaniem danego réwnania. Zauwazmy, ze y > 1, poniewaz (27 — 1)/(x — 1) > 0
dla wszystkich x # 1. Poniewaz y — 1 dzieli

7
5 ' —1
1=
Yy 1’

na mocy powyzszego rozumowania mamy
y=1 (mod7) lub y=2 (mod7),
poniewaz albo 7 | y — 1, albo kazdy dzielnik pierwszy liczby y — 1 jest postaci 7k + 1. W pierwszym przypadku
l+y+y*+y° +y' =5 (mod7),

a w drugim
I+y+y*+9°+y* =3 (mod 7).

Jednak liczba 1+ y + y? + y3 + y* tez jest dzielnikiem liczby

x7 —1
x—1"

wiec moze jedynie dawac reszte 0 lub 1 modulo 7. Wobec tego rozwazane réwnanie nie ma rozwiazan catkowitych.

Zadanie 14. (Szczegdlny przypadek twierdzenia Dirichleta)
Udowodni¢, ze dla kazdego calkowitego n > 2 istnieje nieskonczenie wiele takich a > 1, ze liczba an + 1 jest
pierwsza.

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze istnieje skonczenie wiele liczb pierwszych tej postaci i oznaczmy je p1, ..., py. Rozwazmy liczbe

M = @, (npip2---pn) =: Pp(A).

Poniewaz pierwiastkami wielomianu ®,,(X) sa pierwiastkami z jednosci, wyraz wolny tego wielomianu jest
réwny +1. Ponadto z Lematu 5 mamy M > 1. Wybierzmy dowolna liczbe pierwsza p | M. Jedli p | A, to

M=93,(4)=®,(0)=+1 (modp)

whrew temu, ze p | M. Stad p ¢ {p1,...,pn} oraz p { n. Wéwczas jednak n = ord,(A), wiec n | p — 1, czyli p
jest postaci an + 1. Wobec uzyskanej sprzecznosci liczb pierwszych tej postaci musi by¢ nieskoniczenie wiele.
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Zadanie 15. (IMO Shortlist 2002 N3)
Niec? P1, - .-, Pn beda réznymi liczbami pierwszymi wiekszymi niz 3. Udowodnié, ze 2P1P2""P» 41 ma co najmniej
22" dzielnikéw.

Rozwigzanie:
Niech a = p1ps - - - p, oraz b = 2% 4+ 1. Poniewaz 3 { a, na mocy Zadania 10 dla kazdego d | a liczba

29 4+1
ma dzielnik pierwszy, ktéry nie dzieli zadnej z liczb 2™ +1 dla m < d. Poniewaz a jest nieparzyste, 2¢+1 | 29 +1.
Wobec tego liczba b ma co najmniej 2" dzielnikéw pierwszych. Stad natychmiast wynika teza.

Zadanie 16.
Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, ktérych nie mozna przedstawi¢ w po-
staci
p* =
pc _ pd
dla pewnej liczby pierwszej p oraz dodatnich liczb catkowitych a, b, c,d.

Rozwigzanie:
Na mocy twierdzenia Dirichleta istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych

q =263 (mod 420).
Udowodnimy, ze dla kazdej takiej liczby pierwszej liczba 2q nie jest zadanej postaci. Przypusémy przeciwnie, ze
p* —p
= pc _ pd
dla pewnej liczby pierwszej p oraz liczb catkowitych a, b, ¢, d > 0. Bez straty ogdlnoéci mozemy zalozy¢, ze a > b
oraz ¢ > d. Wowczas

2q

pa P01
’ pc—d —-1
Poniewaz prawa strona jest liczba catkowita, musi zachodzié

pcfd _ 1 | pafb _ 1

2q=0p

Stad ¢ —d | a — b i dla pewnych liczb calkowitych z > 0, u, k > 1 zachodzi
ku
. D -1
20 =p* —
pv—1

=p* (1+pu+”.+p(k—1)u).

Najpierw przypusémy, ze p # 2. Wtedy p® jest nieparzyste, wiec liczba w nawiasie musi by¢ parzysta. Stad
réwniez k jest parzyste. Gdyby z > 1, to p | 2¢, wiec p = ¢, a wtedy

9 — qul (1 +qu 4o _’_q(kfl)u) ,
co jest niemozliwe. Zatem z = 0, czyli
29 =1+p"+ -+ ph-Du,

Jesli k > 21 k # 4, to liczba k ma co najmniej dwa rézne dzielniki dy,ds > 3. Wowczas kazdy z wielomianéw
By, (p*) i Dy, (p*) dzieli sume 14p*+- - -+p~D% Na mocy twierdzenia o nietrywialnych dzielnikach pierwszych
otrzymujemy dwa rézne nieparzyste dzielniki pierwsze liczby 1 + p* + - - - + p*=1% = 24 co jest niemozliwe.

Czytelnik zechce przekonad sie, ze k = 4 jest niemozliwe. Dla &k = 2 mamy 2q = 1 + p*, a wiec p* = 2¢q — 1.
Jednak z warunku ¢ = 263 (mod 420) wynika

p*=2¢—1=0 (mod 35),
co jest niemozliwe. Pozostaje przypadek p = 2. Wtedy
2g =27 (1 + 2% + - 4 2071w,
Liczba w nawiasie jest nieparzysta, wiec z = 1, czyli
g=1+2%+... 42— Du

Z zalozenia mamy ¢ = 3 (mod 4). Gdyby u > 2, to prawa strona przystawalaby do 1 modulo 4 — sprzecznosé.
Zatem u = 1 oraz ¢ = 2F — 1. To jednak niemozliwe, poniewaz ¢ = 2 (mod 3).
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Zadanie 17.
Niech a, b beda dodatnimi liczbami catkowitymi, ze podzielnosé a™ + b™ | ¢ zachodzi dla kazdego n > 1.
Udowodnié, ze a = b.

Rozwigzanie:

Przypusémy, ze a # b. Bez straty og6lnosci niech a > b. Niech d = ged(a,b), x = a/d oraz y = b/d. Oczywiscie
liczby = oraz y sa wzglednie pierwsze. Woéwczas z twierdzenia Zsigmondy’ego istnieje dowolnie duza liczba
pierwsza p, ktéra dzieli liczbe ™ + y™ dla pewnego n. Wtedy jednak p | ¢, wiec p | ¢. To jednak niemozliwe
dla p > |c|. Wobec tego a = b, co bylo do wykazania.

Zadanie 18. (Japan TST 2017)
Znalez¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite k, ze istnieja ciagi (a,) oraz (r,) spelniajace dla kazdego
n > 1 warunki
(1) a1 <ag <ag <---<dap,
(2) ay +ab+---+ak =(a; +as+-+a,)™.
Rozwigzanie:
Na poczatku sprawdzmy, ze £k = 1 i k = 3 spelniaja warunki zadania. Dla k& = 1 podstawiamy a, = n oraz

rn, = 1, co spelnia oba warunki. Dla k = 3 podstawiamy a,, = n oraz r, = 2, co oczywiscie spelnia warunek 1,
a warunek 2 jest znang tozsamoscia. Dalej niech &k ¢ {1, 3}.

Zauwazmy, ze
k k
ai + a3 = (a1 + az)™.

Jesli d = ged(aq, a2) oraz by = ay1/d, by = as/d, to
dFTT (B A+ BE) = (b + o).

Jednak z twierdzenia Zsigmondy’ego wiemy, ze istnieje dzielnik pierwotny g | b% + b5, ktéry nie dzieli by + bs.
Wobec tego zadana wlasno$¢ maja tylko k =11k = 3.

Zadanie 19.
Udowodnié, ze w nieskonczonym ciagu

10001, 100010001, 1000100010001, . ..

nie wystepuje liczba pierwsza.

Rozwigzanie:

Niech a; = 1 + 10* + .- 4+ 10%. Zauwazmy, ze jeéli dla pewnych liczb catkowitych n > m > 1 zachodzi
m+1|n+1,to an | a,. Wowczas w szczegblnosei liczba a,, nie jest pierwsza, poniewaz a,, > a,, > 1. Pozostalo
zatem rozwazy¢ przypadek, gdy liczba n + 1 jest pierwsza.

Woéwcezas z Lematu 7 mamy
ap = @511 (10Y) = @541 (10) o4 1) (10) Py (1) (10).
Poniewaz na mocy Lematu 5
@, 11(10), Po(r41)(10), Py(ng1y(10) > 1,

kazda taka liczba a,, jest zlozona.

Zadanie 20.
Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Udowodnij, ze jesli p-kat ma wszystkie boki wymiernej dlugosci i wszystkie
katy rowne, to wielokat ten jest foremny.

Rozwiazanie:

Oznaczmy wierzchotki p-kata P przez Ao, A1, ..., Ap—1. Niech dodatkowo z; = A;11—A; dla0 < < p—1, przy
czym przyjmujemy A, = Ay. Skoro wszystkie katy wewnetrzne wielokata P sa réwne, to sa réwne (p — 2)7/p.
Wynika stad, ze kat miedzy z; a z;41 jest réwny @7 — (p — 2)7/p = 2n/p dla 0 < @ < p — 1. Jezeli zatem
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zinterpretujemy z; jako liczby zespolone oraz po ewentualnym obrocie przyjmiemy zg € R, to z; = qw’, przy
czym ¢; = |z jest liczba wymierng oraz w = e2™/? Skoro z; to wektory stworzone z bokéw wielokata P, to ich
suma jest réwna 0. Wobec tego

Q@+ qw+ @uw’ -+ gwf T =0,

czyli w jest pierwiastkiem wielomianu w(z) = f;ol giz' stopnia p — 1. Wiemy jednak, ze wielomianem mini-
malnym w nad Q jest wielomian cyklotomiczny

bp(r) =14z +2>+ - +aP L.

Skoro wielomian ten réwniez ma stopien p — 1, to w = ¢,—1®,. Wynika stad, ze wszystkie ¢; sa sobie réwne.
Wobec tego wielokat P jest foremny, co chcielismy pokazac.
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Konfiguracje z parabolami

Konstanty Smolira

Teoria

Przypomnijmy, ze dla kazdej niezdegenerowanej stozkowej na plaszczyznie rzutowej mozemy zdefiniowaé dwa
ogniska. W przypadku okregu oba sa tym samym punktem, a w przypadku paraboli drugie ognisko jest punktem
w nieskonczonosci prostopadlym do kierownicy. Wéwczas

Dany jest punkt na nierozkladalnej, czyli niezdegenerowanej do prostej lub pary prostych, stozkowej.
Wtedy proste laczace ten punkt z ogniskami stozkowej sa swoimi odbiciami wzgledem stycznej do stoz-
kowej w tym punkcie.

Wiréd krzywych stozkowych, poza okregiem, wyrdzniamy takze inne typy.

Definicja (Hiperbola prostokatna)

Hiperbolg prostokgtng nazywamy hiperbole, ktérej asymptoty sa prostopadle.

Definicja (Parabola)

Parabolg nazywamy zbiér punktéw rownoodlegltych od prostej, zwanej kierownica, oraz od punktu, zwa-
nego ogniskiem.

Jezeli rozpatrujemy problem na plaszczyznie rzutowej, to na hiperboli prostokatnej leza dwa punkty w nie-
skoniczonosci prostopadie do siebie, a parabola jest styczna do prostej w nieskonczonosci. Fakty te moga by¢
przydatne na przykltad przy twierdzeniu Pascala.

Ten skrypt poswiecony jest ostatniej z wymienionych stozkowych. Przy dowodzeniu jej kolejnych wlasnosci
warto korzysta¢ z wiedzy o mapach oraz inwolucjach rzutowych zdobytej na poprzednich kétkach.

Cwiczenie 1. (Potega punktu wzgledem paraboli)
Dana jest parabola « o ognisku F', kierownicy ¢ oraz punkt C na plaszczyznie. Na paraboli obrano punkty A
i B tak, ze punkt C lezy na prostej AB. Niech H,, Hg, Ho beda rzutami odpowiednio punktéw A, B, C na
prosta £. Wowczas wartos¢ wyrazenia

H H--HgHe

zalezy jedynie od wyboru paraboli oraz punktu C.

Warto przyjaé, ze potega punktu wzgledem paraboli jest ujemna, gdy punkt lezy po tej samej stronie paraboli
co jej ognisko, a dodatnia, gdy lezy po stronie przeciwnej.

Cwiczenie 2.
Potege punktu A wzgledem paraboli o mozna takze obliczyé¢ jako réznice kwadratu odlegtosci punktu A od
ogniska F' tej paraboli oraz kwadratu odleglosci punktu A od kierownicy ¢ tej paraboli.

Wiynika z tego, ze w przypadku paraboli o réwnaniu y = 22 potega punktu sprowadza sie do wielkoéci 22 — y.

Definicja (Dodawanie punktéw na paraboli)

Dana jest parabola a na ptaszczyznie euklidesowej oraz punkty A i B na niej. Wybierzmy osie = oraz y
kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych tak, by parabola o miata réwnanie y = 22. Wtedy sumq punktow
A i B nazywamy punkt paraboli, ktérego wspélrzedna x jest réwna sumie wspolrzednych = punktow A
oraz B.

W kontekscie tego dodawania, przez punkt 0 rozumiemy wierzchotek paraboli. Latwo sprawdzié, ze tak zdefi-
niowane dzialanie jest laczne i przemienne.
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Cwiczenia

Cwiczenie 3.
Dane sa cztery punkty A, B, C, D lezace na paraboli a. Wykazaé, ze AB || CD wtedy i tylko wtedy, gdy
A+ B=C+D.

Cwiczenie 4.
Dane sa cztery rézne punkty A, B, C, D lezace na paraboli . Wykazaé, ze sa wspdlokregowe wtedy i tylko
wtedy, gdy A+ B+ C+ D =0.

Jesli punkty A, B, C, D nie sg parami rézne, to tresci powyzszych ¢wiczen nadal pozostaja prawdziwe w od-
powiednio zmienionej formie. Wielokrotne wystapienie pewnego punktu oznacza styczno$é¢ okregu lub prostej
w tym punkcie do paraboli, przy czym trzykrotne wystapienie oznacza stycznosé okregu z ”przejéciem na druga
strone”.

Cwiczenie 5.
Dana jest parabola « oraz punkty A, B na niej. Wéwczas ponizsze warunki sg réwnowazne:

(a) Styczne w punktach A i B przecinaja sie na kierownicy.
(b) Styczne w punktach A i B przecinaja sie pod katem prostym.
(c) Punkty A i B sa wspolliniowe z ogniskiem.

Cwiczenie 6.
Ognisko paraboli wpisanej w tréjkat lezy na okregu opisanym na tym tréjkacie.

Cwiczenie 7.
Pokazaé, ze cztery punkty na paraboli leza na innej paraboli o kierownicy prostopadlej do kierownicy tej
pierwszej wtedy i tylko wtedy, gdy leza tez na okregu.

Cwiczenie 8. (Lemat Archimedesa)

Dana jest parabola « oraz punkt A lezacy po tej samej stronie paraboli «, co kierownica paraboli a. Prosta
przez punkt A prostopadta do kierownicy przecigto z biegunows punktu A wzgledem paraboli «, otrzymujac
punkt A’. Wtedy:

(a) Punkt A’ jest $rodkiem odcinka wyznaczonego przez punkty stycznosci stycznych poprowadzonych z A do
paraboli.

(b) Srodek odcinka AA’ lezy na paraboli.

Cwiczenie 9.
Dana jest parabola o ognisku F'. Styczne w punktach X i Y przecinaja sie w punkcie P. Wtedy tréojkat FPX
jest podobny do trojkata F'Y P.

Zadania

Zadanie 10.

Przez érodki bokéw tréjkata poprowadzono pewng parabole. Nastepnie wyznaczono jej drugie przeciecia z kaz-
dym z bokéw lub ich przedtuzen. Przez kazdy z wierzchotkéw tréjkata poprowadzono prosta do punktu przeciecia
paraboli z naprzeciwlegltym bokiem. Pokazaé, ze proste te sa réwnolegte.

Zadanie 11.

Dana jest parabola a o wierzcholku V' i ognisku F'. Przez punkt A na paraboli o poprowadzono prosta prosto-
padla do kierownicy i przecieto ja ze styczng w punkcie V', otrzymujac punkt X. Przez punkt A poprowadzono
takze prostg prostopadla do stycznej w tym punkcie i przecieto ja z prosta F'X. Wykazaé, ze punkt A oraz to
przeciecie sg réwnoodlegle od stycznej w punkcie V' do paraboli.
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Zadanie 12.

Dana jest parabola a o wierzcholku V' i ognisku F. Obrano punkt A na paraboli a oraz poprowadzono przez
ognisko F' prosta réwnolegta do prostej AV, ktéra przecieta parabole w punktach B i C. Niech X bedzie rzutem
punktu B na o$ paraboli, Y rzutem punktu C' na o$ paraboli, a Z rzutem punktu A na o$ paraboli. Wykazac,
ze

(a) XY = VA,
(b) FX2=VX.-VZ.
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Konstanty Smolira.

Cwiczenie 1. (Potega punktu wzgledem paraboli)
Dana jest parabola a o ognisku F', kierownicy ¢ oraz punkt C' na plaszczyznie. Na paraboli obrano punkty A
i B tak, ze punkt C lezy na prostej AB. Niech Ha, Hg, Ho beda rzutami odpowiednio punktéow A, B, C na
prosta £. Wowczas wartos¢ wyrazenia

Hj He - HgHe

zalezy jedynie od wyboru paraboli oraz punktu C'.

Rozwigzanie:

Ustalmy parabole oraz punkt C. Rozwazmy mape rzutowa z prostej £ na siebie, zdefiniowana nastepujaco: przez
dany punkt prostej £ prowadzimy prosta do niej prostopadla, rozwazamy jej drugie przeciecie z parabola, na-
stepnie rzutujemy ten punkt przez punkt C', a na koncu ponownie rzutujemy prostopadle na prosta £. Pierwszym
przecieciem z parabolg jest przy tym punkt w nieskonczonodci.

Mapa ta jest inwolucja, ktéra zamienia ze soba punkty H 4 i Hp. Sprawdzamy, ze w tej inwolucji punkty H¢ oraz
punkt w nieskonczonosci prostej £ tworza pare. Zatem inwolucja ta musi byé¢ inwersja, ewentualnie zlozeniem
inwersji z odbiciem, w okregu o §rodku w punkcie Ho. Wobec tego teza jest oczywista.

Cwiczenie 2.
Potege punktu A wzgledem paraboli @ mozna takze obliczyé¢ jako réznice kwadratu odleglosci punktu A od
ogniska F' tej paraboli oraz kwadratu odlegltosci punktu A od kierownicy ¢ tej paraboli.

Rozwiazanie:

Najpierw wykazemy teze dla punktéw lezacych po tej samej stronie paraboli co jej kierownica. Zatézmy, ze A jest
takim punktem, i niech B bedzie punktem stycznosci jednej ze stycznych poprowadzonych z A do paraboli «.
Niech Hp i H 4 beda rzutami odpowiednio punktéw B i A na kierownice £. Wtedy z definicji paraboli BF = BHp
oraz z wlasnosci optycznej SJFBA = JHpBA, co daje przystawanie AFBA = AHgBA, z ktérego wynika
AF = AHp. 7 twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

H H} = AHE — AH% = AF? — AH3,

co daje zagdana rownosc.

Teraz rozwazmy dowolny punkt A na plaszczyznie. Narysujmy dowolna sieczng k paraboli przechodzaca przez
punkt A. Potega punktu wzgledem paraboli « jest na prostej k funkcja kwadratowa. Podobnie funkcja kwa-
dratowa jest kwadrat odlegloéci od ogniska pomniejszony o kwadrat odlegloéci od kierownicy. Te dwie funkcje
kwadratowe zgadzaja si¢ w nieskonczenie wielu punktach, mianowicie wszedzie poza wnetrzem paraboli, a zatem
sa ta samg funkcjg na calej prostej k, wiec takze w punkcie A. To konczy dowdd.

Cwiczenie 3.
Dane sa cztery punkty A, B, C, D lezace na paraboli a. Wykazaé, ze AB || CD wtedy i tylko wtedy, gdy
A+B=C+D.

Rozwigzanie:
Wykazemy jedynie implikacje ”w lewo”. Implikacja ”w prawo” jest jej natychmiastowa konsekwencja, poniewaz
dla dowolnych punktéw A, B, C na paraboli « istnieje doktadnie jeden taki punkt D na paraboli «, ze AB || CD.

Rozwazmy na paraboli inwolucje rzutowa przesytajaca punkt X na punkt A+ B— X. Jest ona inwolucja rzutows
na mocy argumentu podobnego do tego z dowodu Cwiczenia 1. Inwolucja na stozkowej jest rzutowaniem przez
pewien punkt; nazwijmy go P. Zauwazmy, ze w naszej inwolucji punkt w nieskonczonosci przechodzi na siebie,
czyli punkt P lezy na stycznej do paraboli w tym punkcie, a wiec na prostej w nieskonczonosci. Punkty P, C,
D sy wspdlliniowe. Podobnie wspdtliniowe sg punkty P, A, B. Zatem CD jest réwnoleglte do AB, co kohczy
dowod.
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Cwiczenie 4.
Dane sa cztery rézne punkty A, B, C, D lezace na paraboli . Wykazaé, ze sa wspdlokregowe wtedy i tylko
wtedy, gdy A+ B4+ C+ D =0.

Rozwiazanie:

Podobnie jak w poprzednim rozwigzaniu wykazemy jedynie implikacje ”w lewo”. Niech A’ i B’ beda odbiciami
odpowiednio punktéw A i B wzgledem osi symetrii paraboli. Wtedy A’+A = 0 oraz B'+ B = 0, zatem A'+ B’ =
C+D.

Jesli AB jest réwnolegle do kierownicy paraboli, to punkty A, B, C, D tworzg trapez réwnoramienny, a wiec
sg wspotokregowe. W przeciwnym wypadku niech P bedzie punktem przeciecia prostych AB oraz C'D. Gdyby
proste te byty réwnolegle, to z dodawania otrzymaliby$my, ze sa réwnolegle do kierownicy paraboli.

Na mocy potegi punktu P wzgledem paraboli otrzymujemy
(PAcosz) - (PBcosx) = (PCcosy) - (PDcosy),

gdzie x i y sa katami, ktore z kierownica « tworza odpowiednio proste PA oraz PC'. Jednak proste AB i C'D sa
swoimi odbiciami wzgledem osi symetrii paraboli, wiec cosx = cosy # 0. Zatem PA- PB = PC - PD, co daje
zadana wspotokregowosce.

Cwiczenie 5.
Dana jest parabola «a oraz punkty A, B na niej. Wéwczas ponizsze warunki sg réwnowazne:

(a) Styczne w punktach A i B przecinaja sie na kierownicy.
(b) Styczne w punktach A i B przecinaja sie pod katem prostym.
(c) Punkty A i B sa wspolliniowe z ogniskiem.

Rozwigzanie:

Najpierw wykazemy, ze kierownica jest biegunowa ogniska wzgledem paraboli. Ognisko lezy na osi symetrii
paraboli, zatem jego biegunowa musi by¢ niezmiennicza wzgledem tej symetrii. Nie moze to by¢ sama 0§ symetrii,
gdyz wtedy ognisko lezaloby na swojej biegunowej, a nie lezy ono na paraboli. Zatem jest to prosta prostopadta
do osi symetrii, czyli réownolegta do kierownicy. Ognisko, przeciecie osi symetrii z kierownica oraz przeciecia
osi symetrii z parabolg tworza czwoérke harmoniczng. Jedno z tych przecieé¢ jest punktem w nieskonczonosci,
a drugie srodkiem odcinka taczacego pierwsze dwa punkty. Zatem przeciecie osi symetrii z kierownica lezy na
biegunowej ogniska, wiec biegunowa ta jest wlasnie kierownica.

Z powyzszego faktu i prawa wzajemnosci biegunowych od razu wynika réwnowazno$é warunkéw (a) i (c).
Wykazemy teraz, ze z warunku (c) wynika warunek (b).

Niech H4 i Hp bedg rzutami odpowiednio punktéw A i B na kierownice, a P punktem przeciecia stycznych w
punktach A i B. Wtedy

JAPB = JAPF + 4FPB = = (4HAPA+ JAPF + $FPB + 4BPHp) = g

N

co konczy dowdd tej implikacji.

Pozostalo wykazaé, ze z warunku (b) wynika warunek (c). Zauwazmy, ze kazda styczna do paraboli ma inny
kierunek. Wynika to ze stycznoéci prostej w nieskonczonoéci do paraboli lub, na przyklad, ze zdegenerowanej
formy Cwiczenia 3. W polaczeniu z juz udowodniona implikacja z warunku (c) do warunku (b) koniczy to dowdd
¢wiczenia.

Cwiczenie 6.
Ognisko paraboli wpisanej w trojkat lezy na okregu opisanym na tym tréjkacie.

Rozwiazanie:

Odnotujmy najpierw nastepujacy fakt: odbicie ogniska paraboli wzgledem dowolnej stycznej lezy na kierownicy.
Wynika to natychmiast z przystawania uzytego w dowodzie Cwiczenia 2. Widzimy, ze obrazy symetryczne ogni-
ska wpisanej paraboli wzgledem bokéw leza na jednej prostej, mianowicie na kierownicy. Na mocy twierdzenia
o prostej Steinera ognisko wpisanej paraboli lezy wiec na okregu opisanym na trdjkacie. Warto tez zauwazyc¢,
ze ortocentrum tego trojkata lezy na kierownicy rozwazanej paraboli.
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Cwiczenie 7.
Pokazaé, ze cztery punkty na paraboli leza na innej paraboli o kierownicy prostopadlej do kierownicy tej
pierwszej wtedy i tylko wtedy, gdy leza tez na okregu.

Rozwigzanie:
Ponizsze rozumowanie bedzie wykorzystywalo nieco wiecej teorii rzutowej, choé¢ stuzy ona wlasciwie ominieciu
problemu konstrukcji zadanej paraboli, ktéra zapewne daloby sie przeprowadzi¢ bezposrednio.

Oznaczmy omawiane cztery punkty przez A, B, C, D. Zastosujmy Inwolucyjne Twierdzenie Desarguesa do tej
czwoérki i prostej w nieskonczonosci. Otrzymujemy na niej inwolucje ¢ taka, ze jezeli ¢(X) = Y, to istnieje
stozkowa przechodzaca przez punkty A, B, C', D, X, Y. Punkt w nieskonczonosci naszej paraboli jest jednym
z punktow stalych ¢, a zatem na prostej w nieskonczonoéci musi istnie¢ drugi punkt staly E. Poprowadzmy
przez niego oraz przez punkty A, B, C, D stozkows «. Poniewaz punkt F jest punktem stalym ¢, stozkowa «
jest styczna do prostej w nieskonczonoéci, czyli jest parabola.

Prostopadtosé kierownic dwoch parabol jest réwnowazna prostopadtosci ich punktéw w nieskonczonosci Py, Ps.
Te wlasno$é mozna z kolei wyrazié jako (Py, Py; I1, Is) = —1, gdzie Iy, I sa punktami przeciecia okregu z prosta
w nieskoniczonosci. Jest to réwnowazne warunkowi ¢(I1) = I», a na mocy definicji ¢ z kolei wspétokregowosci
punktéw A, B, C, D.

Cwiczenie 8. (Lemat Archimedesa)

Dana jest parabola « oraz punkt A lezacy po tej samej stronie paraboli «, co kierownica paraboli «. Prosta
przez punkt A prostopadla do kierownicy przecieto z biegunowa punktu A wzgledem paraboli «, otrzymujac
punkt A’. Wtedy:

(a) Punkt A’ jest $rodkiem odcinka wyznaczonego przez punkty stycznosci stycznych poprowadzonych z A do
paraboli.

(b) Srodek odcinka AA’ lezy na paraboli.

Rozwigzanie:

Przeciecia prostej AA’ z parabola « oraz punkty A, A’ tworzg czwérke harmoniczng, gdyz punkt A’ lezy
na biegunowej punktu A. Jedno z tych przecieé¢ jest punktem w nieskonczonosci, a zatem drugie — nazwijmy je
M — jest érodkiem odcinka AA’, co daje punkt (b).

Niech B bedzie biegunem prostej AA’ wzgledem paraboli. Styczng do paraboli @ w punkcie przeciecia z pro-
stg AA’, czyli w punkcie w nieskoriczonosci, jest prosta w nieskonczonosci, wiec punkt B jest punktem w nie-
skoniczonosci. Rzutowanie przez punkt B jest inwolucja na parabole «, ktérej punktami staltymi sa punkt w nie-
skoniczonoscei oraz $rodek odcinka AA’. Nietrudno zauwazyé, ze jest to inwolucja przesylajaca punkt X na
punkt M + M — X. Jednak na mocy prawa wzajemnosci biegunowych punkty stycznosci stycznych poprowa-
dzonych z punktu A tworza w tej inwolucji pare, a to z definicji naszego dodawania konczy dowdd punktu (a).

Cwiczenie 9.
Dana jest parabola o ognisku F'. Styczne w punktach X i Y przecinaja si¢ w punkcie P. Wtedy trojkat FPX
jest podobny do trojkata F'Y P.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze <FPY = 4F X P. Analogicznie mozna pokazaé, ze JFY P = SFPX, co daje zadane podobien-
stwo.

Wybierzmy dowolny punkt Z na paraboli. Styczne w punktach X, Y, Z tworza tréjkat opisany na tej paraboli.
Na mocy Cwiczenia 6 ognisko F lezy na okregu opisanym na tym tréjkacie, co daje SFPY = < FQZ, gdzie Q jest
punktem przeciecia stycznych w punktach X i Z. Teraz przesuwajmy punkt Z w strone punktu X. Prosta QZ
dazy wtedy do prostej X P, a prosta F'Z do prostej FX. Zatem < FQZ dazy do JF X P, co daje zadana ré6wnosé.

Zadanie 10.

Przez érodki bokow tréjkata poprowadzono pewng parabole. Nastepnie wyznaczono jej drugie przeciecia z kaz-
dym z bokéw lub ich przedtuzen. Przez kazdy z wierzchotkéw tréjkata poprowadzono prosta do punktu przeciecia
paraboli z naprzeciwleglym bokiem. Pokazaé, ze proste te sa réwnolegle.
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Rozwigzanie:
Wykazemy, ze wszystkie trzy proste sa prostopadte do kierownicy paraboli.

Ustalmy kierownice jako 0§ x pewnego uktadu wspétrzednych. Oznaczmy srodki bokéw trojkata przez A, B, C,
drugie przeciecia odpowiednich bokow z parabolg przez P, Pp, Pc, a odpowiednie wierzcholtki oryginalnego

tréjk%ta przez QAa QB? QC-

Wiemy, ze Py = B + C — A. Z drugiej strony czworokat o wierzchotkach B, Q4, C, A jest réwnoleglobokiem,
co oznacza, ze wspdlrzedna x punktu Q4 jest réwna sumie wspoOlrzednych x punktéw B i C' pomniejszonej
o wspélrzedna x punktu A. Z definicji dodawania na paraboli tyle samo wynosi wspétrzedna = punktu Pa, a za-
tem prosta P4@Q 4 istotnie jest prostopadla do kierownicy paraboli. Analogicznie postepujemy dla pozostatych
dwdéch prostych, co konczy dowdd.

Zadanie 11.

Dana jest parabola a o wierzchotku V' i ognisku F. Przez punkt A na paraboli a poprowadzono prosta prosto-
padla do kierownicy i przecieto ja ze stycznag w punkcie V', otrzymujac punkt X. Przez punkt A poprowadzono
takze prosta prostopadla do stycznej w tym punkcie i przecieto ja z prosta FX. Wykazaé, ze punkt A oraz to
przeciecie sg réwnoodlegle od stycznej w punkcie V' do paraboli.

Rozwiazanie:

Niech H 4 bedzie rzutem punktu A na kierownice, a M $rodkiem odcinka F'H 4. Na mocy twierdzenia Talesa
punkt M lezy na prostej V X. Z definicji paraboli mamy AF = AH 4, zatem prosta AM jest styczng do paraboli
z wlasnosci optycznej oraz F'H, jest prostopadte do AM. Wobec tego AY, gdzie Y oznacza wspomniane
przeciecie, jest réwnolegle do FH 4.

Niech Z bedzie punktem przecigcia prostej réwnoleglej do AY', poprowadzonej przez X, z prosta w nieskonczo-
noéci. Wiemy, ze punkty Ha, M, F, Z tworza czwérke harmoniczng. Po przerzutowaniu jej przez punkt X na
prosta AY otrzymujemy teze.

Zadanie 12.

Dana jest parabola « o wierzchotku V' i ognisku F'. Obrano punkt A na paraboli « oraz poprowadzono przez
ognisko F' prosta réwnolegla do prostej AV, ktéra przecieta parabole w punktach B i C. Niech X bedzie rzutem
punktu B na o$ paraboli, Y rzutem punktu C' na o$ paraboli, a Z rzutem punktu A na o$ paraboli. Wykazac,
ze

(a) XY =VA,
(b) FX2=VX-VZ.

Rozwigzanie:

Ponownie utozsamiamy kazdy punkt paraboli z jego wspélrzedna = w ukladzie wspélrzednych, w ktorym pa-
rabola ma réwnanie y = z2. Z warunku BC || AV mamy B + C = A + V. Poniewaz V = 0, otrzymujemy
B+C=A

Rozwazmy nastepujaca inwolucje rzutowa na kierownicy paraboli: najpierw dla danego punktu prowadzimy
przez niego prosta prostopadta do kierownicy i przecinamy ja z parabola, nastepnie otrzymany punkt rzutujemy
przez ognisko ponownie na parabole, a uzyskane przeciecie rzutujemy z powrotem prostopadle na kierownice.
Inwolucja ta zamienia punkt w nieskonczono$ci na rzut wierzchotka paraboli, czyli jest inwersja, ewentualnie
zlozong z odbiciem, o srodku w tym punkcie.

Dla paraboli y = 22 jej ogniskiem jest punkt (0,1/4), a kierownica prosta y = —1/4. Oznacza to, ze prowadzac
prosta rownolegta do kierownicy przez ognisko paraboli i otrzymane przeciecia rzutujac na kierownice widzimy,
ze inwersja ta jest zlozona z odbiciem i ma promien 1/2. Wobec tego BC = —1/4, gdyz rzuty punktéw B i C
na kierownice tworza pare w tej inwolucji.

Teraz otrzymujemy
[ XY[?=(B*~C*)? = (B+C)*(B-C)* =
= A?(A? —4BC) = A*(A*+1) =
= A+ A2 = VA2,
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co daje punkt (a). Ponadto
\VX|-|VZ| = A’B* = (B+ C)*B* =
=(B*+ BC)* = (32 - 1>2 =
= |FXP,

co daje punkt (b).
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Funkcje arytmetyczne

Antoni Luczak

Teoria

Definicja (Funkcja arytmetyczna)

Funkcjg arytmetyczng nazywamy dowolng funkcje f: Z, — C.

Definicja (Multiplikatywna funkcja arytmetyczna)

Moéwimy, ze funkcja arytmetyczna f jest multiplikatywna, jedli dla wszystkich wzglednie pierwszych
a,b € Z4 zachodzi réwnosé f(ab) = f(a)f(b).

Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n rozwazmy

id(n) =n

1(n) =1,
d(n)=[n=1],czylid(1)=1id6(n)=0dlan>1,
e gi(n) =Y din d* — suma k-tych poteg dzielnikéw n,
7(n) = op(n) — liczba dzielnikéw n,

e Q(n) =ey + -+ ek, przy czym n = pi'p5* - - - pi* jest rozkladem na czynniki pierwsze,

(—1)9("), gdy n jest bezkwadratowe,
p(n) = .

0 w przeciwnym wypadku,
e \(n) = (—1)%"),
e o(n)=|{k€Zs | k<n, kLn}| — funkcja Eulera.

Cwiczenie 1.
Udowodni¢, ze poza 2 kazda z powyzszych funkcyj jest multiplikatywna.

Definicja (Splot Dirichleta)

Dla funkcyj arytmetycznych f i g definiujemy splot Dirichleta wzorem

(Fxg)m) =D Fldg (%)

d|n

Twierdzenie

Jezeli funkcje arytmetyczne f, g sa multiplikatywne, to f * g réwniez jest multiplikatywna.

Udowodnimy powyzsze twierdzenie. Niech a 1 b. Wéwczas mamy

(f *g)(ab) =Y _ f(d) () > fdldg( >=

djab di)a, dalb
dﬂaz;zwf (1 (d> (CZ>
%;lﬂdl)g(d%) %f (dz2) ( ) = (f*9)(a)(f * g)(b),

co byto do wykazania.
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Cwiczenie 2.
Pokazaé, ze zbiér wszystkich funkcyj arytmetycznych z dzialaniem splotu tworzy monoid przemienny, ktorego
identycznoscig jest 9.

Cwiczenie 3.
Wykazaé, ze 1 % u = 4.

Twierdzenie (Inwersja Mdbiusa)

Funkcje arytmetyczne f i F' spelniaja zaleznosé
F(n) =Y _f(d).
d|n

Woéwecezas

fm) =Y F(u(%)

d|n

Udowodnimy powyzsze twierdzenie. Wystarczy pokazaé, ze jesli F' = fx1, to f = F * u. Z poprzednich ¢wiczen
wynika, ze dziatanie * jest taczne oraz 1 * yu = §. Zatem

Fap=flep=f.
co konczy dowod.

Cwiczenie 4.
Udowodni¢ nastepujaca, multiplikatywna wersje twierdzenia o inwersji Mobiusa. Jezeli

Fon) = [/, to fn) = [ Faye/o.
d|n

d|n

Zadania

Zadanie 5.
Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

Z o(d) =n.
d|n

Zadanie 6.
Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n zachodzi réwnosé

2
d|n d|n

Zadanie 7. (IMO Shortlist 1989 P11)
Ciag (a,,) spelnia zaleznosé

Wykazaé, ze n | ay,.

Zadanie 8.
Dla j € {1, 3} zdefiniujmy

fi(n) = Z d.

d|n
4ld—j

Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi fi(n) # f3(n).
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Zadanie 9.
Dana jest funkcja arytmetyczna f oraz dodatnia liczba calkowita n. Udowodnié, ze

> Flged(k,n)) = (f =) (n).
k=1

Zadanie 10.
Dane sg funkcje arytmetyczne g, h oraz liczba catkowita n > 0. Niech

f=gxh oraz G(n)= Zg(k)

Udowodni¢, ze

5 1= 3w 2]

k=1 k=1

Zadanie 11.
Niech N > 3. Udowodnié, ze warto$¢ oczekiwana sumy dzielnikéw losowo wybranej liczby n € {1,..., N} jest
mniejsza niz N.

Zadanie 12. (72 OM, III etap, zadanie 1)
Dana jest liczba catkowita k > 2. Niech py, po, ..., pr beda k poczatkowymi liczbami pierwszymi oraz niech N

bedzie ich iloczynem. Wykazaé, ze w zbiorze {1,2,..., N} dokladnie polowa elementéw jest podzielna przez
nieparzyscie wiele sposrod liczb py, ..., pg.
Zadanie 13.
Dana jest dodatnia liczba catkowita N. Pare (a,b) € Zi nazwiemy dobrg, jezeli liczba
ab
a+b

jest calkowitym dzielnikiem liczby N. Niech f(IN) oznacza liczbe dobrych par. Udowodnié, ze f(INV) jest kwa-
dratem liczby catkowitej.

Zadanie 14. (Bulgarian MO 1989)

Obliczy¢
1989

Z A {1989J

Zadanie 15.
Wykazaé, ze wszystkie wspolczynniki wielomianéw cyklotomicznych sa catkowite.
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Rozwigzania
Autor rozwigzan: Antoni Luczak.

Cwiczenie 1.
Udowodnié, ze poza 2 kazda z powyzszych funkcyj jest multiplikatywna.

Rozwigzanie:
Czytelnik zechce przekonaé sie, ze funkcje id, 1, § sg multiplikatywne.

fz

Zauwazmy, ze jeSli a = pi* ---p* oraz b= ¢ -- sg rozkladami na czynniki pierwsze, to

Qab) = e1 + - +ep + fr + -+ fi = Qa) + QD).

Stad natychmiast wynika multiplikatywno$¢ funkcji A. Dla funkcji p trzeba jeszcze zauwazyé, ze jesli a L b, to
liczba ab jest bezkwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z liczb a i b jest bezkwadratowa.

Pokazemy, ze dla kazdego k > 0, funkcja oy jest multiplikatywna. Niech ¢ | b beda dodatnimi liczbami
catkowitymi. Wéwczas

ab)=> d" = > (didy)" =D d | | D d5| = owla)on(d),

d|ab d1|a7 dz‘b d1|a dglb

zatem funkcja oy, istotnie jest multiplikatywna.

Pozostalo udowodni¢ multiplikatywnos$é funkeji . Niech a L b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Z chinskie-
go twierdzenia o resztach wynika, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych x < a, y < b istnieje dokladnie
jedna taka dodatnia liczba catkowita n < ab, ze n = x (mod a) oraz n =y (mod b). Ponadto, taka liczba n jest
wzglednie pierwsza z ab wtedy i tylko wtedy, gdy a L x oraz b L y. Wobec tego p(ab) = p(a)p(b).

Cwiczenie 2.
Pokazaé, ze zbior wszystkich funkcyj arytmetycznych z dzialaniem splotu tworzy monoid przemienny, ktorego
identycznoscig jest §.

Rozwiazanie:
Oczywiscie splot funkcyj arytmetycznych jest funkcja arytmetyczna. Czytelnik zechce przekonaé sig, ze splot
Dirichleta jest przemienny. Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnych funkcyj arytmetycznych f, g, h zachodzi

(f*(gxh)m)= Y fla = ((f *g) x h)(n),

abc=n

zatem splot Dirichleta jest réwniez taczny. Bezposrednio sprawdzamy réwniez, ze dla kazdego n

n) =3 F(@5(%) = Fm)a(1) = f(n).
d|n
To konczy dowdd.

Cwiczenie 3.
Wykazaé, ze 1 % p = 4.

Rozwiazanie:
Niech f =1 % p. Funkcje 1 i p sa multiplikatywne, zatem f réwniez. Wystarczy zatem pokazaé, ze wartodci f
oraz ¢ zgadzaja sie dla argumentéw bedacych potegami liczb pierwszych.

Bezposrednio sprawdzamy, ze f(1) =1 = 6(1). Niech teraz n = p®, przy czym a > 0. Wowczas

=" ule*) = w1) + plp) = 0 = 5(n).

k=0

To koniczy dowdd.
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Cwiczenie 4.
Udowodni¢ nastepujaca, multiplikatywna wersje twierdzenia o inwersji Mdbiusa. Jezeli

n) =[[f@, to f(n HF /),

dn

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze na mocy Cwiczenia 3

HF p(n/d) _ HHf Juin/d) _ Hf(e)zmww(”/(em)) _

d|n dln eld eln
_ Hf (1*# (n/e) Hf 5(n/e) f( )
eln eln

co byto do udowodnienia.

Zadanie 5.
Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

> p(d) =
d|n

Rozwigzanie:

Teza jest réwnowazna temu, ze p*1 = id. Poniewaz rozwazane funkcje sa multiplikatywne, wystarczy uzasadnié¢

rownosé dla argumentow bedacych potegami liczb pierwszych. Zauwazmy w tym celu, ze

(D)™ => v =1+> (" =) =",
k=1

k=0

co konczy dowdd.

Zadanie 6.
Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

2
d|n d|n

Rozwigzanie:
Teza jest rownowazna temu, ze

(173 = (1%7)2,

przy czym gorne indeksy oznaczaja potegowanie, nie za$ wielokrotny splot. Oczywiscie jezeli funkcja f jest
multiplikatywna, to kazda funkcja postaci n — f(n)* takze. Zatem funkcje stojace po obu stronach powyzszej

réwnosci sa multiplikatywne i teze wystarczy udowodnié dla poteg liczb pierwszych.

Ustalmy liczbe pierwsza p. Zauwazmy, ze

Ler) (%) = Y r(0h) = Y (k+ 1) =

co konczy dowdd.
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Zadanie 7. (IMO Shortlist 1989 P11)
Ciag (ay) spelnia zaleznoéé

Zad = 2™,

d|n

Wykazaé, ze n | ay,.

Rozwigzanie:
Z inwersji M6biusa otrzymujemy

ap, = Z 2 4(d).

d|n

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym n oraz niech o = vp(n). Zauwazmy, ze jedyne niezerowe sktadniki powyzej
sumy odpowiadaja tym d, ktérych wszystkie dzielniki pierwsze wystepuja w pierwszej potedze. Mozemy zatem
sparowaé kazdy dzielnik d niepodzielny przez p z dzielnikiem pd. Wowczas

an = u(d) (Qn/d - 2n/(dp>> =3 a2/ @) (Qn/dfn/wp) _ 1) ,
ptd ptd

a—1 _

Jesli p > 2, to dla kazdego d wykladnik n/d —n/(pd) jest wielokrotnoscia p® —p »(p®). Wowcezas na mocy

twierdzenia Eulera p® | a,,. Z kolei dla p = 2 mamy

an =3 p(d)2/Cd <2n/<2d> _ 1)
2td

oraz

2n/(2d)> _n > 90715 ¢
”2( 2d @

Zatem kazdy ze skladnikéw jest podzielny przez 2%, wiec 2¢ | a,,. Wobec tego dla kazdego dzielnika pierwszego p
liczby n zachodzi p*»(™ | a,,, a wiec n | ay, co byto do wykazania.

Zadanie 8.
Dla j € {1, 3} zdefiniujmy

filn) =Y d
A"

Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi fi(n) # f3(n).

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

fulm) ~ fsm =n 3" (5) 7 x@),

din
przy czym
1, gdyn=1 (mod 4),
x(n)=< -1, gdyn=3 (mod4),
0, gdy 2| n.

Wystarczy pokazaé, ze

(%) i) £ o

d|n
Zauwazmy, ze funkcje y oraz i: n — n~! sg multiplikatywne, wiec ich splot réwniez. Ponadto

«

()™ = > _ " x(p").

k=0

Kazdy niezerowy wyraz powyzszej sumy ma rézny wyktadnik p-adyczny oraz skladnik dla & = 0 jest niezerowy.
Wobec tego powyzsza suma jest niezerowa, co konczy dowdd.
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Zadanie 9.
Dana jest funkcja arytmetyczna f oraz dodatnia liczba calkowita n. Udowodnié, ze

> Flged(k,n)) = (f =) (n).
k=1

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze dla kazdego d | n takich k € {1,...,n}, ze ged(k,n) = d jest doktadnie p(n/d). Istotnie, kazde
takie k jest postaci k = ad, przy czym a < n/d oraz a L n/d. Wobec tego

S fleed(k, ) Zf (%) = (Fre)m),
k=1

co byto do wykazania.

Zadanie 10.
Dane sg funkcje arytmetyczne g, h oraz liczba catkowita n > 0. Niech

n

f=gxh oraz G(n)= Zg(k)

Udowodnié, ze

5 1= 3w 2]

k=1 k=1
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
n n k n n
> 10 =Y S nda(5) = X wiaatm) =S s (|5])
k=1 k=1 d|k d,m>1 d=1
dm<n

co konczy dowod.
Zadanie 11.
Niech N > 3. Udowodnié, ze warto$¢ oczekiwana sumy dzielnikéw losowo wybranej liczby n € {1,..., N} jest

mniejsza niz N.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze o1 = 1 *id oraz n = Y, _, 1(k). Zatem na mocy poprzedniego zadania mamy

co byto do udowodnienia.

Zadanie 12. (72 OM, III etap, zadanie 1)
Dana jest liczba catkowita k > 2. Niech py,po, ..., pr beda k poczatkowymi liczbami pierwszymi oraz niech N
bedzie ich iloczynem. Wykazaé, ze w zbiorze {1,2,..., N} dokladnie polowa elementéw jest podzielna przez
nieparzyscie wiele sposréd liczb pq, ..., pk.
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Rozwigzanie:
Czytelnik zechce przekonaé sie, ze teza jest réwnowazna réwnosci

N

> nlged(k, N)) = 0.

k=1
Na mocy Zadania 9 powyzsza suma jest réwna (p* ¢)(N). Poniewaz kazda z funkcyj p i ¢ jest multiplikatywna

k

(1 @) (N) = [ [ (1 0)(pi)-

i=1
W powyzszym iloczynie wystepuje czynnik
(1 9)(2) = u(1)@(2) + p(2)p(1) =1 -1 =0.

Zatem (p* ©)(N) =0, co konczy dowdd.

Zadanie 13.
Dana jest dodatnia liczba catkowita N. Pare (a,b) € Z%_ nazwiemy dobrq, jezeli liczba
ab
a+b

jest calkowitym dzielnikiem liczby N. Niech f(N) oznacza liczbe dobrych par. Udowodnié, ze f(N) jest kwa-
dratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie:
Ustalmy a,b € Z, i zapiszmy a = rx, b = ry, przy czym r = ged(a,b), ¢ L y. Para (a,b) jest dobra wtedy
i tylko wtedy, gdy

x+y|rry oraz rry| (x+y)N.

Zauwazmy, ze stad x +y | r, wiec r = k(x + y) dla pewnego k € Z. Zatem kxy | N, jedli tylko para (a,b) jest
dobra. Ponadto, dla kazdej takiej trojki (k,z,y) € Z2, ze © L y oraz kxy | N liczby a = k(z+y)z ib = k(z+y)y
tworza dobra pare. Otrzymalidmy zatem bijekcje migdzy dobrymi parami a trojkami o podanych wlasnosciach.

Nastepnie znajdziemy liczbe takich trojek. Zauwazmy, ze dla ustalonego d | N jest dokladnie 2¢(d) przedstawien
d=zydlaz Ly, przy czym w(d) to liczba réznych liczb pierwszych w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby d.
Wowezas liczbe k, taka ze kxy | N, mozna wybraé na 7(N/d) sposobéw. Wobec tego

N
FIN) =" 2W<d>7<d> = (2¥ % 7)(N).
d|IN
Czytelnik zechce sprawdzié, ze funkcja 2 jest multiplikatywna, wiec funkcja f réwniez. Ponadto

(2w % T)(pa) _ ZQW(Pk)T(pO‘*k) = (a + ]_) +2 Z(a —k+ ].) =
k=0 k=1

=(a+1)+ala+1)=(a+1)>%

To konczy dowdd.

Zadanie 14. (Bulgarian MO 1989)
Obliczy¢

S ) | 1950

Rozwigzanie:
Na mocy Zadania 6 dla h = X\ oraz g = 1 otrzymujemy

1989 1989
> An) {mng =Y _(Ax1)(n).

n=1
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Niech f = X x 1. Wéwcezas funkcja f jest multiplikatywna jako splot funkcyj multiplikatywnych. Zauwazmy

ponadto, ze
(o7 (0%

) =Y (-1 = STk =2 a].

k=0 k=0

Stad z multiplikatywnosci f(n) = 1, jesli liczba n jest kwadratem liczby catkowitej oraz f(n) = 0 w przeciwnym
wypadku. Stad szukana suma jest réwna liczbie kwadratéw w zbiorze {1,...,1989}, czyli jest réwna

[\/@J — 4.

Zadanie 15.
Wykazaé, ze wszystkie wspolczynniki wielomianéw cyklotomicznych sa catkowite.

Rozwiazanie:
Z definicji wielomianéw cyklotomicznych mamy

Op(z) = [] (z—wh)
1<k<n
kln

przy czym w, = e2™/" Cgzytelnik zechce sprawdzié, ze stad

" —1= H(xfwﬁ) = H@d(x).
d|n

Woéwczas z multiplikatywnej wersji inwersji Mobiusa wynika, ze

@, (z) = [J(a — /D).

d|n

Stad ®,, jest ilorazem A/B wielomianéw o wspdlczynnikach caltkowitych, przy czym

A@)= ][] @*-1, B@)= ][] ‘-
d|n d|n
p(n/d)=1 p(n/d)=—1

Stad ®,, jest wielomianem o wspolczynnikach wymiernych. Wéwczas z lematu Gaussa wynika, ze ®,, ma wspol-
czynniki catkowite, co bylo do wykazania.
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Szymon Tobiasz

Teoria

Twierdzenie (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Niech K bedzie cialem. Kazdy niezerowy wielomian P € K[z] ma co najwyzej deg P pierwiastkéw nad K.

Niech K bedzie cialem. Dla kazdej pary wielomianéw P,Q € Klx], @ # 0 istnieja takie wielomiany
W,R € Klx], ze
P=WQ+R

oraz deg R < deg ). Ponadto istnieja wielomiany G, H € K |x] spelniajace

GP + HQ = ged(P, Q).

Niech P € Z[z] i m bedzie dodatnia liczba calkowita. Wéwezas P(a) = P(b) (mod m), jesli tylko a,b € Z
spetniaja a = b (mod m).

Niech P € Z[z] i niech Sp bedzie zbiorem tych liczb pierwszych p, dla ktérych istnieje takie n € Z, ze
p | P(n). Jesli wielomian P nie jest staly, to zbiér Sp jest nieskoniczony.

Definicja (Wielomian nierozkladalny)

Niech R bedzie dziedzing catkowitosci. Wielomian P € R[z] nazywamy nierozkladalnym nad R, jesli jest
nieodwracalny i z réwnosci

P=QwW

dla Q,W € R[z]| wynika, ze co najmniej jeden z wielomiandéw @, W jest odwracalny.

Jesli P € Z[x] jest nierozkladalny nad Z, to jest nierozktadalny nad Q.

Kryteria nierozkladalnosci nad Z

Twierdzenie (Kryterium Eisenstiena)

Niech P(z) = an@™ + apn_12" 1 + -+ + ag € Z[z]. Jezeli istnieje taka liczba pierwsza p, ze p { an,
p|an_1,...,a9 oraz p?{ ag, to wielomian P jest nierozktadalny nad Z.
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Twierdzenie (Kryterium Perrona)

Niech P(z) = 2™ + a,—12""* + -+ + ag € Z[x] oraz
lan—1] > 1+ |an—2| + - + |aol.

Woéwczas wielomian P jest nierozktadalny nad Z.

Alternatywnie, jesli wielomian P jest unormowany, ma co najwyzej jeden pierwiastek a spelniajacy
|l > 11 P(0) # 0, to P jest nierozkladalny nad Z.

Twierdzenie (Kryterium Cohna)

Niech P(z) = anz™ + -+ + a1z + ag € Z[z]. Jedli istnieje taka liczba calkowita b, ze 0 < a; < b dla
kazdego i € {0, ...,n} oraz P(b) jest liczba pierwsza, to wielomian P jest nierozkladalny nad Z.

Dana jest liczba pierwsza p, wielomian P € Z[z] i liczba catkowita r. Jedli P(r) = 0 (mod p*) dla
pewnego k oraz P’'(r) Z 0 (mod p), to dla kazdego m > k istnieje liczba catkowita s spelniajaca

P(s)=0 (modp™) i s=r (mod p").

Ponadto liczba s jest wyznaczona jednoznacznie modulo p™.

Lemat ten jest konsekwencja rownosci
P(z+p") = P(z) +p"P'(z) (mod p"*th),

ktora wynika ze wzoru dwumianowego.

Liczby algebraiczne
Definicja (Liczba algebraiczna)

Powiemy, ze liczba « € C jest algebraiczna, jedli istnieje wielomian P € Q[z], dla ktérego P(a) = 0. Jesli
ponadto P € Z[z] i P jest unormowany, to liczba « jest algebraiczna calkowita.

Definicja (Wielomian minimalny)

Wielomianem minimalnym liczby algebraicznej o nazwiemy wielomian unormowany P € Q[z] o naj-
mniejszym stopniu, dla ktérego P(a) = 0.

Teraz kilka faktow:

Liczby algebraiczne tworza cialo oznaczane przez Q.

Liczby algebraiczne calkowite tworza piericien oznaczany przez Z.
ZNnQ=7.

Wielomian unormowany P € Q[z] jest wielomianem minimalnym pewnej liczby algebraicznej wtedy
i tylko wtedy, gdy P jest nierozkladalny.

Niech P bedzie wielomianem minimalnym a. Jesli tylko wielomian @ € Q[z] spelnia Q(«) = 0, to

PlQ.
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Niech p bedzie liczba pierwsza, a n — dodatnia liczba catkowita. Wéwczas z doktadno$cia do izomorfizmu
istnieje doktadnie jedno cialo o p™ elementach oznaczane przez Fy». W ciele tym zachodzi réwnosé

(x+y)" = 2" +y".

Dane sa liczby ¢1,...,c; € C1i ciag (x,) spelniajacy dla n > k rekurencje
Ty = C1Tp—1 + C2Tp—2 + -+ + CkTn—k-
Niech aq, ..., beda wszystkimi réznymi pierwiastkami wielomianu charakterystycznego
XF—e X - — g X — ey
a m; oznacza krotno$é pierwiastka a;. Wowczas
zn = fi(n)ay + fo(n)ay + - + filn)af',

przy czym f; jest wielomianem stopnia co najwyzej m; — 1. Ponadto kazdy ciag tej postaci spelnia
powyzsza rekurencje dla pewnych wyrazéw poczatkowych xq, ..., xg.

Zadania

Zadanie 1. (Asian Pacific MO 2021)
Dla wielomianu P € Z[z] niech P, to liczba takich par (a,b) € Z2, ze |P(a)| = |P(b)| (mod n)i0 <a <b< n.
Znalez¢ wszystkie wielomiany, dla ktérych P, < 2021 dla kazdego n € Z..

Zadanie 2. (ELMO 2016)
Marek ma taki wielomian P o wspdélezynnikach calkowitych, ze dla kazdego n € Z, zachodzi n | P(2").
Udowodnié, ze wielomian Marka jest wielomianem zerowym.

Zadanie 3. (IMO 2006 P5)

Niech P € Z[x] bedzie wielomianem stopnia n > 2 i niech Q(x) = P(P(... P(P(z))...)) bedzie r-krotnym
zlozeniem wielomianu P z nim samym. Udowodnié, ze réwnanie Q(x) = 2 ma co najwyzej n rozwiazan w liczbach
caltkowitych.

Zadanie 4. (China TST 2021)
Dane s wielomiany f, g € Z[z], takie ze dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych p istnieje liczba catkowita m,
spelniajaca

fla) =g(a+m,) (mod p)

dla kazdego a € Z. Udowodnié, ze istnieje taka liczba wymierna r, ze
flx) =gz +r)
dla kazdego = € R.
Zadanie 5. (InfinityDots MO 2018)
Niech ¢4, ¢, . . ., ¢ beda liczbami catkowitymi. Rozwazamy wszystkie ciagi liczb catkowitych (ay,)n>1 spelniajace

rekurencje
Qp = C10p—1 + ** + CkAp—fk

dla n > k + 1. Udowodnié, istniejg takie ai,...,ar nie wszystkie zerowe oraz liczba calkowita b, ze a, = b
(mod p) dla kazdej liczby pierwszej p.
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Zadanie 6. (Iran TST 2004)
Znalezé wszystkie takie wielomiany P € Z[z], ze

mLln <= P(m)L P(n)
dla wszystkich m,n € Z,..
Zadanie 7. (USA TST 2010)
Dany jest wielomian P € Z[z] spelniajacy P(0) = 0 oraz
ged(P(0), P(1), P(2),...) = 1.
Udowodnié, ze dla nieskoniczenie wielu liczb catkowitych n zachodzi réwnosé

ged(P(n) — P(0), P(n+1) — P(1),...) = n.

Zadanie 8. (Brazilian MO 2017)
Niech a € Z4 i p # 3 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby a® — 3a + 1. Udowodnié, ze p jest postaci 9k + 1 lub
9k — 1.

Zadanie 9. (Asian Pacific MO 2018)
Znalez¢ wszystkie wielomiany P € Z[z] o nastepujacej wlasnosci.

P(s),P(t) € Z = P(st) € Z

dla wszystkich s,t € R.

Zadanie 10. (USA TST 2020)
Znalez¢ wszystkie liczby catkowite n > 2, dla ktérych istnieje taki wielomian P € Z[z] oraz liczba caltkowita
m > 1, ze

(1) ged(m,n) =1,

(2) zadna z liczb P(0), P?(0),..., P™~1(0) nie jest podzielna przez n,

(3) liczba P™(0) jest podzielna przez n,

przy czym PF oznacza k-krotne zlozenie P ze soba.

Zadanie 11. (RMM Shortlist 2018)
Znalez¢ wszystkie wielomiany f € Z[z] spelniajace f(p) | 2¥ — 2 dla kazdej nieparzystej liczby pierwszej p.

Zadanie 12. (IMO Shortlist 2011 N6)
Wielomiany P,Q € Z[z] spelniaja ged(P,Q) = 1. Ponadto dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n zachodza
nieréwnosci P(n) > 01 Q(n) > 0 oraz

20(m) _ 1| 3P _ 1,

Udowodnié, ze wielomian @ jest staly.
Zadanie 13. (USA TST 2008)
Niech n bedzie taka dodatnia liczba catkowita, ze p? 1 n dla kazdej liczby pierwszej p. Sygnaturg wielomia-

nu f € Z[z] nazwiemy uporzadkowany ciag reszt z dzielenia przez n liczb f(1), f(2),..., f(n). Znalez¢ liczbe
n-elementowych ciagéw o wyrazach ze zbioru {0,...,n — 1}, ktére sa sygnatura pewnego wielomianu.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Adam Tutkowski*, Karol Musielinski.

Zadanie 1. (Asian Pacific MO 2021)
Dla wielomianu P € Z[z] niech P, to liczba takich par (a,b) € Z?2, ze |P(a)| = |P(b)| (mod n)i0<a <b< n.
Znalez¢ wszystkie wielomiany, dla ktérych P, < 2021 dla kazdego n € Z .

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jesli wielomian P spelnia warunki zadania, to nie moze byé¢ wielomianem stalym. Ponadto jesli
wielomian P spelnia warunki zadania, to —P réwniez. Stad bez straty ogélnosci zalézmy, ze wspotczynnik przy
najwyzszej potedze jest dodatni. Wtedy istnieje takie M € Zy, ze P(x) > 0 dla kazdego = > M.

Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n mamy
i#j = P(i)# P(j) (modn) (%)

dla wszystkich i,5 € Z, 1 < i,j < n. Istotnie, przypuéémy, ze dla pewnych réznych 4,5 € {1,...,n} zachodzi
P(i) = P(j) =r (mod n), przy czym 0 < r < n — 1. Wtedy na mocy Lematu 2 dla kazdego a € Z zachodzi

P(an+1i) = Plan+j) =r (mod n).

Wezmy A,k € Z, spelniajace warunki A > [M/n] oraz k > 2A + 2021. Wéwczas kazda z 2(k — A) dodatnich
liczb catkowitych

P(An +1), P(An+j), P(A+1)n+1i), P(A+1)n+j), ..., P((k—1)n+1i), P((k—1)n+j)
daje przy dzieleniu przez kn jedna z reszt
r,n+r 2nt+r, ..., (k—Dn+r.

Zatem istnieje 2(k — A) — k = k — 2A takich par (a,b), ze P(a) = P(b) (mod kn) oraz P(a), P(b) > 0. Wobec
tego Py, > k — 2A > 2021 wbrew zalozeniu.

Pokazemy teraz, ze wielomian P(x) musi byé wielomianem liniowym. Przypu$émy, ze deg P > 2. Wéwczas
istnieje taka liczba k € Z, ze P(k) — P(1) > k. Wéwczas jednak

P(k)=P(1) (mod P(k)— P(1))
wbrew spostrzezeniu («) dla n = P(k) — P(1). Wobec tego wielomian P musi by¢ liniowy.

Niech P(z) = cz + d. Zauwazmy, ze jesli ¢ > 2, to P(1) = P(2) (mod ¢), co jest sprzeczne z (). Stad ¢ = 1,
poniewaz zalozyliSmy wczesniej, ze ¢ > 0. Jezeli d < —2023, to kazda z par

(a,b) € {(m,—2d—m) |1 <m< —d},
spelnia |P(a)| = |P(b)|, a takich par jest —d — 1 > 2022. Stad d > —2022.
Zatem wielomian P musi by¢ postaci
Plz)=2—d lub P(z)=—-xz+d

dla pewnego d < 2022. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazdy z tych wielomianéw spelnia warunki zadania.

Zadanie 2. (ELMO 2016)
Marek ma taki wielomian P o wspdlczynnikach catkowitych, ze dla kazdego n € Z, zachodzi n | P(2").
Udowodnié, ze wielomian Marka jest wielomianem zerowym.

Rozwiazanie:
Niech k > 1 bedzie liczba catkowita. Wezmy dowolng liczbe pierwsza p > 3. Wéwcezas na mocy maltego twier-
dzenia Fermata

2Pk = 2% (mod p).

Ponadto z zalozenia pk | P(2P%), wiec z Lematu 2
0= P(2°%) = P(2%) (mod p).

Wobec dowolnoéci p musi zachodzi¢ P(2F) = 0. Zatem 2% jest pierwiastkiem wielomianu P dla kazdej liczby
catkowitej k > 1. Stad P jest wielomianem zerowym na mocy Twierdzenia 1, co bylo do wykazania.
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Zadanie 3. (IMO 2006 P5)

Niech P € Z[z] bedzie wielomianem stopnia n > 2 i niech Q(z) = P(P(...P(P(z))...)) bedzie r-krotnym
zlozeniem wielomianu P z nim samym. Udowodnié, ze réwnanie Q(x) = x ma co najwyzej n rozwiazan w liczbach
catkowitych.

Rozwiazanie:
Rozwazmy najpierw r = 2. Niech aq, . .., a; beda réznymi calkowitymi rozwiazaniami réwnania Q(x) = x i niech
b; = P(a;). Oczywiscie wtedy z zalozenia a; = P(b;). Niech

m = [{a1,as2,...,ak,b1,ba,... b}

Jesli a; = b; dla kazdego j, to wielomian P(x) — « jest niezerowy (poniewaz deg P > 2) i ma m pierwiastkéw.
Stad jest on stopnia co najmniej m oraz n = deg P > m > k.

Niech teraz a; # b; dla pewnego indeksu 7. Jesli b; = bj, to oczywiscie a; = P(b;) = P(bj) = a; wbrew zalozeniu,
ze ai,...,a s réozne. Zatem b; # b; i na mocy Lematu 2 mamy

b; —b; = P(a;) — P(a;) =0 (mod a; —a; ),
ai—aj:P(bi)—P(bj)EO (mod bz—b])

Zatem |a; —aj| = |b; — bj|. Zauwazmy, ze kazda z réwnosci a; = b; lub a; = b; natychmiast daje a; +b; = a;+b;.
W przeciwnym razie z Lematu 2 zachodzi |a; — b;| = |b; — a;]. Stad

(a; — aj)® = (bi — a;)* = (b — b;)? — (ai — b))?,
WiQC (ai—bi)(aiﬁ-bi—aj —bj) =0.
Poniewaz a; # b;, otrzymujemy a; + b; = a; + b;. Wobec dowolno$ci j mamy
a1 +by =ag+by=---=ay + bg.

Wtedy wielomian P(z) — (a; + b; — 2) ma co najmniej m pierwiastkéw, skad ponownie n = deg P > m > k. To
konczy dowdd dla r = 2.

Wykazemy teraz, ze jedli liczba catkowita a spelnia Q(a) = a, to P(P(a)) = a. Niech ag = a i ax = P(ag—1)
dla k > 1. Niech ¢ bedzie najmniejsza dodatnig liczba catkowita, dla ktérej a; = ag. Jesli ¢ > 2, to na mocy
Lematu 2

a; — ap | P(&l)—P(&O) = a2 — aq,

ag—a1|P(a2)—P(a1):a3—a2,

ar —a¢—1 | Play) — P(ag—1) = a1 — ag.
Wobec tego
lar —agl = lag —a1| =+ = |ay — ar—1].
Poniewaz zachodzi réwnosé ,
Z(aj — aj_l) =ay —ag = 0,
j=1
dla pewnego indeksu j < t — 2 mamy
aj2 — aj41 = —(aj41 — aj),

wiec ajio = aj. Po zaaplikowaniu P do obu stron tej réwnosci (t — j)-krotnie otrzymujemy as = ao, czyli
P(P(a)) = a. Przypadek t =1 jest trywialny. To konczy dowdd.

Zadanie 4. (China TST 2021)
Dane sa wielomiany f, g € Z[z], takie ze dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych p istnieje liczba catkowita m,,
spelniajaca
fla) =g(a+my) (mod p)
dla kazdego a € Z. Udowodnié, ze istnieje taka liczba wymierna r, ze

flx) =gz +r)
dla kazdego = € R.
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Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze jedli f € Z[z] i dla pewnej liczby pierwszej p kongruencja f(z) =0 (mod p) ma wiecej
niz deg f réznych rozwiazan modulo p, to kazdy ze wspolczynnikéw wielomianu f jest podzielny przez p. Istotnie,
niech f € F, bedzie wielomianem uzyskanym z f poprzez redukcje wspétezynnikéw modulo p. Jedli f # 0, to
na mocy Lematu 1 mamy = — o | f, jedli tylko f(a) = 0. Stad réznych rozwiazan f(x) = 0 modulo p jest co
najwyzej deg f < deg f.

Niech
n m
f(z) = Z arz®  oraz  g(x) = Z bk
k=0 k=0

Bez straty ogélnosci przyjmujemy deg f = n > m = deg g, poniewaz po zamianie rél f i g wystarczy zastapic¢ m,,
i r odpowiednio —m,, oraz —r. Przypusémy, ze n > m. Wéwczas dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych p > n
réwnosé

fla) —gla+my) =0 (mod p)
zachodzi dla kazdego a € Z. Jednoczesnie wielomian f(x)—g(x+m,,) jest stopnia n, zatem na mocy powyzszego
lematu kazdy z jego wspotczynnikow jest podzielny przez p. Stad jednak wspolczynnik a,, jest podzielny przez
nieskonczenie wiele liczb pierwszych, wiec a,, = 0 wbrew temu, ze deg f = n. Wobec tego musi zachodzi¢ réwnosé
n=m.
Zauwazmy, ze wspolezynnik przy =1 wielomianu f(x)—g(x+m,) jest réwny a,—1 —b,,—1 —nb,m,. Analogicznie
jak powyzej dowodzimy, ze dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych zachodzi

Pl an—1—bp1 —nbymp.

Zatem z Lematu 2 dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych mamy

f(a)9<a+an_lnbnbn_l> = f(a) —gla+mp) =0 (mod p).

Wobec tego

f(z) —g<x+ a"—lb"—1> ’

nb,,

wiec liczba
_ ap—1 — bn—l

S
nb,, Q
ma zadana wtasnosé, co konczy dowdd.
Zadanie 5. (InfinityDots MO 2018)
Niech ¢q, g, . . . , ¢ beda liczbami catkowitymi. Rozwazamy wszystkie ciagi liczb calkowitych (ay,)n>1 spelniajace
rekurencje
Qp = C10p—1 + -+ + Crln—k
dla n > k + 1. Udowodni¢, istniejg takie ai,...,ar nie wszystkie zerowe oraz liczba calkowita b, ze a, = b

(mod p) dla kazdej liczby pierwszej p.

Rozwigzanie:
Jedli c; = co =--- = ¢ =0, to bierzemy

Woéwezas dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi a, = 0 (mod p), poniewaz dla p < k mamy p | k!, z kolei dla
p > k z rekurencji zachodzi a, = 0. Wystarczy zatem wzia¢ b = 0.

Dalej zal6zmy, ze nie wszystkie liczby ¢1, ..., ¢k sa réwne 0. Niech z1, ..., z; € C beda (niekoniecznie réznymi)
pierwiastkami wielomianu charakterystycznego

flx) = ¥ — el —cppF T2 - — g

Woéwcezas na mocy Lematu 8 ciag
Qp =20 + 25 + -+ 21,

spelnia dana rekurencje.
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Ponadto kazdy wyraz a,, jest liczba catkowita. Istotnie, a,, jest wielomianem symetrycznym zmiennych 21, ..., 2zx
o wspblezynnikach catkowitych, zatem istnieje taki wielomian G o wspolczynnikach catkowitych, ze a,, =

G(et,...,er), pray czym
ej = Z Tiy Tiy T

i1 <ia <+ <ij

Wystarczy zatem zauwazy¢, ze ze wzordw Viete’a
ei(z1,...,25) = (=1)Tte; € Z.
Przypu$émy teraz, ze a1 = ag = - - - = a; = 0. Wowczas oczywiscie e = a; = 0. Zaldézmy, zee; = --- =€;,-1 =0
dla pewnego 2 < m < k. Wéwczas z tozsamosci Newtona
A — €10m—1 + €202 — -+ (*1)m71€m—101 + (=1)™mem =0,
wiec (—1)™me,, =01 e,, = 0. Stad na mocy zasady indukcji matematycznej
e1=ey=---=¢ =0,
czyli ze wzoréow Viete’a ¢ = - -+ = ¢, = 0 wbrew zalozeniu. Zatem aq, ..., ar nie moga by¢ wszystkie zerowe.
Niech p bedzie liczba pierwsza. Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze
P(z1,...,xp) = (1 + - +ap)? — (2] + - 4+ 2F)

jest wielomianem symetrycznym o wspdlczynnikach catkowitych oraz kazdy jego wspolczynnik jest podzielny
przez p. Stad mamy
ap=2+- 4zl =(z1+ -+ z)P =d =a; (mod p).

Wystarczy wiec wzia¢ b = a;1. To konczy dowod.

Zadanie 6. (Iran TST 2004)
Znalez¢ wszystkie takie wielomiany P € Z[x], ze

m Ll n < P(m)_L P(n)
dla wszystkich m,n € Z,.

Rozwiazanie:
Niech ¢ bedzie liczba pierwsza oraz ¢  n. Wtedy n + g L n, wigc z zalozenia P(n) L P(n + ¢). Na mocy
Lematu 2 podzielnosé ¢ | P(n) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ | P(n + q), wiec ¢ 1 P(n). Stad mamy

q| P(n) = q|n.

Zapiszmy
P(z) =2Q(z) + ¢,

przy czym ¢ = P(0). Jesli p jest liczba pierwsza, to P(p) = £p™ dla pewnego m > 0. Z drugiej strony
P(p) =pQ(p) +ec.

Stad dla p > |¢| mamy P(p) = +1. Wobec tego wielomian P przyjmuje jedna z wartosci +1 w nieskoficzenie
wielu punktach, a wiec jest staly. Bezposrednio sprawdzamy, ze zaden wielomian staly nie spelnia warunkéw
zadania.

Pozostal przypadek P(0) = 0. Wéwczas niech
P(z) = 2"(2Q(z) + o),

przy czym k > 11 ¢ # 0. Na mocy powyzszego rozumowania dla kazdej liczby pierwszej p wartosé P(p) jest
potega p, zatem dla pewnego m > 0 zachodzi

pQ(p) +c=+p™.
Jednak dla p > |¢| mamy p t pQ(p) + c¢. Stad dla nieskonczenie wielu p zachodzi

pQ(p) + ¢ = +1.
Z Lematu 1 wnioskujemy wéwczas, ze Q = 01 ¢ = £1. Zatem
P(z) = 2",

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze kazdy wielomian tej postaci dla k& > 1 spelnia warunki zadania.
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Zadanie 7. (USA TST 2010)
Dany jest wielomian P € Z[z] spelniajacy P(0) = 0 oraz

ged(P(0), P(1), P(2),...) =1.
Udowodnié, ze dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych n zachodzi réwnosé

ged(P(n) — P(0),P(n+1) — P(1),...) =n.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze P nie moze by¢ wielomianem stalym, zatem P’ nie jest wielomianem zerowym. Wobec tego istnieje
taka liczba catkowita ¢, ze P’(t) # 0. Niech P(z) = 2*Q(x), przy czym Q(0) # 0. Pokazemy, ze liczba n = p*
spelnia warunki zadania, jesli tylko liczba pierwsza p nie jest dzielnikiem liczby P’(t). Liczb o tej wlasnosci jest
oczywiscie nieskonczenie wiele.

Zauwazmy najpierw, ze z Lematu 2 mamy
P | ged(P(F) — P(0), P(o* +1) — P(1), P(p* +2) — P(2),....),
poniewaz p* dzieli kazda z réznic P(p* + i) — P(i). Ponadto z Lematu 5
P(t+p*) - P(t) = p"P/(t) (mod p*+Y).
Poniewaz p { P'(t), prawa strona nie jest podzielna przez p*+!. Stad

vp(ged(P(p™) — P(0), P(p* + 1) — P(1), P(p* +2) — P(2),...)) = k.

Przypusémy teraz, ze istnieje liczba pierwsza q # p, ktéra dzieli kazdg z liczb
P(*) — P(0), P(p* + 1) — P(1), P(p* +2) - P(2), ... .
Poniewaz p* L g, istnieja takie a,b € Z, ze
apt +bg =1.

Wéwcezas na mocy Lematu 2 dla kazdego ¢ > 0 zachodzi

P(i+1) = P(i +ap® +bg) = P(i) (mod gq).
Ponadto z zalozenia P(0) = 0, zatem indukcyjnie ¢ | P(¢) dla kazdego ¢ > 0. To jednak przeczy zalozeniu

ged(P(0), P(1), P(2),...) = 1.
Zatem nie moze istnieé taka liczba pierwsza q. Zatem
ged(P(p*) = P(0), P(p* + 1) — P(1), P(p" +2) — P(2),...) = p".

To konczy dowdd.

Zadanie 8. (Brazilian MO 2017)
Niech a € Z, i p # 3 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby a® — 3a + 1. Udowodnié, ze p jest postaci 9k + 1 lub
9k — 1.

Rozwigzanie:
Niech t bedzie jednym z pierwiastkoéw wielomianu

f(z) =2 —az+ 1 €F,[z].

Jedli f rozklada si¢ nad I, to t € IF),, w przeciwnym wypadku ¢ € I, poniewaz deg f = 2. W obu przypadkach
mamy t € Fp2, poniewaz [, C Fj2. Ponadto f(0) = 1, wiec t # 0. Zatem z réwnosci f(t) = 0 po podzieleniu

przez t otrzymujemy

t+1
a= —.
t

Z zalozenia p | a® — 3a + 1, wiec w ciele F» zachodzi réwnosé

1\° 1
t+-—-] —=3|t+ - 1=0.
Stad otrzymujemy % + 3 4+ 1 = 0 oraz

1= -+ +1)=0,

czyli t° = 1. Gdyby t3 =1, to 3 = 0 w ciele F,2, co jest niemozliwe dla p # 3. Wobec tego element ¢ jest rzedu
doktadnie 9 w IF,.. Wéwczas z twierdzenia Lagrange’a 9 | p? — 1. Stad wynika teza zadania.
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Zadanie 9. (Asian Pacific MO 2018)
Znalezé¢ wszystkie wielomiany P € Z[z] o nastepujacej wlasnoscei.

P(s),P(t) € Z => P(st) € Z

dla wszystkich s,t € R.

Rozwiazanie:
Zal6zmy, ze wielomian P spelnia warunki zadania dla s, > 0 oraz

P0)=0 1 lim P(z)=+cc

T——+00

i wielomiany P(x) oraz P(—x) sa rézne. Udowodnimy, ze istnieje nieskonczenie wiele takich r € Z , ze wielomian
P(z) — r jest nierozkladalny nad Z. Niech r bedzie liczba pierwsza oraz

r > sup |P(z)].
lzI<1

Wéwezas kazdy pierwiastek wielomianu P(z) — r ma modul wiekszy od 1. Gdyby
P(z) —r = F(x)G(x)

dla pewnych wielomianéw F,G € Z|x], to podstawiamy do powyzszej réwnoséci z = 0 i wnioskujemy, ze jeden
z tych wielomianéw ma wyraz wolny réwny +1. Jednak kazdy z pierwiastkow tego wielomianu ma modul wigkszy
od 1. Zatem na mocy wzoréw Viete’a musi by¢ to wielomian staly rowny +1, wiec odwracalny, co konczy dowod
tego stwierdzenia.

Niech P(x) — r bedzie nierozkladalnym wielomianem. Poniewaz P(0) = 0 oraz P(x) — +oo dla  — o0,
istnieje takie a > 0, ze P(a) = r. Wowezas z zalozenia k := P(a?) € Z, czyli a jest pierwiastkiem wielomianu
P(2?) — k. Wielomian P(z) — r jest nierozkladalny w Q[x] (z lematu Gaussa), zatem dzieli kazdy wielomian
w Qlz], ktéry zeruje sie w . Stad

P(z) —r | P(z?) — k.

Analogicznie —a jest pierwiastkiem nierozkladalnego wielomianu P(—x) — r, wiec
P(—z) —r | P(z?) — k.

Wielomiany P(x)—r oraz P(—z)—r sa rézne i nierozkladalne, wiec sa wzglednie pierwsze. Ich iloczyn dzieli wiec
P(2?)—k. Wielomiany te sa jednak tego samego stopnia. Poréwnujemy ich wspétezynniki wiodace i wnioskujemy,
ze

(P(x) = r)(P(=2) =) = a(=1)"(P(2®) = k),

przy czym a jest wspolczynnikiem wiodacym P i n := deg P. Stad po podstawieniu z = 0
r? =a(-1)""'k.

Poniewaz mozemy dobraé¢ r > a, musi zachodzi¢ a = 1.

Powyzsze rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla nieskoficzenie wielu r, ponadto « dobrane dla réznych r sg

rézne. Wobec tego rownosé
P(a)? =r® = (-1)""k = (-1)""'P(a?)

zachodzi dla nieskonczenie wielu «, wiec P(x?) = (—1)"*1P(x)2. Zauwazmy, ze stad P nie ma niezerowych
pierwiastkow. Istotnie, jesli A # 0 jest pierwiastkiem P krotnosci m, to

P(z) = (z = X)"U(x),

przy czym U(X) # 0. Wéwcezas z otrzymanej wezesniej rownoéci A2 jest pierwiastkiem P. Niech ¢ bedzie jego
krotnosciag. Wéwczas

P(2?) = (22 = X)W (2?) = (x — \)%(z + N1V (2?),
przy czym V(A?) # 0. Po poréwnaniu krotnosci A po obu stronach P(z?) = (—1)"T'P(x)? mamy ¢ = 2m,
wiec A? jest pierwiastkiem P krotnosci 2m. Jedli liczby A2* sa rézne, to wielomian P ma nieskonczenie wiele
pierwiastkéw. Jesli jednak p:= \2" = )\zb, to pierwiastek p ma zarazem krotnoéci 2%m i 2°m.

Wobec powyzszego P(x) = z™ dla pewnego nieparzystego n > 1.
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Niech teraz P bedzie dowolnym niestalym wielomianem spelniajacym warunki zadania. Wowczas rozwazmy
wielomian

Q(z) = P(z) — P(0), jesli limg_ oo P(z) = +00,
—(P(z) — P(0)), jedli lim,_, 4o P(x) = —00,

ktéry tez spelnia warunki zadania. Rozwazmy najwieksze takie m > 0, ze Q(z) = R(2*") dla pewnego R € Z[z].
Wéwezas wielomian R nie jest parzysty i spelnia warunki zadania dla s,¢ > 0. Wobec tego R(z) = z™ dla
nieparzystego n > 1. Stad wnioskujemy, ze

P(z) = 2V + ¢,

przy czym liczby N > 0 i ¢ sa catkowite. Czytelnik zechce sprawdzié, ze kazdy wielomian tej postaci spelnia
warunki zadania.

Zadanie 10. (USA TST 2020)
Znalez¢ wszystkie liczby caltkowite n > 2, dla ktérych istnieje taki wielomian P € Z[z] oraz liczba catkowita
m > 1, ze

(1) ged(m,n) =1,
(2) zadna z liczb P(0), P?(0),..., P™~1(0) nie jest podzielna przez n,
(3) liczba P™(0) jest podzielna przez n,

przy czym P* oznacza k-krotne zlozenie P ze soba.

Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat. Jedli dla ustalonego a liczba k jest najmniejsza taka, ze P¥(a) = a
(mod p'), to liczba k jest p-gtadka, czyli nie ma dzielnikéw pierwszych wiekszych od p. Dowdd przeprowadzimy
indukcyjnie wzgledem t. Przypadek ¢ = 1 jest oczywisty, poniewaz jest tylko p réznych reszt. Zalézmy teraz, ze
lemat jest prawdziwy dla t — 1. Niech m bedzie najmniejsze takie, ze P™(a) = a (mod p'~1). Wéwcezas m | k
oraz z zatozenia indukcyjnego m jest p-gtadkie. Na mocy Lematu 2 mamy

(P™)F/m(q) = (P™F™ N a)=-..= P"(a) =a (mod p'™!).
Stad kazda z powyzszych liczb daje jedna z p reszt {0,p'~1,..., (p — 1)p'~1} modulo p'. Zatem z minimalnodci
k musi zachodzi¢ k/m < p. Stad k jest p-gladkie, co konczy dowdd lematu.

Niech p1,...,px beda k poczatkowymi liczbami pierwszymi. Przypusémy, ze liczba
n=pi'py®---ppk, ai,...,ar >0,
spelnia warunki zadania. Niech my > 0 bedzie najmniejsza taka liczba, ze
P™(0) =0 (mod pp*).

Wéwezas oczywiscie m = lem(my, ..., my). Poniewaz z zalozenia m > 1, istnieje taki indeks 4, ze m; > 1. Na
mocy powyzszego lematu liczba m; jest p;-gltadka, czyli takze pp-gladka. Poniewaz m; > 1, istnieje taka liczba
pierwsza pj, j < k, ze p; | m;. Wowczas jednak p; | m i p; | n whrew zalozeniu ged(m,n) = 1. Wobec tego, jesli
liczba n spelnia warunki zadania, to zbiorem jej wszystkich dzielnikéw pierwszych nie moze by¢ k poczatkowych
liczb pierwszych dla zadnego k > 1.

Niech teraz p bedzie najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby n, t = v,(n). Zaldézmy, ze istnieje taka liczba
pilerwsza g < p, ze ¢ ¥ n. Skonstruujemy wielomian P spelniajacy warunki zadania dla m = ¢q. Wybierzmy liczby
catkowite x1, ..., v4—1 niepodzielne przez p i rézne modulo p. Ponadto niech z¢g = x4, = 0. Rozwazmy wielomian
(interpolacyjny Lagrange’a)

g—1 )
Q) = inﬂ H - xjj € Lyt [x].
i=0

o g
7€{0,...,q—1}

Zauwazmy, ze Q(z;) = ;41 (mod pt), zatem m = ¢ jest najmniejsze takie, ze Q™(0) =0 (mod pt).
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Zapiszmy Q(z) = aqz?+- -+ a1z +ag € Z[z]. Konstruujemy wspdlczynniki by, ..., b, spelniajace jednoczesdnie
b; =0 (modn/p') oraz b; =a; (mod p").

Wéwezas wielomian P(x) = byx? + - -+ + byx + by spetnia P(0) = 0 (mod n/p') oraz P*(0) = Q*(0) (mod p*).
Czytelnik zechce przekonaé sie, ze tak dobrany wielomian P oraz m = q spelniajg warunki zadania.

Wobec powyzszego rozumowania, liczba n > 2 spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy zbiorem
wszystkich jej dzielnikéw pierwszych nie jest k£ poczatkowych liczb pierwszych dla zadnego k > 1.

Zadanie 11. (RMM Shortlist 2018)
Znalez¢ wszystkie wielomiany f € Z[z] spelniajace f(p) | 2P — 2 dla kazdej nieparzystej liczby pierwszej p.

Rozwiazanie:
Rozwazmy najpierw przypadek f(0) # 0. Niech S bedzie zbiorem tych liczb pierwszych p, dla ktérych p | f(p).
Jesli p € S, to na mocy Lematu 2

f(0)=f(p) =0 (mod p),
a wiec p | f(0). Zatem zbiér S jest skonczony.

WeZmy teraz liczbe pierwsza p ¢ S. Przypusémy, ze istnieje liczba pierwsza g > 3, taka ze ¢ | f(p). Na mocy
chinskiego twierdzenia o resztach istnieje liczba catkowita R spelniajaca uktad kongruencji

R=p (modg), R=-1 (modgq-—1).

Wéwezas R L q(q — 1). Z twierdzenia Dirichleta o liczbach pierwszych w postepach arytmetycznych wynika
zatem, ze istnieje liczba pierwsza r # p taka, ze

r=R (mod g(q—1)).

Na mocy Lematu 2 otrzymujemy
fr)=f(p)=0 (modq),
czyli q | f(r). Z zalozenia liczba f(r) dzieli 2" — 2, zatem ¢ | 2" — 2. Stad

2=2"=2"1 (mod q),

czylid =1 (mod ¢) whrew zalozeniu ¢ > 3. Zatem jesli tylko p ¢ S, to kazdy z dzielnikéw pierwszych liczby f(p)
nalezy do zbioru {2, 3}. Ponadto dla kazdej dostatecznie duzej liczby pierwszej p =5 (mod 6) mamy

(2P —2) =1, w3(2P—2)=1
oraz p ¢ S. Ponadto z zalozenia f(p) | 2¥ — 2, wiec
fp) € {£1,42,+3,£6}.

Wobec tego przynajmniej jedna z tych liczb jest wartoscia wielomianu f w nieskonczenie wielu punktach. Zatem
f jest staly i réwny ¢ dla pewnego ¢ € {£1, £2, +3, +6}.

Pozostaje przypadek f(0) = 0. Wtedy zachodzi

dla pewnego m > 1 oraz g(0) # 0. Zauwazmy, ze wielomian g tez spelnia warunki zadania. Na mocy powyzszego
rozumowania g jest staly i réwny ¢ dla pewnego ¢ € {+1,+2,+3, £6}. Z zalozenia mamy

3mg(3) = f(3) | 2° —2=6.

Stad m =11 f(z) = £ lub f(x) = £2z.

Powyzsze przypadki daja wszystkie rozwiazania
flx) =41, £2, £3, £6, +z, £2z.

Bezposrednio sprawdzamy, ze kazdy z tych wielomiandéw spetnia warunki zadania.
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Zadanie 12. (IMO Shortlist 2011 N6)
Wielomiany P,Q € Z[z] speliaja ged(P, Q) = 1. Ponadto dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n zachodza
nieréwnosci P(n) > 01 Q(n) > 0 oraz

20 _ 1| 3P _ 1,

Udowodnié¢, ze wielomian @) jest staly.

Rozwigzanie:
Wielomiany P i @ sa wzglednie pierwsze w Q[z]. Zatem z Lematu 1 istnieja takie wielomiany A, B € Z[x] oraz
liczba catkowita ¢ # 0, ze
A(z)P(z) + B(x)Q(z) = c.
Niech k = deg P, a ¢ niech bedzie wspélczynnikiem wiodacym wielomianu P. Rozwazmy zbior
A = {p pierwsze | p < max{|c|,k} lub p | ¢}.

Jest to zbiér skoniczony. Dla kazdej liczby pierwszej p € A niech e, = v,(Q(1)). Poniewaz Q(1) > 0, liczba Q(1)
jest niezerowa, wiec kazde e, jest skoficzone. Rozwazmy uktad kongruencji

n=1 (mod p*!) dla kazdego p € A.
Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieje taka liczba catkowita ng, ze kazda liczba postaci
n=mng+t Hpep+1
peEA

spelnia powyzszy uklad. W szczegdlnoécei takich n jest nieskonczenie wiele. Dla kazdego p € A oraz kazdego
takiego n, na mocy Lematu 2 mamy

Q(n) =Q(1) £0 (mod p**).
Stad v, (Q(n)) < ep.
Ustalmy jedno z powyzszych n i niech a = Q(n), M = 2* — 1. Wéwczas z zalozenia mamy
M =200 1| 3P 1,

W szczegdlnosei ged(3, M) = 1. Niech b = ordys 3. Wtedy z powyzszej réwnosci b | P(n). Pokazemy, ze b dzieli
tez kazda z liczb postaci P(n + ta), przy czym t € Z,. Na mocy Lematu 2 mamy

QRQn+ta)=Q(n) =0 (mod a),

czyli a | Q(n + ta). Stad
M =20 — 1|20+t _q

Wéwezas z zatozenia M | 3F(Hte) — 1 wiec istotnie b | P(n + ta).
Czytelnik zechce sprawdzié, ze
k
(kK
klta = (=) ) P(n + ia).
=3 (5)r+ia

Wobec powyzszego mamy b | k!¢a* oraz
b | ged(P(n), k!ak).

Niech teraz r bedzie dzielnikiem pierwszym liczby ged(P(n), k!¢a*). Przypusémy, ze r ¢ A. Wowczas
r>|c, r >k, rid.

Zatem r | a = Q(n). Jednoczesénie r | P(n), wiec r | ¢ z tozsamosci Bezouta, co przeczy r > |c|. Zatem kazdy
dzielnik pierwszy liczby ged(P(n), k!¢a*) nalezy do A. Ponadto dla kazdego p € A mamy

vp (ged(P(n), kia®)) < vy (kia™) < v,(kl0) + ke,

Prawa strona powyzszej réwnosci nie zalezy od wyboru n. Ponadto b jest dzielnikiem ged(P(n), kléa®), wiec
mozemy ograniczy¢ b przez stala zalezng tylko od P i Q.

Poniewaz M | 3° — 1, mamy
20M 1 =M <3 1.

Poniewaz mozemy dobra¢ dowolnie duze n, niemozliwe jest, aby @Q(n) — 4+oo dla n — 400. Jednak Q(n) > 0,
wiec wielomian @ jest staly, co bylo do wykazania.
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Zadanie 13. (USA TST 2008)
Niech n bedzie taka dodatnia liczba catkowita, ze p? 1 n dla kazdej liczby pierwszej p. Sygnaturg wielomia-
nu f € Z[x] nazwiemy uporzadkowany ciag reszt z dzielenia przez n liczb f(1), f(2),..., f(n). Znalezé liczbe

n-elementowych ciagéw o wyrazach ze zbioru {0,...,n — 1}, ktére sa sygnatura pewnego wielomianu.
Rozwiazanie:
Niech n = pips - - - pi, przy czym py, ..., px sg roéznymi liczbami pierwszymi. Udowodnimy, ze ciag

(a1,a9,...,a,) €{0,...,n—1}"

jest sygnatura pewnego wielomianu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p | n oraz wszystkich
i,j7 € {1,...,n} zachodz
i=j (modp) = a; =a; (modp).

Warunek ten jest konieczny. Istotnie, jesli ciag (ai,...,ay) jest sygnatura wielomianu f, p | n oraz i = j
(mod p), to
a; = f(i) = f(j) =a; (mod p).

Pokazemy teraz, ze powyzszy warunek jest wystarczajacy. Ustalmy liczbe pierwsza p | n. Wtedy reszta a;
modulo p zalezy tylko od reszty ¢ modulo p. Ponadto kazda funkcja IF, — [F), jest wyznaczona przez pewien
wielomian nad F,, (mozemy uzy¢ wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a jak w Zadaniu 10), zatem istnieje taki
wielomian f, € Z[x], ze

fp(i) =a; (mod p)

dla kazdego ¢ € {1,...,n}. Stosujemy teraz chinskie twierdzenie o resztach na wspélczynnikach wielomianéw f,
dla réznych liczb pierwszych p | n. Stad wnioskujemy, ze istnieje wielomian f € Z[x] o tej wlasnosci, ze

=/, (modp)

dla kazdej liczby pierwszej p | n. Woéwczas oczywiscie f(i) = a; (mod p) dla kazdej liczby pierwszej p | n oraz
i €{1,...,n}. Wobec dowolnosci p mamy f(i) = a; (mod n).

Pozostaje wyznaczy¢ liczbe dopuszczalnych ciagéw. Dla ustalonego dzielnika pierwszego p liczby n mozemy
niezaleznie wybraé reszte modulo p na kazdej z p klas reszt modulo p, co daje doktadnie p? mozliwoséci. Wybory
dla réznych liczb pierwszych sa niezalezne, a po ich ustaleniu chinskie twierdzenie o resztach jednoznacznie
wyznacza kazdy wyraz ciagu modulo n. Zatem liczba wszystkich sygnatur jest réwna

17
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Minimalizacja w geometrii

Mateusz Wawrzyniak

Teoria

Twierdzenie (Problem Fagnana)

Niech punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach AB, BC, C A. Wsr6d wszystkich tréjkatow DEF,
tréjkat spodkowy ma najmniejszy obwod.

Twierdzenie (Punkt Fermata)

Punkt Fermata F' definiowany jako punkt, ktérego suma odlegtosci do A, B i C jest minimalna. Jezeli
wszystkie katy w trojkacie ABC maja miary mniejsze od 120° to punkt F' spelnia:

e Katy miedzy prostymi AF, BF, C'F sa réwne 120°.

e Nazwijmy przez X, Y i Z takie punkty, ze tréjkaty BCX, CAY, ABZ sa réwnoboczne oraz czesé

wspo6lna kazdego z nich z ABC jest odcinkiem. Wtedy punkt F' jest przecieciem prostych AX, BY
iCZ.

Twierdzenie (Ptolemeusza)

Dla danego czworokata ABCD na plaszczyznie zachodzi nieréwnosé
AC-BD < AB-CD + BC - AD.

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat ABC'D jest cykliczny.

Twierdzenie (Weierstrassa)

Jezeli A jest ograniczonym zbiorem zwartym punktow plaszczyzny oraz f jest funkcja ciagta zdefiniowanag
na tym zbiorze, przyjmujaca wartosci rzeczywiste, to istnieje takie a € A, ze f(a) < f(b) dla kazdego b €
A.

Definicja (Euklidesowe Drzewo Steinera)

Dla danych N punktéw na plaszczyznie drzewo Steinera jest zbiorem odcinkéw laczacych wszystkie
z nich o minimalnej sumie dhugosci.

Ponizszy rysunek pokazuje drzewa Steinera dla zbioréw wierzchotkéw wybranych wielokatow foremnych.

N =3,L~1732 N =5,L ~ 3.891 N=17,L=6

A

N =4,L ~ 2732

bat

(¥ ot
(30

Zadania
Zadanie 1.

Dany jest kat ostry przy wierzchotku A i punkt P lezacy wewnatrz tego kata. Na réznych ramionach kata
wyznaczy¢ punkty X i Y, takie ze AX = AY oraz warto$¢ wyrazenia PX + PY jest minimalna.
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Zadanie 2.
Dany jest odcinek AB. Wyznaczy¢ taki punkt X, aby warto$¢ wyrazenia

AX + BX - XY

byla minimalna, gdzie Y jest rzutem prostokatnym X na AB.

Zadanie 3.
Dany jest prostokat ABCD, w ktérym AD < AB. Wewnatrz tego prostokata wyznaczy¢ takie punkty P i Q,
dla ktérych wyrazenie

AP+ DP + PQ + QB + QC

przyjmuje najmniejszg wartosc.

Zadanie 4.
Niech ABCDEF bedzie takim szesciokatem wypuklym, ze

BC=FA=AB, EF=CD=DE oraz JCDE=<4FAB =60°.
Niech G i H beda punktami lezacymi wewnatrz tego szesciokata. Udowodnic, ze

BG+CG+GH+HE+ HF > AD.

Zadanie 5.
Dany jest trojkat ABC o bokach o dlugosciach a, b, ¢. Dla punktu P wewnatrz tego tréjkata wyznaczyé
minimalnag warto$¢ wyrazenia
224?422
gdzie x, y, z sa odlegloéciami P od prostych zawierajacych boki tréojkata.

Zadanie 6.

Dana jest stata o > 1 oraz tréjkat ABC o bokach o dlugosciach a, b, ¢. Dla punktu P wewnatrz tego tréjkata
wyznaczy¢ minimalng warto$¢ wyrazenia

gdzie z, y, z sa odlegtoSciami P od prostych zawierajacych boki tréjkata.

Zadanie 7. (Nieréwnosé¢ Erdosa)
Niech P bedzie punktem wewnatrz tréojkata ABC. Oznaczmy odlegtosci P od wierzchotkow trojkata jako z, v,
z, a odleglosci P od prostych zawierajacych boki tréjkata jako p, r, ¢. Udowodnié, ze

xr+y+z220p+r+q).

Zadanie 8.
Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC. Oznaczmy odlegtoéci P od wierzchotkéw tréjkata jako z, y,
z, a odleglosci P od prostych zawierajacych boki tréjkata jako p, r, g. Udowodnié, ze

xYyz = 8pqr.

Zadanie 9. (German MO 2022)

Dany jest zbiér S pewnych n punktéw na plaszczyznie i jego drzewo Steinera T'. Punkty przeciecia odcinkéw
drzew® T, ktére nie naleza do zbioru S nazywamy punktami Steinera. Drzewo T dobrano tak, aby punktéw
Steinera bylo mozliwie mato. Udowodnié, ze kazdy z punktow ze zbioru S jest konicem co najwyzej 3 odcinkéw
drzewa T, a kazdy punkt Steinera — dokladnie 3 odcinkéw drzewa.

Zadanie 10.

Dany jest zbiér S pewnych n punktéw na plaszczyznie i jego drzewo Steinera T'. Punkty przeciecia odcinkéw
drzewa T, ktore nie naleza do zbioru S nazywamy punktami Steinera. Drzewo T dobrano tak, aby punktéw
Steinera bylo mozliwie malo. Udowodnié, ze punktéw Steinera jest co najwyzej n — 2.
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Rozwigzania
Autorzy rozwigzan: Michal Oprocha*, Karol Musieliniski.

Zadanie 1.
Dany jest kat ostry przy wierzcholtku A i punkt P lezacy wewnatrz tego kata. Na réznych ramionach kata
wyznaczy¢ punkty X i Y, takie ze AX = AY oraz warto$¢ wyrazenia PX + PY jest minimalna.

Rozwigzanie:
Zrébmy obroét o kat X AY o srodku w punkcie A. Wowcezas

Y - X, P P, X — X
Stad z wlasnosci obrotu oraz z nieréwnosci tréjkata mamy, ze
PX+PY=PX+PY =PX+PX>PP.

R6wnosé, czyli warto$é minimalna zachodzi, gdy punkty P, X, P’ sa wspolliniowe.

s

Zadanie 2.
Dany jest odcinek AB. Wyznaczy¢ taki punkt X, aby warto$¢ wyrazenia

AX +BX - XY

byla minimalna, gdzie Y jest rzutem prostokatnym X na AB.

Rozwigzanie:

Na poczatek ustalmy, ze odleglosé XY jest stala, czyli Y lezy w stalej odleglosci od prostej AB. Bedziemy
chcieli zminimalizowaé¢ wyrazenie AX + BX. PrzeprowadZzmy przez punkt X prosta réwnolegla do AB oraz
odbijmy przez nig punkty A oraz B odpowiednio uzyskujac punkty A’ oraz B’. Wéwczas z nieréwnosci trdjkata

AX + BX = AX + BX' > AB/,

gdzie warto$é minimalna jest osiggana, gdy punkty A, X, B’ sa wspoélliniowe. Dzieje sie to, gdy X lezy na
symetralnej odcinka AB.

B/

o
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Po przeciwnej stronie prostej AB dorysujmy taki punkt T, ze trojkat AT B jest réwnoboczny. Z twierdzenia
Ptolemeusza dla czworokata AT BX mamy

AX BT+ BX -AT > AB- XT, wiec AX + BX > XT,

gdzie réwno$¢ zachodzi, gdy punkty A, T, B, X leza na jednym okregu — jest to spelnione, gdy <AX B = 120°.
Pozostaje zauwazy¢, ze XT = XY +TY, wigc

AX + BX > XT, wiec AX +BX — XY >TY = ABV3,

gdzie réwnosé zachodzi, gdy X lezy na symetralnej AB oraz 4AX B = 120°. Oczywiscie punkt X o opisanych
wlasnosciach istnieje.

e

Zadanie 3.
Dany jest prostokat ABCD, w ktérym AD < AB. Wewnatrz tego prostokata wyznaczy¢ takie punkty P i @,

dla ktorych wyrazenie
AP+ DP+ PQ+ QB+ QC

przyjmuje najmniejsza wartosc.

Rozwigzanie:

Dorysujmy taki punkt X, aby tréjkat DAX byl réwnoboczny oraz punkty P i X lezaly po przeciwnej stronie
prostej AD. Analogicznie rysujemy punkt Y lezacy po przeciwnej stronie prostej BC' niz punkt Q. Z twierdzenia
Ptolemeusza dla czworokatéw APDX oraz BY C'(Q mamy

AP -DX + AX -DP > AD-PX, wiec AP+ DP > PX,
BQ-CY +BY -CQ > BC-QY, wiec BQ+CQ > QY.
W takim razie z nieréwnodci trojkata mamy

AP+ DP+PQ+QB+QC > XP+PQ+QY > XY,

gdzie réwnos¢ zachodzi, gdy punkty X, P, @, Y sa wspdlliniowe oraz czworokaty APDX i BY C'Q sa cykliczne.
Oczywiscie punkty P i @) spelniajace warunki zadania istnieja.
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Zadanie 4.
Niech ABCDEF bedzie takim szeSciokatem wypuklym, ze

BC=FA=AB, EF=CD=DE oraz JCDE =<FAB =060°.
Niech G i H beda punktami lezacymi wewnatrz tego szeSciokata. Udowodnié, ze

BG+CG+GH+HE+HF > AD.

Rozwigzanie:

Skoro FA = AB oraz JFAB = 60°, to trojkat BAF jest réwnoboczny. Analogicznie tréjkat EDC jest
rownoboczny. Niech X, Y beda takimi punktami, ze trojkaty XCB oraz Y FE sg réwnoboczne oraz punk-
ty te leza po przeciwnych stronach prostych BC i EF niz punkty G i H. Oczywiscie X, Y nie zawieraja sie
w czworokacie BCEF. Nietrudno zauwazy¢, ze figura ABXCDEY F jest symetryczna wzgledem prostej BE.
Stad XY = AD. Z twierdzenia Ptolemeusza dla czworokatéw XCGB i YFHE oraz z nierownosci trdjkata
dostajemy

(BG+CG)+ GH+ (HE+ HF) > XG+GH+ HY > XY = AD.

Wartosé minimalna jest osiagalna, gdy punkty X, G, H, Y leza na jednej prostej oraz czworokaty XCGB
i YFHE sa cykliczne.

A

Zadanie 5.
Dany jest tréjkat ABC o bokach o dlugoéciach a, b, ¢. Dla punktu P wewnatrz tego tréjkata wyznaczyé
minimalna warto$¢ wyrazenia

2242+ 22,

gdzie x, y, z sa odlegloéciami P od prostych zawierajacych boki tréojkata.

Rozwigzanie:
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza mamy

(2% + 12+ 2DV (a® + 02+ A)Y? > ax + by + ¢z = 2[ABC].

Stad
2, 2, 2 (2[ABC))
Ay 272 PERCRL
gdzie réwnosé zachodzi dla
_y¥_z
a b ¢
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A B

Zadanie 6.

Dana jest statla o > 1 oraz tréjkat ABC o bokach o dlugosciach a, b, ¢. Dla punktu P wewnatrz tego tréjkata
wyznaczy¢ minimalng warto$¢ wyrazenia

gdzie z, y, z sa odlegloSciami P od prostych zawierajacych boki tréjkata.

Rozwigzanie:
Z nieréwnosci Holdera dla 1/a + 1/8 = 1 mamy
(z% +y® + 29V (0P +0° 4+ )P > ax + by + ¢z = 2[ABC).
Stad
s (21ABC]
(aB + b8 + B)5’

gdzie réwnosé zachodzi dla

Zadanie 7. (Nieréwnosé¢ Erdosa)
Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC. Oznaczmy odlegtosci P od wierzchotkéw tréjkata jako z, y,
z, a odleglosci P od prostych zawierajacych boki tréjkata jako p, r, ¢. Udowodnié, ze

r+y+z220p+r+aq).

Rozwigzanie:
Na poczatek udowodnimy nastepujacy lemat:

Dowdéd. Niech a, b, ¢, d, e, f oznaczaja odpowiednio dtugoséci bokéw AB, BC, CD, DE, EF, FA. Zauwazmy,
ze
JA=3D, JIB=<JE, <JC=4F.

Poprowadzmy proste PQ i RS przechodzace odpowiednio przez punkty A i D, prostopadle do prostych BC
i EF (P,R € BC, Q,S € EF). Wéwczas

BF > PQ = RS.
Stad

2BF > PQ + RS,
czyli

2BF > (asin B + fsinC) + (¢sin C + dsin B),

oraz analogicznie
(csin A+ bsin B) + (esin B + fsin A),

2BD
F > (esinC +dsin A) + (asin A + bsin ).

>
DF >

[\]

Ponadto
BF BD DF

= 2 Rp=-—""_ Rp= ,
A7 96inA’ ¢~ 9sinC’ E = 9sinE

7 zalezno$ci wynika, ze
P

(a—l—b—l—---):?.

N =

Ra+ Rc+ Rg >
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Niech Ay, Bj, C7 beda rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC, CA, AB. Skonstruujmy
punkty A’, B’, C’ tak, aby czworokaty C1PB1A’, A{PC1B’ oraz B1PA.C’ byly réwnolegtobokami. Wéwczas
sze$ciokat A1C' By A’C1 B’ spelnia warunki nieréwnosci dla szeSciokata, co daje

Ry +Rp +Rcr2p+r+q.

Skoro AC1B1 A’ = ACyPB;y oraz 4C1PB; = 90°, to promien okregu opisanego na tréjkacie AC;PB; jest
réwny z/2. Analogicznie otrzymujemy promienie y/2 oraz z/2.

r+y+z=22p+r+q).
Zadanie 8.

Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC. Oznaczmy odleglosci P od wierzchotkow trojkata jako x, v,
z, a odleglosci P od prostych zawierajacych boki tréjkata jako p, r, ¢. Udowodnié, ze

TYz = 8pqr.
Rozwigzanie:
Niech a = BC, b= CA, ¢ = AB, a h, oznacza wysokos¢ tréjkata opuszczong na bok a. Zauwazmy, ze
p+a > hg.
Po pomnozeniu przez liczbe a otrzymujemy
ap + ax > ah,.

Mamy, ze
ap + bq + cr = 25 = ahy,,

gdzie S oznacza pole tréjkata ABC. W takim razie
ap + ax > ahgy = ap+bg+cr, wiec ax > bg + cr.
Z nieréwnoéci miedzy Srednig arytmetyczng oraz Srednig geometryczng otrzymujemy, ze
bq + cr > 2+/beqr,
czyli

ax > 2+/begr.
by > 2\/acpr, cz > 2+/abpq.

Tak uzyskane trzy nieréwnoéci mnozymy stronami i dostajemy

Analogicznie dostajemy, ze

abc - xyz > 8abc - pqr.
Po podzieleniu obu stron powyzszej nieréwnoéci przez abe > 0 otrzymujemy

TYz = 8pqr.

Zadanie 9. (German MO 2022)

Dany jest zbior S pewnych n punktéw na plaszczyznie i jego drzewo Steinera T'. Punkty przeciecia odcinkéw
drzew® T, ktore nie naleza do zbioru S nazywamy punktami Steinera. Drzewo T dobrano tak, aby punktéw
Steinera bylo mozliwie mato. Udowodnié, ze kazdy z punktow ze zbioru S jest konicem co najwyzej 3 odcinkéw
drzewa T, a kazdy punkt Steinera — dokladnie 3 odcinkéw drzewa.

Rozwiazanie:

Oczywiscie nie moze istnie¢ punkt Steinera, z ktérego wychodzi tylko jeden odcinek, poniewaz wydluzatby on
niepotrzebnie droge - usuwajac ten wierzcholek nic si¢ nie zmieni. Podobnie nie moze istnie¢ punkt Steinera P
potaczony tylko z dwoma punktami A, B, poniewaz z nieréwnosci tréjkata mamy

AB < AP + PB,

a wiec w najlepszym razie punkt P niczego nie poprawia. Stad po usunieciu punktu P wynik nie pogorszy sie
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Zal6zmy teraz, ze istnieje punkt Steinera O polaczony z co najmniej czterema innymi punktami (niekoniecznie
zwyklymi) A, B, C, D. Poniewaz suma czterech katéw srodkowych o wierzchotku w O wynosi 360°, co najmniej
jeden z nich jest nie wiekszy niz 90°. Bez straty ogdélnosci niech bedzie to <AOB.

Jezeli tréjkat AOB jest rozwartokatny, to jego najwiekszy kat lezy albo przy A, albo przy B. Przyjmijmy bez
straty ogdlnoéci pierwszy przypadek. Wtedy odcinek OB jest najdluzszym bokiem tréjkata, a zatem mozemy
zastapi¢ odcinek OB odcinkiem AB (figura pozostaje spdjna). W ten sposob otrzymujemy, ze tréjkat OAB jest
ostrokatny.

Dla tréjkata ostrokatnego O AB istnieje punkt Steinera (punkt Fermata) P, ktory jest jedynym punktem mini-
malizujacym sume odlegloéci
AP + BP + OP.

Punkt ten lezy $cidle wewnatrz tréjkata. W szczegolnosci zachodzi nieréwnosé
AP+ BP + OP < AO + BO,

co oznacza, ze mozemy zastapi¢ drogi AO, BO trzema drogami AP, BP, OP, co skréci taczng dlugosé sieci.

Oznacza to, ze przypadek, gdy punkt Steinera ma wiecej niz cztery odcinki drzewa T nie zachodzi. Stad zawsze
punkt Steinera ma doktadnie 3 odcinki drzewa T'. Dodatkowo udowodnilismy, ze zwykly punkt ma maksymal-
nie 3 odcinki drzewa T

Zadanie 10.

Dany jest zbiér S pewnych n punktéw na plaszczyznie i jego drzewo Steinera T'. Punkty przeciecia odcinkéw
drzewa T, ktére nie naleza do zbioru S nazywamy punktami Steinera. Drzewo T dobrano tak, aby punktéw
Steinera bylo mozliwie mato. Udowodnié, ze punktéw Steinera jest co najwyzej n — 2.

Rozwiazanie:
Z poprzedniego zadania wiemy, ze kazdy punkt Steinera jest koncem dokladnie 3 odcinkéw. Niech s bedzie
liczba punktéw Steinera. Wéwczas drzewo T sktada sie z n + s — 1 odcinkéw. Ponadto z lematu o usciskach
dloni
2(n+s—1) :3s+2deg(p) > 3s+n.
pEeES

Wobec tego s < n — 2, co bylo do wykazania.
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Liga zadaniowa Final++

Liga zadaniowa byla ostatnim kotem grupy Final++ przed finalem 75. Olimpiady Matematycznej. Chcielismy,
aby to wyjatkowe spotkanie mialo mozliwie aktywny charakter, dlatego poprosiliémy kazdego z uczestnikéw
o zaproponowanie kilku zadan.

Zadania

Zadanie 1.
Réwnanie 22 — 322 + 1 = 0 ma trzy rozwiazania rzeczywiste: 1 < z» < 3. Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej
liczby catkowitej n liczba [2%] jest podzielna przez 3.

Zadanie 2.
Niech k£ > 1 bedzie ustalong liczba nieparzysta oraz dla liczb catkowitych n > 0 niech

Zadanie 3. (IMO Shortlist 2016 A3)
Znalez¢ wszystkie liczby catkowite n > 3 o tej wtasnosci, ze dla wszystkich ciagéw liczb ay,as9,...,a, € R oraz
b1,ba, ..., by € R, speliajacych |ag| + |br| = 1 dla kazdego 1 < k < n, istnieja takie z1, 22, ..., z, € {1,—1}, ze

n
E TEak
k=1

n

Zxkbk

k=1

+ <1

Zadanie 4. (60 OM, III etap, zadanie 3)
Niech P, @, R beda wielomianami stopnia co najmniej jeden, o wspolczynnikach rzeczywistych, spelniajacymi
dla kazdej liczby rzeczywistej x réwnoéci

Wykazaé, ze P = Q = R.

Zadanie 5.
Znalez¢ wszystkie funkcje Ry — R spelniajace rownanie

(@ 2) = ausa 40

Zadanie 6.
Wyznaczy¢ wszystkie dodanie liczby catkowite a, b spelniajace réwnanie:

i’/a+\/l;+ 3(17\/17):1.

Zadanie 7. (Zwardon 2007, mecz matematyczny)
Parami rézne liczby catkowite dodatnie c1, ca, ..., ¢, spelniaja warunek

1 1 1
Lil++i>e

Udowodnié, ze zbiér ¢y, ca, ..., ¢, posiada dwa roztaczne podzbiory o tej samej sumie elementéw.
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Zadanie 8.

Wewnatrz trojkata ABC znajduje sie punkt P. Przeciecia AP i BC, BP i AC, CP i AB to odpowiednio X,
Y, Z. Punkty Y i Z spekiaja zaleznoéci: AZ? = CZ - ZP i AY? = YB-YP. Punkty K i L to odpowiednio
przeciecia O(XAB) 1 AC, ©(XAC) i AB. Udowodnié, ze KL || BC

Zadanie 9.

W tréjkacie ABC ze $rodkiem okregu wpisanego I prosta Al przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punkcie
S # A. Niech J to odbicie I wzgledem BC oraz niech SJ przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punk-
cie P # 5. Wykazaé, ze AI = IP.

Zadanie 10.

Punkty C oraz D leza na okregu o srednicy AB. Odcinki AB i CD przecinaja sie¢ w punkcie X, a punkt P jest
srodkiem odcinka AB. Okrag w jest opisany na tréjkacie CPB, a @ to antypoda P w okregu w. Nazwijmy U
przeciecie proste] QX z okregiem w. Udowodnié¢, ze punkty A, D, P oraz U lezg na jednym okregu.

Zadanie 11. (65 OM, III etap, zadanie 6)

W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka A, a punkty M
i N s rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na boki AB i AC. Proste M N oraz AD przecinajg okrag
opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P, @ oraz A, R. Dowies¢, ze punkt D jest srodkiem okregu
wpisanego w trojkat PQR.

Zadanie 12.

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A jest rozwarty. Punkty E, F' sa punktami przeciecia dwusiecznej kata
zewnetrznego przy wierzchotku A z wysokosciami tréjkata ABC opuszczonymi odpowiednio z wierzchotkéow B,
C'. Punkty M, N leza odpowiednio na odcinkach EC, F B i speliaja SJEMA = BCA oraz SANF = JABC.
Wykazaé, ze punkty E, F', N i M leza na jednym okregu.

Zadanie 13.
Dany jest zbiér A zawierajacy 2137 liczb. Najwiekszy dzielnik pierwszy kazdej z liczb w zbiorze A jest mniejszy
od 75. Udowodnié, ze w zbiorze A sa takie 4 liczby a, b, ¢, d, ze abed jest kwadratem liczby caltkowite;j.

Zadanie 14. (IMO Shortlist 1991 P8)

Dany jest zbiér n > 3 punktow plaszczyzny S, z ktérych zadne 3 nie sg wspdlliniowe. Wykazaé, ze istnieje
taki zbidr T' skladajacy sie z 2n — 5 punktow plaszczyzny, ze kazdy trojkat wyznaczony przez 3 rézne punkty
zbioru S zawiera punkt ze zbioru 7.

Zadanie 15. (Russian MO 2015)

Ryba rozpoczyna gre na w punkcie 0 osi liczbowej, na ktérej zaznaczono wszystkie liczby catkowite. W k-tym
ruchu ryba wybiera zwrot (w prawo lub w lewo) i przesuwa si¢ w te strone o 2¥ + 1 jednostek. Zatem pierwszy
ruch nastepuje o 3 jednostki, drugi ruch o 5 jednostek itd. Rozstrzygnaé, czy w taki sposéb ryba moze odwiedzi¢
wszystkie liczby naturalne na tej osi, przy zalozeniu, ze liczby moga by¢ odwiedzane wielokrotnie.

Zadanie 16.
Grzybiarz Marek znalazt w lesie n = 2m swoich ulubionych grzybéw — hub, rosnacych na szczytach drzew
o wysokosciach kolejno 1,2,...,n metrow. Do zbierania grzybéw Marek ma teleskopowa drabine o zakresie

wysokosci od 1 do n metréw (drabina o danej wysokosci pozwala mu zebraé¢ grzyby tylko z drzewa o tej
wysokosci). Poczatkowo drabina ma dtugos$é jednego metra (dluzszej nie byltby w stanie przywie$é¢ samochodem).
Marek jest leniwy, wiec nie chee zmienia¢ wysokosci drabiny (zgodnie ze swoimi umiejetno$ciami rachunkowymi)
wiecej niz n razy. Marek potrafi mnozy¢ liczbe przez 2 i podaé¢ dokladny wynik lub pomniejszony o 1. Ponadto
zauwazyl on, ze liczenie na palcach jest ograniczajace (pozwala mu liczy¢ tylko do dziesieciu) — do obliczen uzywa
wiec teraz grzybéw — co pozwala mu liczy¢ az do n (po tej liczbie niestety licznik si¢ przekreca). Udowodnié, ze
Marek moze szczesliwie wrécié z grzybobrania (wrécié samochodem wraz z wszystkimi grzybami oraz drabina).

Zadanie 17. (IMO Shortlist 2001 C5)

Wyznaczy¢ wszystkie taki skofczone ciagi (zo,z1,...,2y), 2e dla kazdego j € {0,...,n} liczba z; jest réwna
liczbie wystapien liczby j w tym ciagu.
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Zadanie 18. (Maamoun, Meyniel 1987)

Dane sa dodatnie liczby calkowite m i n. Marek i Mirek graja w gre. Marek ma plansze m x n (m wierszy
i n kolumn), a Mirek ma plansze 1 x n. Na kazdym polu kazdej z plansz znajduje sie dwustronny zeton, ktéry
jedna strone ma czarna, a druga biala. Na poczatku gry Marek ustawia w dowolny sposéb zetony na swojej
planszy. Nastepnie Mirek robi to samo na swojej planszy. Kazdy nastepny ruch gracza polega na odwrdceniu
pewnej liczby zZetonéw (byé moze 0) na swojej planszy, przy czym w jednym ruchu gracz moze odwrécié co
najwyzej 1 zeton w kazdym wierszu. Gracze wykonujg takie ruchy na zmiane. Jezeli w dowolnym momencie
uktad zetondéw w jedynym wierszu planszy Mirka bedzie taki sam, jak w ktéryms z wierszy planszy Marka, to
Marek wygrywa. Wykazaé, ze Marek ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy n < 2m.

Zadanie 19.
Niech C(k) oznacza sume wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby k, na przyklad

C(1)=0, C(2)=2, C(45)=3.

Znalez¢ wszystkie dodatnie liczby caltkowite spelniajace réwnosé C'(2™ + 1) = C(n).

Zadanie 20. (Brazilian MO 2022)
Niech n bedzie liczba catkowita. Przez S(n) oznaczmy najmniejsza liczbe catkowita spelniajaca nastepujace
warunki:

(1) S(n) >n,

(2) 2| 5(n) —n,

(3) nie istnieja takie dodatnie liczby catkowite k i z1, 2o, ..., 2k, 2e
n=x1+xy+---+ap oraz S(n) =z +x5+ -+ 7.

Udowodnié, ze istnieje taka rzeczywista stala ¢ > 0 oraz liczba calkowita ng, ze dla kazdego n > ng zachodzi
S(n) > en®/2.

Zadanie 21. (Russian MO 2017)
Na tablicy znajduje sie n dodatnich liczb rzeczywistych aq, ..., a,. Maria chce zapisa¢ n liczb rzeczywistych
b1,...,b,, takich ze:

(1) b; > a; dla kazdego i,

(1) jezeli b; > b, to b;/b; jest liczba calkowita.

Udowodnié¢, ze mozna dobra¢ takie liczby, spelniajac dodatkowo warunek

n—1

bl...bn<2Ta1...an.

Zadanie 22.
Niech liczby caltkowite m i n beda dodatnie i wzglednie pierwsze. Udowodnié, ze

(B —1) #5" — 1.

Zadanie 23. (Balkan MO 2000)

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby calkowitej n > 1 istnieje taki zbiér S skladajacy si¢ z n dodatnich liczb
catkowitych, ze dla dowolnie wybranych 1 < k < n elementéw zbioru S ich $rednia arytmetyczna jest potega
o wykladniku wiekszym od 1.

Zadanie 24.
Zbiér S dodatnich liczb catkowitych jest fajny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych dwéch a,b € S zachodzi
(a —b)? | ab. Wykazaé, ze dla kazdego n istnieje zbiér fajny o mocy co najmniej n.
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Rozwigzania

Autorzy rozwigzan: Maria Bazecka, Wiktor Jazdzynski, Julian Kapustka, Oskar Kowalski, Karol Musielinski,
Michat Oprocha, Albert Siekanski.

Zadanie 1.
Réwnanie 22 — 322 + 1 = 0 ma trzy rozwiazania rzeczywiste: 1 < z» < 3. Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej
liczby catkowitej n liczba [2%] jest podzielna przez 3.

Rozwigzanie:
Niech f(x) := 2% — 322 4 1. Poniewaz f(—1) < 0, f(0) > 0, f(v/8) < 01 f(3) > 0, mozemy oszacowaé, gdzie
leza pierwiastki funkcji f:

X1 € (*1,0), XTo € (0, \/g), T3 € (\/g, 3)
Niech S, := ] + 2§ + 2%. Z wzordéw Viete’a mamy 1 + x2 + 23 = 3 oraz x122 + 223 + z321 = 0, stad:
Si=x1+x2+23=3, So= 512 — 2(561:172 + xox3 + .’Egl‘l) =09.
Poniewaz wszystkie pierwiastki f spelniaja 27 = 322 — 1, mnozac przez z? i sumujac stronami, otrzymujemy
rownosé Sy43 = 35,42 — Sy,. Ponadto Sy = 3, wiec wszystkie S, sa liczbami catkowitymi podzielnymi przez 3.

Teraz udowodnimy, ze S,, = [x%].

() [lzal, |z2| <1
Wobec powyzszych z3 > /8 oraz x3 + 23 + 22 = 9, wiec 27 + 23 < 1.

w
Dlan =1 mamy z; + 2o = S; — 23 < 3— /8 < 1. Z kolei dla n > 2 mamy z + 2§ < |z1]|™ + |x2|™. Wobec
(i) prawa strona jest nie wieksza od |z1|? + |22]|?> = S2 — 23 < 1.

w
Wobec powyzszych mamy x5 < 31z + 23 = 3 — a3 > 0, wiec |x2| > |z1]. Zatem |za|™ > |21|™, co
natychmiast daje x5 + a7 > 0

Na mocy (ii) oraz (iii) dla wszystkich n € Z zachodzi 27 + 2% € (0,1). Zatem [z§]| =[Sy, — (2] + 25)] = Sy
jest liczba podzielng przez 3, co bylo do udowodnienia.

Zadanie 2.
Niech k > 1 bedzie ustalong liczba nieparzysta oraz dla liczb catkowitych n > 0 niech

n
f= >
- 1
0<ign
k|ln—2i

Udowodnié, ze f,, spelnia nastepujaca rekurencje:

Rozwigzanie:
Skorzystamy z wlasnoéci pierwiastkéw z jednosci. Niech & = e2™/% | Zauwazmy, ze

Z B jesli k | m,
E _{
t=0

0 w przeciwnym wypadku.

—_

Pozwala nam to uprosci¢ wzor definiujacy f:

Z( )th ne20) = kfgz (?) (€)=

=0 t=0 =0
-1

k—1
Er+¢r =Y (¢ + ¢
t=0

;g-s

t=

o
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Dla t € Z/kZ rozwazmy a; = £ + £t Wowcezas pozostato wykazaé, ze

D) RIVRTITED ol () VYN ST () 5 SP e

p=0¢=0 =0 i=0 p=0 q=0

>
I
—
el
I
—

= (ap +aq)".

=
Il
o
<
Il
=]

Zauwazmy jednak, ze
Gpq = (€7 +E7P)(E0+€79) = €PF1 4 @1 4 1P L e gy a,

przy czym indeksy rozwazamy modulo k. Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze dla nieparzystych k odwzorowanie
(p,q) — (p+q,p — q) jest bijekcja w zbiorze (Z/kZ)?. To koticzy dowdd.

Zadanie 3. (IMO Shortlist 2016 A3)
Zmnalez¢ wszystkie liczby catkowite n > 3 o tej wlasnosci, ze dla wszystkich ciagéw liczb aq, a9, ..., a, € R oraz
b1,ba, ..., b, € R, speliajacych |ag| + |bx| = 1 dla kazdego 1 < k < n, istnieja takie x1, 22, ..., 2, € {1,—1}, Ze

n n
kaak + Zxkbk < 1.
k=1 k=1
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze liczby
ap =az=---=ap—1 = b, =0, by =by=---=by_1=a,=1
spelniajg zalozenia zadania. Jednak jedli n > 4 jest parzyste, to
n n
Zxkak + Zxkbk > 2,
k=1 k=1

poniewaz obie te sumy sa nieparzystymi liczbami catkowitymi niezaleznie od doboru .

Wykazemy nastepnie, ze wszystkie liczby nieparzyste nie mniejsze od 3 maja zadana wlasnosé. Bez straty
ogblnosci zalézmy, ze wszystkie by, sa nieujemne, zmieniajac ewentualnie znaki ay, by i ), na przeciwne. Czytelnik
zechce zauwazyé, ze mozemy réwniez przyjac

apzay > -2 am=20>anm41 2 2 ay.

k+1 spetniaja warunki zadania. Niech

m n
S = E TEag, T = E TrQp.
k=1

k=m+1

Sprawdzmy, ze wéwczas x = (—1)

Wéwcezas latwo sprawdzié, ze S > 0, ponadto
S:al—(ag—ag)—-~- <ap < |a1|—|—|b1| =1.

Analogicznie T € [—1,0]. Zauwazmy, ze z zalozenia ay + by, = |ag| + |bx| = 1 dla k < m oraz —ay + b, = 1 dla
k > m. Zatem

n

Zxkbk = Zxk(l —ap)+ Z (14 ag) =
k=1 k=1

k=m-+1

=Y o —S+T=1-5+T,
k=1

poniewaz n jest nieparzyste. Pozostalo sprawdzié, ze jesli tylko —1 < T < 0 < S < 1, to zachodzi nier6wnos$¢
[S+T|+1-S+T|<1
Warto$é po lewej stronie mozemy rozwazaé jak funkcje f zmiennej S € [0, 1]. Wéwezas
fO=f)=1T+1+T7)=-T)+(1+7T)=1.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze funkcja f jest wypukla.
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Zadanie 4. (60 OM, III etap, zadanie 3)
Niech P, @, R beda wielomianami stopnia co najmniej jeden, o wspolczynnikach rzeczywistych, spelniajacymi
dla kazdej liczby rzeczywistej x réwnosci

Wykazaé, ze P = Q = R.

Rozwiazanie:
Czytelnik zechce zauwazy¢, ze wielomiany P, @), R sa tego samego stopnia. Niech n := deg P = deg () = deg R.
Woéwezas wspotezynniki przy ™ we wszystkich tych wielomianach sg réwne. Rozwazmy wielomian

wtedy d := deg K < n — 1. Poniewaz z zalozenia P(Q(z)) = Q(R(z)), otrzymujemy

Q(Q(z)) + K(Q(z)) = Q(R(z)),
a stad
K(Q(z)) = Q(R(x)) — Q(Q(z)).

Stopien lewej strony wynosi nd. Stopien prawej strony jest rowny stopniowi wielomianu
R(z)" = Q(z)" = (R(z) — Q(2)) (R(x)" ™"+ + Q(z)" ). (2)

Jedli R =@, to K =0 i natychmiast P = Q = R. Przypusémy zatem, ze wielomiany R i @) sg rézne. Wowczas
stopien prawej strony wyrazenia jest nie mniejszy od n(n — 1), natomiast stopieni lewej strony wynosi nd,
przy czym d < n — 1. Zatem musi zachodzi¢ réwnos¢ d = n — 1 oraz stopienn wielomianu R — @ to 0, czyli
R(z) = Q(x) + ¢ dla pewnego ¢ € R.

Analogicznie, jedli nie P = Q = R, to P(z) = R(z) + e dla pewnego e € R. gdzie e jest stala. Wtedy
K(z) = P(x) - Q(z) = c+e,

dla kazdego = € R wbrew temu, ze deg K = n — 1. Zatem musi zachodzi¢ P = @ = R, co bylo do wykazania.

Zadanie 5.
Znalez¢ wszystkie funkcje Ry — R, spelniajace rownanie

f (f<x>y " y) — oy f (e + ).

Rozwiazanie:
Dla ustalonego x, niech y, bedzie dowolnym dodatnim rozwiazaniem réwnania

X
f(x)y:v + = =27 +yg'
Ya

Po wymnozeniu stronami przez y, i przeniesieniu wszystkiego na jedna strone, zauwazamy, ze y, musi by¢é
miejscem zerowym wielomianu

9(y) =y’ — f(a)y® + 2’y — z.
Stad y, istnieje dla kazdego x, poniewaz g(0) < 0 oraz lim,_,~ g(y) = +0oo niezaleznie od x.
Po postawieniu y = y, do wyjsciowego rownania otrzymujemy

f <f(:v)ym + x) =2y f(2? +92) = Yo = 1
Y T

x
Woéwczas z definicji y, mamy
f(=)

1 1
—+x2=x2+—2:>f(gc):f.
x x x

Czytelnik zechce sprawdzié, ze powyzsza funkcja spelnia dane réwnanie.
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Zadanie 6.
Wyznaczy¢ wszystkie dodanie liczby catkowite a, b spelniajace réwnanie:

i’/a+\/l;+ 3(17\/17):1.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

1:<€/a+xfb+€/ —\/5>3

- (a+\/5)+<af\/l;)+3~€/a+\/5~\3/a—\/g~ ({’/a+\/5+f’/ \/5)
=2a+3Va2 —b.

Wobec powyzszego

3
(3\%2 - b) = (1-2a)?,
27(a* — b) = 1 — 6a + 12a* — 8a®,
27b = 8a® + 15a° + 6a — 1.
Rozwazmy powyzsze réwnanie modulo 3. Wéwezas wnioskujemy, ze a = 2 (mod 3), czyli a = 3k+2 dla pewnego
keZ,k>0. Stad
27b = 8a* + 15a* + 6a — 1
=8(3k +2)3 +15(3k +2)> +6(3k +2) — 1
=27 (8k” + 21k* + 18k +5) ,
wiec b = 8k3 + 21k% + 18k + 5.

Zatem jedynymi rozwiazaniami moga by¢ pary postaci
(a,b) = (3k + 2, 8Kk® + 21k* + 18k + 5),

gdzie k jest nieujemna liczba catkowita. Czytelnik zechce przekonac sie, ze kazda taka para jest rozwigzaniem
wyjsciowego réwnania (wykonane przeksztalcenia byly réwnowazne). O

Zadanie 7. (Zwardon 2007, mecz matematyczny)
Parami rézne liczby calkowite dodatnie ci, s, ..., ¢, spelniaja warunek

1 1 1
ottt =22

Udowodnié, ze zbidr ¢y, ¢, ..., ¢, posiada dwa roztaczne podzbiory o tej samej sumie elementéw.

Rozwigzanie:
Wystarczy wymagaé, aby podzbiory byly rézne — gdyby AN B # &, to mozemy wzia¢ A\ B oraz B\ A.

Przypusémy, ze sumy elementéw wszystkich podzbioréw sa parami rézne. Chcemy pokazaé, ze woéwczas zachodzi
Y1 1/ei <2, co z zasady kontrapozycji da nam teze zadania.

Rozwazmy wielomian
n
P() =[] (1+2%),
i=1
wtedy z zalozenia dla wszystkich x € (0, 1) zachodzi nier6wnosé

oo

P(z) = Z 5P < Zxk: 1ix’

BCA k=0

przy czym s(B) =" . pa.

325



Liga zadaniowa Final+-+ MIKO 2023/24

7 wtasnoéci logarytméw dostajemy
D In(1+a%) < —In(1 - ).
i=1

Po podzieleniu obustronnie przez x oraz obustronnym scatkowaniu, mamy

"~ M n(1 + 2% "In(1 -
Z/ 711( +2%) dr < —/ 7n( z) dx.
i=170 r 0 r

Dla kazdej z calek z lewej strony stosujemy podstawienie y = . Wtedy

~ Yn(1 + ¢ ~ Yn(1 + d 1 Yn(1 +
S [ R s Rl (v L) [,
i1 0 X i1 0 X C; ™ C; 0 y

i=1

~ 1) [fIn(l+y) _ [n(-y)
<Zcz>/0 Y dy</o y dy-

i=1

Zatem

Rozwijamy wyrazenia pod calkami w szereg Taylora:

2

3 4 o k
y: oy Yy In(1+y Y

Y Pt k+1
2 3 4 0 E
vy oy In(1 —y) y
1 1 — _ - ... = .
nl=y)=—y=5 -5 -7 y E:kH
k=0
Po scatkowaniu odpowiednich szeregdéw otrzymamy
n 1 o© k 1 %0 k
1 / Z kE_Y Y
> s KA A DL
1 1
"1 s k+1 o0 k+1
(%8) Eordsrl < [Ed
i=1 " k=0 0 k=0 0

Wstawiamy teraz wartosci znanych szeregéw zbieznych, aby dostaé¢ nieréwnosé

n n
1\ 7% =2 1
E — | =<—= = E — <2
(i_l C7;> 12 6 i1 C;

wbrew zatozeniu. Wobec tego istniejg dwa podzbiory o réwnych sumach elementow.

Zadanie 8.

Wewnatrz trojkata ABC znajduje sie punkt P. Przeciecia AP i BC, BP i AC, CP i AB to odpowiednio X,
Y, Z. Punkty Y i Z spekiaja zaleznoéci: AZ? = CZ-ZP i AY? = YB-YP. Punkty K i L to odpowiednio
przeciecia ©(XAB) i AC, ©(XAC) i AB. Udowodnié, ze KL || BC

Rozwigzanie:

Poniewaz AZ? = CZ - ZP oraz AY? =Y B -Y P, z potegi punktu wiemy, ze punkt P lezy na okregu stycznym
do AB przechodzacym przez punkty A i C oraz stycznym do AC przechodzgcym przez punkty A i B. Oznacza
to, ze punkt P to Dumpty point tréjkata ABC. Wobec tego punkt P lezy na symedianie z punktu A w tym
tréjkacie. Na mocy twierdzenia o symedianie

BX AB?

CX AC?’
Po skorzystaniu z potegi punktu dostajemy BA - BL = BX - BC oraz CA-CK = CX - BC. Po podzieleniu
tych rownoéci stronami

BL _ BA
CK CA
Teza zadania wynika natychmiast z twierdzenia Talesa.
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Zadanie 9.

W tréjkacie ABC ze $rodkiem okregu wpisanego I prosta Al przecina okrag opisany na trdjkacie ABC w punkcie
S # A. Niech J to odbicie I wzgledem BC' oraz niech SJ przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punk-
cie P # S. Wykazaé, ze AI = IP.

Rozwigzanie:

Zacznijmy od przeksztalcenia tezy do jej réwnowaznej postaci. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC oraz niech D bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka A tego tréjkata. Zauwazmy,
ze AO = OS s promieniami, wigc

Al =IP <= JIPA=4J4IAP <+ <JIPO=JIAO = IS0,

poniewaz AO = OP. W takim razie teza jest rownowazna stwierdzeniu, ze czworokat IPSO jest cykliczny,
co dalej mozemy przeksztatcié do postaci

JOIS = 40PS <= JOIS = J0SP,

poniewaz OS = OP. Zauwazmy, ze z definicji punktu J zachodzi IJ L BC oraz na mocy faktu, ze symetralna
boku w tréjkacie przechodzi przez srodek okregu opisanego, otrzymujemy OS L BC, skad OS || IJ. W takim
razie SOSP = JIJP, czyli wystarczy, ze udowodnimy

JOIS = JOSP <«  JIJS =180° — JOIS = 180° — JIJP = JAIO.

To motywuje nas do wzmocnienia tezy, poniewaz twierdzimy, ze AAIO ~ AIJS (tréjkaty zgodnie zoriento-
wane). To finalna postaé tezy, ktéra bedziemy chcieli pokazaé. Przypomnijmy, ze IJ L BC oraz z definicji
wysokosci otrzymujemy AD L BC. W takim razie AD || IJ, czyli $S51J = <DAI. Znanym jest fakt, ze orto-
centrum tréjkata jest sprzezone izogonalnie ze $rodkiem okregu opisanego. Stad wiemy, ze proste AD oraz AO
sa symetryczne wzgledem prostej Al, czyli SOAI = 4 DAI, wiec 451J = JOAI. Pozostaje poznaé stosunki
dhugoéci odpowiednich odcinkéw, aby wykaza¢ wzmocniong teze. Niech R i r oznaczaja odpowiednio promien
okregu opisanego i wpisanego w trojkat ABC. Wowczas z potegi punktu wzgledem okregu opisanego oraz
z twierdzenia Eulera otrzymujemy, ze

IJ
AI~IS:R2—OI2=R2—R(R—ZT):2Rr:2-AO-7:AO-IJ.

W takim razie AI/AO = 1J/IS, co daje postulowane podobienstwo tréjkatow.
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Zadanie 10.

Punkty C oraz D leza na okregu o srednicy AB. Odcinki AB i CD przecinaja si¢ w punkcie X, a punkt P jest
srodkiem odcinka AB. Okrag w jest opisany na tréjkacie CPB, a @ to antypoda P w okregu w. Nazwijmy U
przeciecie prostej QX z okregiem w. Udowodnié, ze punkty A, D, P oraz U leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw, ze czworokat DU X B jest cykliczny. Oznaczmy o = <C' D B. Przenosimy katy po okregu
i otrzymujemy SCDB = JCAB. Jako, ze punkt P to $rodek okregu @(ABCD), to <CPB = 2«. Zauwazmy,
ze punkt @ to srodek tuku BC okregu w, poniewaz PC = PB oraz prosta PQ przechodzi przez punkt O. W
takim razie QU B = a = 4 X DB, wiec czworokat DU X B jest cykliczny.

JDUP =360° — SPUX — IDUX = 360° — 90° — 180° + IXBD = 180° — IDAB,

czyli SDUP 4+ <DAP = 180°. Oznacza to, ze punkty A, D, P oraz U leza na jednym okregu.
C

Zadanie 11. (65 OM, III etap, zadanie 6)

W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt D jest spodkiem wysokoSci opuszcezonej z wierzchotka A, a punkty M
i N sa rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na boki AB i AC. Proste M N oraz AD przecinaja okrag
opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P, @ oraz A, R. Dowies¢, ze punkt D jest srodkiem okregu
wpisanego w trojkat PQR.
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Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze czworokat AMND jest cykliczny, poniewaz SAMD = JAND = 90°. Niech o = 4BAD oraz
B = 4<CAD. Przenosimy katy po okregu i otrzymujemy

JSDMN =g oraz JIDNM = a.
Zauwazmy, ze
JPMA=<4BMN =90° 4+ 5 =180° — (90° — 3) = 180° — JACB = 4<APB.
W takim razie AAPM ~ AAPB sa podobne z cechy kat-kat-kat. Oznacza to, ze
JAPQ = SABP = JAQP,
czyli AP = AQ. Wynika stad, ze AR to dwusieczna SPRQ. Z podobienstwa AAMD ~ AADB otrzymujemy

nastepujaca réwnosé
AD AB

AM — AD’
Natomiast z podobienstwa AAPM ~ AAPB otrzymujemy, ze

wiec  AD?* = AB- AM.

AM_ AP

aM- . 2 _ ) _ 2
1P — AB’ wiec AP AB-AM = AD",

czyli AP = AD = AQ. Stad z twierdzenia o tréjliSciu punkt D to srodek okregu wpisanego w tréjkat PQR.

A

Zadanie 12.

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A jest rozwarty. Punkty E, F' sa punktami przeciecia dwusiecznej kata
zewnetrznego przy wierzchotku A z wysokosciami trojkata ABC opuszczonymi odpowiednio z wierzchotkéow B,
C. Punkty M, N leza odpowiednio na odcinkach EC, F'B i spelniaja SEMA = <BCA oraz JANF = JABC.
Wykazaé, ze punkty E, F', N i M leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:
Niech 2o = 4BAC, 28 = JABC, 2y = SACB. Niech Hp, H¢ oznaczaja spodki wysoko$ci opuszezonych
odpowiednio z wierzchotkéw B i C' w tréjkacie ABC. Ponadto niech H bedzie ortocentrum tréjkata ABC.
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Skoro E'F' to dwusieczna zewnetrzna, to mamy JEAB = 4FAC = 90° — a. Ponadto wiemy, ze czworokat
BHcHpC jest cykliczny, poniewaz <BH-C = SBHpC = 90°. Stad

JEBA =4HcBHp = 4HcCHp = 4ACF.
Zatem mamy podobienstwo AEAB ~ AFAC, z ktérego wynika, ze
JAFEH =180° — 4AEB = 180° — JAFC = JAFH,

czyli HE = HF'. Dodatkowo AE/AF = EB/CF. Zauwazmy, ze czworokaty AHocHHpg oraz HoHpCB sa cy-
kliczne. Zatem

JAHE =JAHHqc = SAHpHo = <BHpHe = <H-CB = 2.
Analogicznie YAHF = 2. Niech H' bedzie odbiciem punktu H wzgledem prostej EF. Wtedy
JAH'E =2y oraz JAH'F =24.
Skoro EH = FH, to czworokat H' EHF jest rombem, wiec
EH'|HF, H'F| EH oraz EH=HF=FH =H'E.

Przez X oznaczymy przeciccie prostej BE z prosta H'E, a przez Y przecigcie prostej EC z prostag H'F. Wtedy
z twierdzenia Talesa otrzymujemy, ze

HE BN _HF_BH | XIT
BE BE EX EX EX’
wiec HE/BE = XH'/EX. Analogicznie dostajemy, ze H'Y/FY = HF/CF. Mamy, ze

1+

AE FY H'X BB FC HE _
AF YH' XE FC HF EB

wiec z twierdzenia Cevy otrzymujemy, ze czewiany FX, EY, H'A przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktéry
oznaczmy jako P. Skoro
JAME = JACB =2y = JAH'E

oraz punkty H', M lezg po tej samej stronie potprostej EF, co bok BC, to czworokat EAM H' jest cykliczny.
Analogicznie czworokat FANH' jest cykliczny. Z potegi punktu P wzgledem obu okregéw otrzymujemy, ze

PM -PE = PA-PH' = PF - PN.

Skoro PM - PE = PF - PN, to z potegi punktu dostajemy, ze czworokat M N EF jest cykliczny.
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Zadanie 13.
Dany jest zbior A zawierajacy 2137 liczb. Najwiekszy dzielnik pierwszy kazdej z liczb w zbiorze A jest mniejszy
od 75. Udowodnié, ze w zbiorze A sg takie 4 liczby a, b, ¢, d, ze abed jest kwadratem liczby calkowite;j.

Rozwigzanie:
Czytelnik zechce sprawdzié¢, ze jest dokladnie 21 réznych liczb pierwszych mniejszych niz 75. Oznaczmy je
kolejno przez p1,pa, ..., po1.

Niech f: A — {0,1}2! bedzie funkcja, ktora liczbie & € A przyporzadkowuje wektor, ktéry na i-tej pozycji ma
reszte z dzielenia vy, (z) przez 2. Teraz wystarczy wykazaé, ze istnieja takie a, b, c,d € A, dla ktérych:

fla)e f(b) & f(e) & f(d) = (0,...,0),

przy czym @ oznacza dodawanie po wspoélrzednych modulo 2. Poniewaz @ jest operacja taczna i przemienna
oraz f(a) @ f(a) = (0,...,0), mozemy réwnowaznie wykazacé, ze

fla)® f(b) = flc) ® f(d)
dla pewnych parami réznych a, b, c,d € A.
Jedli istnieja rozne wektory v, w oraz takie a,b,c,d € A, ze a # b, ¢ # d oraz
f@)y=v=f®) i f(&)=w=f(d),

to natychmiast otrzymujemy zadana czwérke liczb. Analogicznie, jesli pewien wektor v jest wartoscia f dla
czterech réznych liczb z A. Dalej zalézmy, ze nie ma miejsca zadna z tych sytuacji. Wowczas istnieje taki zbior
B C A, 7e |B| > 2135 oraz f zawezona do B jest injekcja.

Oczywiscie roznych wartosci f (2) @ f(y) jest co najwyzej 22!, a réznych nieuporzadkowanych par liczb z,y € B
jest (212‘35) > 221, Zatem z zasady szufladkowej Dirichleta istnieja rézne pary (z,y) i (u,v) liczb z B, dla ktérych

f@)® fy) = fw) & f(v).

Ponadto x, y, u i v musza by¢ rézne. Istotnie, gdyby = = u, to f(y) = f(v), wiec z definicji zbioru B mamy
y = v wbhrew temu, ze pary sa rézne. To koniczy dowdd.
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Zadanie 14. (IMO Shortlist 1991 P8)

Dany jest zbior n > 3 punktéow plaszczyzny S, z ktorych zadne 3 nie sa wspdlliniowe. Wykazaé, ze istnieje
taki zbior T skladajacy sie z 2n — 5 punktéw plaszczyzny, ze kazdy trojkat wyznaczony przez 3 rézne punkty
zbioru S zawiera punkt ze zbioru T.

Rozwiazanie:
Niech [ bedzie taka prosta, ze zadna z prostych PQ dla P,@Q € S nie jest do niej prostopadla. Ponadto niech
€ > 0 spelnia

e <inf{d(P,QR) | P,Q, R € S parami rézne},

przy czym d(A, BC) oznacza odleglo$é punktu A od prostej BC.

Niech teraz Ay, ..., A, beda kolejnymi rzutami punktéw P € S na prostg S i P, € S oznacza punkt, ktérego
rzutem jest Ap. Dla kazdego 2 < k < n — 1 rozwazmy punkty By i C lezace na prostej Ai P, w odlegtosci
dokladnie € od P,. Wszystkich takich punktow jest dokladnie 2n — 4.

Kazdy tréjkat wyznaczony przez 3 punkty ze zbioru S jest postaci P;P; Py dla ¢ < j < k. Wéwczas oba punkty
B; i C; leza po tej samej stronie prostej P; P, co punkt P; i jeden z nich nalezy do wnetrza tréjkata P;P; Py,
poniewaz wobec i < j < k punkty P; oraz P} leza po przeciwnych stronach prostej B;C}.

Zbior 2n—>5 punktéw otrzymujemy nastepujaco. Zauwazmy, ze otoczka wypukla S ma przynajmniej 3 wierzchol-
ki, wiec przynajmniej jeden z punktéw Ps, ..., P,_1 jest wierzchotkiem otoczki wypuklej. Dla takiego punktu
Pj jeden z Bj lub C; nie nalezy do otoczki wypuklej S, wiec nie nalezy do wnetrza zadnego trojkata P;PjPy.
Biorac pozostale 2n — 5 punktow, otrzymujemy zbiér T' o odpowiedniej wlasnosci.

Zadanie 15. (Russian MO 2015)

Ryba rozpoczyna gre na w punkcie 0 osi liczbowej, na ktérej zaznaczono wszystkie liczby catkowite. W k-tym
ruchu ryba wybiera zwrot (w prawo lub w lewo) i przesuwa si¢ w te strone o 2¥ + 1 jednostek. Zatem pierwszy
ruch nastepuje o 3 jednostki, drugi ruch o 5 jednostek itd. Rozstrzygnaé, czy w taki sposéb ryba moze odwiedzié
wszystkie liczby naturalne na tej osi, przy zalozeniu, ze liczby moga by¢ odwiedzane wielokrotnie.

Rozwigzanie:
Sprawdzmy, ze
F 4+ 1)+ 2R ) o 28 1) — (2R 1) = 28 o,

Stad po przyjeciu m = 2* + 1 powyzsza suma jest réwna 1. Jesli zatem ryba znajduje sie w punkcie 2 po
wykonaniu dotychczas k skokéw, moze wykonaé 2F + 2 skokéw w prawo i jeden skok w lewo. Ryba znajdzie
sie wtedy w punkcie z + 1. Wobec tego ryba moze odwiedzi¢ wszystkie liczby naturalne, zaczynajac od 0
i przechodzac kolejno do 1,2,3,.. ..

Zadanie 16.

Grzybiarz Marek znalazt w lesie n = 2m swoich ulubionych grzybéw — hub, rosnacych na szczytach drzew
o wysokosciach kolejno 1,2,...,n metrow. Do zbierania grzybéw Marek ma teleskopowa drabine o zakresie
wysokosci od 1 do n metréw (drabina o danej wysokosci pozwala mu zebraé¢ grzyby tylko z drzewa o tej
wysokosci). Poczatkowo drabina ma dtugos$é jednego metra (dluzszej nie bylby w stanie przywiesé samochodem).
Marek jest leniwy, wiec nie chce zmieniaé¢ wysokosdci drabiny (zgodnie ze swoimi umiejetno$ciami rachunkowymi)
wiecej niz n razy. Marek potrafi mnozy¢ liczbe przez 2 i podaé¢ dokladny wynik lub pomniejszony o 1. Ponadto
zauwazyl on, ze liczenie na palcach jest ograniczajace (pozwala mu liczy¢ tylko do dziesigciu) — do obliczen uzywa
wiec teraz grzybéw — co pozwala mu liczy¢ az do n (po tej liczbie niestety licznik sie przekreca). Udowodnié, ze
Marek moze szczesliwie wrécié z grzybobrania (wrécié¢ samochodem wraz z wszystkimi grzybami oraz drabina).

Rozwigzanie:

Nalezy wykazaé, ze istnieje taka permutacja x1,xa, ..., x, zbioru 1,2,...,n (wysokosci drzew), ze z; = 1 oraz
Tit1 =2x; lub iy =2z, —1 (mod n)

dla wszystkich 1 < ¢ < n, przy czym przyjmujemy n + 1 = 1.

Zauwazmy, ze jesli k < m oraz x; = k lub z; = m + i, to w obu przypadkach mamy z;,1 € {2k,2k — 1}.
Rozwazmy teraz graf skierowany G o wierzchotkach {1,...,m}. Ponadto wierzcholek v polaczymy skierowana
krawedzia z takim wierzcholkiem w, ze w = 2v (mod m) i krawedZ te oznaczmy 2v. Analogicznie dla 2v — 1.
W ten sposéb kazda z liczb {1,...,n} zostala przypisana dokladnie jednej krawedzi. Oczywiscie outdeg(v) = 2
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dla kazdego wierzchotka v. Zauwazmy réwniez, ze indeg(v) = 2, poniewaz do wierzchotka v wchodza krawedzie
v oraz m + v (i tylko one). Zatem indeg(v) = outdeg(v) dla kazdego wierzchotka v.

Graf G jest stabo spéjny, poniewaz do kazdego wierzchotka v wchodzi krawedZ z wierzchotka |v/2], czyli
o mniejszym numerze. Zatem wszystkie wierzchotki sa potaczone Sciezka z wierzchotkiem 1. Wobec tego spelnione
sg zalozenie twierdzenia Eulera dla graféw skierowanych. Czytelnik zechce przekonaé sie, ze kolejne etykiety
krawedzi na uzyskanym cyklu Eulera stanowia permutacje o zadanej wtasnosci.

Zadanie 17. (IMO Shortlist 2001 C5)
Wyznaczy¢ wszystkie taki skoficzone ciagi (zo,z1,...,2y), ze dla kazdego j € {0,...,n} liczba z; jest réwna
liczbie wystapien liczby j w tym ciagu.

Rozwigzanie:

Niech (zg, 21, . . ., Zn) bedzie dowolnym ciagiem spelniajacym warunki zadania. Wéwczas wszystkie wyrazy ciagu
sa nieujemnymi liczbami calkowitymi i sa nie wigksze od n (latwo wykluczyé¢ xz; = n + 1). Ponadto g > 0,
poniewaz zalozenie xg = 0 prowadzi do sprzecznosci.

Niech m bedzie rowne liczbie dodatnich wyrazéw wéréd xq, o, ..., x,. Poniewaz z rownosci xg = p > 1 wynika
xp 2> 1, musi zachodzi¢ m > 1. Zauwazmy ponadto, ze

imi =m+1,
i=1

bo suma ta zlicza na dwa sposoby liczbe dodatnich wyrazéw w ciagu, z uwzglednieniem xg > 0.

Poniewaz doktadnie m dodatnich wyrazéw sumuje si¢ do m + 1, m — 1 z nich jest réwne 1, a jeden wyraz jest
réwny 2. Wynika stad, ze jedynie xo moze by¢ wigksze od 2. Ponadto jedli j > 2, to x; > 0 jedynie, gdy j = xo
iz; =1. Wobec tego m < 3.

Nastepnie osobno sprawdzamy trzy przypadki:

(i) Nalezy sprawdzié, ze x1 = 2 jest niemozliwe. Zatem zo = 2, a stad ¢y = 2. Jedynym rozwiazaniem
w tym przypadku jest ciag

(2,0,2,0).
(ii) Jesli 1 = 2, to g = 11 29 = 1, wiec znajdujemy jedyny cigg
(1,2,1,0).
Podobnie gdy x5 = 2, jedynym ciagiem jest
(2,1,2,0,0).

(iii) W tym przypadku x,, = 1 dla pewnego p > 3 i z9 = p. Wtedy 21 = 2, poniewaz z; = 1 prowadzi
do sprzecznosci. Stad xo = 1 i innych dodatnich wyrazéw ciagu nie ma. Jedynym ciagiem o tej wlasnosci
jest

(p,2,1,0,...,0,1,0,0,0).
——

p—3

Zadanie 18. (Maamoun, Meyniel 1987)

Dane sa dodatnie liczby catkowite m i n. Marek i Mirek graja w gre. Marek ma plansze m x n (m wierszy
i n kolumn), a Mirek ma plansze 1 x n. Na kazdym polu kazdej z plansz znajduje sie dwustronny zeton, ktéry
jedna strone ma czarna, a druga biata. Na poczatku gry Marek ustawia w dowolny sposéb zetony na swojej
planszy. Nastepnie Mirek robi to samo na swojej planszy. Kazdy nastepny ruch gracza polega na odwrdceniu
pewnej liczby zetonéw (byé moze 0) na swojej planszy, przy czym w jednym ruchu gracz moze odwrdcié co
najwyzej 1 zeton w kazdym wierszu. Gracze wykonuja takie ruchy na zmiane. Jezeli w dowolnym momencie
uklad zetonéw w jedynym wierszu planszy Mirka bedzie taki sam, jak w ktéryms$ z wierszy planszy Marka, to
Marek wygrywa. Wykazaé, ze Marek ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy n < 2m.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze kazdy wiersz mozemy utozsamiaé z wektorem v € {0,1}". Niech @, bedzie grafem, ktérego
wierzchotkami sg wszystkie takie wektory, a wierzchotki sasiaduja ze soba wtedy i tylko wtedy, gdy réznia sie
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dokladnie jedna wspolrzedna. Wowczas zasady gry odpowiadaja temu, ze Marek ustawia m pionkéw w wybra-
nych wierzcholtkach grafu @,, a Mirek jeden pionek. W kazdym ruchu gracz moze przesunaé kazdy ze swoich
pionkéw do sasiedniego wierzchotka. Marek wygrywa, gdy zlapie Mirka, czyli jeden z jego pionkéw znajdzie sie
w wierzchotku zajmowanym przez pionek Mirka.

Zalézmy, ze n > 2m. Chcemy wykazaé, ze Mirek moze skutecznie ucieka¢ Markowi. Zauwazmy, ze jesli Marek
ustawil juz swoje pionki, to wierzchotkéw w odlegtoéci co najwyzej 1 od pewnego z nich jest nie wiecej niz
nn+1) n?+n

1) < = < 2",
m(n+1) 5 5

Zatem Mirek moze poczatkowo wybra¢ wierzcholek w odlegloéci przynajmniej 2 od kazdego z pionkéw Marka.
Po wykonaniu ruchu przez Marka, niech v bedzie wierzcholkiem, w ktérym stoi pionek Mirka. Jesli kazdy
z pionkow Marka jest w odleglosci przynajmniej 2, Mirek nie musi si¢ rusza¢. W przeciwnym wypadku niech S
bedzie zbiorem wierzcholkéw zajetych przez pionki Marka, ktére sa w odleglosci co najwyzej 2 od v (tylko te
pionki moga go ztapaé¢ w nastepnym ruchu). Kazdy z wierzchotkéw w € S rézni sie od v co najwyzej dwoma
wspolrzednymi. Ponadto

2(1S]-1)+1<2m—1<n,

wigc istnieje taka wspélrzedna j, ze v; = w; dla kazdego w € S. Jesli teraz Mirek przejdzie do wierzcholka,
ktory rézni sie od v tylko na j-tej wspdlrzednej, to kazdy pionek Marka ponownie znajdzie sie w odleglosci co
najmniej 2 od Mirka.

Wykazemy nastepnie, ze k, := [(n + 1)/2] pionkéw wystarcza Markowi, aby zlapa¢ Mirka w grafie @,,. Czy-
telnik zechce sprawdzié¢ przypadki n € {1,2}. Niech teraz n > 3 i zaldézmy, ze m = k,_o wystarcza w grafie
Qn—2. Rozwazmy pozycje Mirka v(t) = (vi(t),...,v,(t)) po t ruchach oraz jego cieni (0,0,v3(t),...,vn(%)).
Zauwazmy, ze gdy Mirek porusza sie po grafie Q),,, jego cien porusza sie po podgrafie H = Q),,_o indukowanym
przez wierzcholki o dwoch poczatkowych wspélrzednych zerowych. Zatem po ustawieniu wszystkich k, > k,_o
pionkéw w tym podgrafie Marek jest w stanie doprowadzi¢ do sytuacji, gdy jeden z jego pionkéw p spelnia
pi(t) = v;(t) dla pewnego ¢ 1 wszystkich i > 3.

Nastepnie, jesli Mirek zmienia wspélrzedna j > 3, to Marek wykonuje analogiczny ruch pionkiem p, aby powyz-
szy warunek pozostal spelniony. W przeciwnym wypadku, pionek p nie rusza sie, je$li p; # vy oraz py # ve, lub
tapie Mirka, gdy ma miejsce tylko jeden z tych warunkéw. Czytelnik powinien przekonaé sie, analizujac mozliwy
przebieg gry dla (m,n) = (1,2), ze aby Marek nie wygral, warto$é (v1, v2) musi by¢ od pewnego momentu stala.
Jednak w maksymalnie dwéch ruchach pozostate k, — 1 = k,_o pionkéw Marka moze przyjaé¢ te same dwie
poczatkowe wspotrzedne co pionek Mirka. Wéwcezas gra toczy sie juz na podgrafie izomorficznym z Q,,—2, gdzie
Marek z zalozenia ma strategie wygrywajaca, poniewaz ma k,_o pionkow. Wykazalidémy zatem, ze w grafie Q,
Markowi wystarczy k,, pionkow.

Wobec powyzszego rozumowania na mocy zasady indukcji matematycznej dla kazdego n € N Markowi wystarczy
k,, pionkéw, aby ztapaé¢ Mirka w grafie Q),,. Pozostalo zauwazy¢, ze jesli tylko n < 2m, to m > k,.

Zadanie 19.
Niech C(k) oznacza sume wszystkich dzielnikéow pierwszych liczby k, na przyklad

C(1)=0, C(2)=2, C(45)=3s.
Znalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite spelniajace réwnosé C(2" + 1) = C(n).
Rozwigzanie:
Przypomnijmy w tym miejscu twierdzenie Zsigmondy’ego. Niech a i b beda wzglednie pierwsze oraz a > b > 1.

Wowecezas dla kazdej liczby catkowitej m > 1 liczba a™ — b™ ma taki dzielnik pierwszy p, ktéry nie dzieli zadnej
z liczb a* — b* dla m > k > 1, chyba Ze ma miejsce jeden z ponizszych wyjatkow:

(i) m=1loraza—b=1,
(ii) m = 2 oraz a + b jest potega dwdjki,
(ifl) m=6,a=21ib= 1.

W szczegdlnosci dla n > 3 liczba 22" — 1 zawsze ma pewien dzielnik pierwszy p, ktéry nie dzieli zadnej z liczb
2F — 1 dla k < 2n. Wéwezas p | (27 — 1)(2" 4+ 1) i ord,(2) = 2n, czyli p | 2" + 1.
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Poniewaz p # 2, z malego twierdzenia Fermata 2n = ord,(2) | p — 1. Stad p > 2n + 1 i oczywiscie C'(2" + 1) >
2n + 1 > n. Zauwazmy ponadto, ze jesli p1,...,pr sa wszystkimi dzielnikami pierwszymi n, to dla kazdego
1 < i < k prawdziwa jest nieréwnosé

n>pips--pr > 2 ps.

Po dodaniu wszystkich k takich nieréwnosci otrzymujemy
k

Zatem dla n > 3 zachodzi C(n) < n < C(2" +1).

Czytelnik zechce sprawdzié, ze n = 3 spelnia warunki zadania, natomiast n = 1 i n = 2 nie. Zatem n = 3 jest
jedyna liczba o tej wlasnosci.

Zadanie 20. (Brazilian MO 2022)
Niech n bedzie liczbg calkowita. Przez S(n) oznaczmy najmniejsza liczbe catkowita spelniajaca nastepujace
warunki:

(1) S(n) >n,

(2) 2] S(n) —n,

(3) nie istnieja takie dodatnie liczby catkowite k i 1, s, ..., 2, ze
n=x1+xy+---+ap oraz S(n) =z +x2 -+ +i.

Udowodnié, ze istnieje taka rzeczywista stala ¢ > 0 oraz liczba calkowita ng, ze dla kazdego n > ny zachodzi
S(n) > end/2.

Rozwigzanie:
Rozwazmy nastepujacy algorytm. Zaczynamy od n-elementowego wektora (1,1,...,1). Nastepnie w kazdym
kroku, majac k-elementowy wektor (1,22, ..., Zx), postepujemy w nastepujacy sposob. Jezeli istnieja indeksy

i # j takie, ze x; = z;, wykonujemy operacje
(x1,22,...,xk) = (21,22, ..., — 1, . x5+ 1,00, o)

i gdyby x; — 1 = 0, usuwamy z wektora i-ta wspoélrzedna. W przeciwnym razie algorytm konczy dzialanie.

Zauwazmy, ze w kazdym momencie suma wspoélrzednych wektora jest rowna n, a kazdy krok zwieksza sume
kwadratéw wspotrzednych o 2.

Jezeli algorytm konczy sie w punkcie (y1,ys2, ..., yk), to
S(n) > i +y3 + -+ i,

poniewaz ze wzgledu na sposéb dzialania algorytmu wykluczyliSmy wszystkie mniejsze liczby o tej samej pa-
rzystosdci co n. Ponadto wszystkie y; sa rézne. Zatem

k

k
n:Zyi>Zi:@.

i=1 i=1
Stad 2n > k% i k < v/2n. Wéwezas z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczna a kwadratowa

PR 2 2
Wityat--ty)  n _ 1 s

k Vo V2

Uiyt R

V

Wobec tego stala ¢ =1/ V2 spetnia warunki zadania.
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Zadanie 21. (Russian MO 2017)
Na tablicy znajduje si¢ n dodatnich liczb rzeczywistych aq, ..., a,. Maria chce zapisaé n liczb rzeczywistych
b1,...,by,, takich ze:

(1) b; > a; dla kazdego 1,

(1) jezeli b; > b, to b;/b; jest liczbg calkowita.

Udowodnié¢, ze mozna dobraé¢ takie liczby, spetlniajac dodatkowo warunek

n—1

bl...bn<2Ta1...an.

Rozwigzanie:
Ciag spelniajacy warunki (1)-(2) bedziemy nazywaé ciagiem dobrym. Rozwazmy ciagi b1, ba, ..., by, pray czym
dla kazdego ¢ mamy b; = (b; 1,...,b; ) oraz b; ; sa zdefiniowane nastepujaco.

b — a; dla] =1,
") 2ka; dlaj £,

przy czym k jest najmniejsza liczba catkowita, dla ktérej 2%a; > a;. Kazdy z tych ciagéw jest dobry, poniewaz
iloraz dowolnych dwéch wyrazéw jest potega dwdjki, a warunek (1) jest spelniony z definicji.

Zauwazmy, ze z definicji

bi; = 9llogs(a;/ai)] a; = 2{10g2(az‘/aj)}aj’

s

przy czym { - } oznacza cz¢sé ulamkowa. Wtedy iloczyn wszystkich elementéw ciggdw b; ; jest réwny

H H gllosz(ei/0} g, = 29(aray -+ a,)" dla S = Z Z {log, (ai/aj)} -

i=1j=1 i=1 j=1

Poniewaz prawdziwa jest réwnosé

0, gdy logy(a;/a;) € Z,
1, w przeciwnym razie,

{logy(ai/a;)} + {logy(a;/ai)} = {
warto$¢ sumy S jest nie wieksza od (g)

Oznacza to, ze co najmniej jeden z ciagéw (by1), (b2), ..., (b,) ma iloczyn wyrazéw co najwyzej

n 1/n n—
(2(2)(a1a2...an)n> :2Tla1a2...an.

Ciag ten spelnia warunki zadania.

Zadanie 22.
Niech liczby catkowite m i n beda dodatnie i wzglednie pierwsze. Udowodnié, ze

(B —1)#£5" — 1.

Rozwiazanie:
Przypusémy, ze (5™ — 1) = 5™ — 1 i zapiszmy N := 5™ — 1 = 2%p;*t ... p, % Wiwezas

e(N) =22 T o~ (o — 1),
k=1

wiec

va(p(N)) = (@ = 1)+ 3 valpr — 1) > a+r - 1.
k=1

Z kolei na mocy lematu LTE mamy v2(¢(N)) = va(5" — 1) = 2 4 va(n).
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Zauwazmy réwniez, ze

ged(N,o(N)) = ged (5" — 1,5™ — 1) = 58cdmm) _ 1 — 4,
Stad oy =as =+ =a, = 1.

Rozwazmy najpierw n nieparzyste. Wowczas vy(5"™ — 1) = 2. Jedli m jest parzyste, to z LTE a > 3 1 wobec
powyzszych o +71r — 1 < 2+ v2(n) =2, czylir = 01 o = 3. Stad jednak 5™ — 1 = 2% = 8, co jest niemozliwe.
Wobec uzyskanej sprzecznosci m musi by¢ nieparzyste. Wtedy a =2ir < 1. Jedlir =0, to 5™ — 1 =4, co nie
moze zachodzié, poniewaz ¢(4) = 2 # 5™ — 1. Stad r = 1 i N = 4p dla pewnej nieparzystej liczby pierwszej p.
Jednak wowczas

5"+ 1

co wymusza p = 3 i prowadzi do sprzecznosci 5™ — 1 = 12.

Jedli jednak n jest parzyste, to m jest nieparzyste i zndéw o = 2, wiec
5" —1=N =dpips---p;.

Dla kazdego py | N zachodzi zatem

5. (5m51>2 =1 (mod pg),

wiec 5 jest reszta kwadratowa modulo pg. Z wzajemnosci reszt kwadratowych wnioskujemy, ze pr daje reszte 1
lub 4 z dzielenia przez 5. Jednak pi, = 1 (mod 5) jest niemozliwe, poniewaz wtedy 5 | p; — 1, wiec 5 | o(N) =
5" — 1. Stad natychmiast wnioskujemy, ze r jest parzyste — inaczej N =1 (mod 5).

Wobec powyzszego 4 = ¢(N) = 2-3" (mod 5). Stad jednak 3" = 2 (mod 5), co nie jest mozliwe dla parzystego
7, poniewaz 2 nie jest reszta kwadratowg modulo 5.

Zadanie 23. (Balkan MO 2000)

Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej n > 1 istnieje taki zbiér S skladajacy sie¢ z n dodatnich liczb
catkowitych, ze dla dowolnie wybranych 1 < k < n elementéw zbioru S ich érednia arytmetyczna jest potega
o wyktadniku wiekszym od 1.

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat: dla kazdej dodatniej liczby catkowitej [ istnieje taka dodatnia liczba
catkowita d, ze kazda z liczb

{d,2d,...,1d}

jest potega o wykladniku wiekszym niz 1. Rozwazmy w tym celu
d=2%23%...]%

przy czym ao,...,q; > 1. Jedli spelnione beda wlasnosci

(a) istnieje taka dodatnia liczba catkowita p > 2, ze

p | ged(ag, ..., qp),
(b) dla kazdego j € {2,...,(} istnieje p; > 2 takie, ze
p; | ged(ew, ... a1, 05 + 1 a41,. .., qq),
to liczba d ma zadang wlasnosé. Ustalmy zatem liczby pierwsze
pP>p2>p3> - >p

oraz dopierzmy wykladniki o, tak aby jednoczesnie o; =0 (mod p), a; = —1 (mod p;) oraz o; =0 (mod p;),

o ile tylko i # j. Istnienie takich liczb s, ..., a; wynika bezposrednio z chinskiego twierdzenia o resztach. To
koniczy dowdd lematu.
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Ustalmy teraz liczbe catkowita m > 1 i rozwazmy zbidr
S={m-nl,2m-n!, ..., nm-nl}.

Zauwazmy, ze suma elementow kazdego podzbioru A C S jest postaci

Zj n!m dla pewnego I C {1,...,n},
jel

zatem Srednia arytmetyczna jest postaci km dla pewnego catkowitego
E<@Q+2+---+n)nl

Wystarczy teraz zastosowaé lemat dla l = (1 4+ 2+ -+ + n)n!. To konczy dowdd.

Zadanie 24.
Zbiér S dodatnich liczb catkowitych jest fajny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych dwéch a,b € S zachodzi
(a —b)? | ab. Wykazaé, ze dla kazdego n istnieje zbiér fajny o mocy co najmniej n.

Rozwigzanie:
Nietrudno sprawdzié, ze zbiér Sy = {1, 2} jest fajny.

Zalézmy teraz, ze istnieje zbiér fajny S, zawierajacy dokladnie n elementéw. Woéwczas zbior S/, = S, U {0}
takze spelnia warunek podzielno$ci z definicji zbioru fajnego, poniewaz

(a—02=d*|0=a-0

dla kazdego a € S,,. Ponadto jesli S/, = {ag,a1,...,an}, to dla

z =] (@i —a;)?

i<j
zbi6r S, +x ={a+x | a € S},} jest fajny. Istotnie, jesli a,b € S, to
((a+a) = (b+2)*=(a—b)?| (a+z)b+a)
poniewaz z zalozenia (a — b)? dzieli kazda z liczb ab i x. Zatem istnieje zbiér fajny o n + 1 elementach.

Wobec powyzszych na mocy zasady indukcji matematycznej dla kazdego n > 2 istnieje zbiér fajny o dokladnie
n elementach. To konczy dowdd.
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